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АНОТАЦIЯ

Никорович С. I. Апроксимацiї в просторах псевдометрик. — Квалiфiка-

цiйна наукова праця на правах рукопису. Дисертацiя на здобуття наукового

ступеня кандидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — ма-

тематичний аналiз. — Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя

Стефаника, Iвано-Франкiвськ, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню пов’язаних з вiдношення-

ми апроксимацiї метричних та порядкових властивостей частково впорядко-

ваних множин всiх псевдометрик на фiксованих множинах та їх пiдмножин.

Зокрема, велика увага присвячена псевдоультраметрикам, якi з одного боку,

є частковим випадком псевдометрик з посиленою нерiвнiстю трикутника, а, з

iншого, є узагальненням ультраметрик (чи неархiмедових метрик, для яких по-

слаблена вимога невиродженостi (тобто рiзнi точки не обов’язково вiдокрем-

ленi додатною вiдстанню). Отриманi результати дозволяють поєднувати по-

рядковi пiдходи та вибiр метризацiї при наближеному розв’язаннi задач кла-

сифiкацiї.

У першому роздiлi наведено необхiднi вiдомостi з теорiї метричних про-

сторiв та неперервних областей, зокрема, означення топологiй Скотта та Ло-

усона, вiдношення апроксимацiї, тощо.

У другому роздiлi розглянуто порядковi властивостi множини псевдоме-

трик. Зокрема, доведено, що множина всiх псевдометрик на довiльнiй фiксо-

ванiй множинiX з поточковим впорядкуванням є умовно повною недистрибу-

тивною граткою, а множина всiх метрик на X D Œ0; 1� не є напрямленою вниз,

тому не є нижньою напiвграткою, а тим бiльше граткою.

Також описано вiдношення апроксимацiї знизу на множинi всiх псевдо-

метрик на скiнченнiй множинiX i доведено, що, якщо нетривiальна псевдоме-
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трика d0 на нескiнченнiй множинiX апроксимує знизу псевдометрику d наX ,

то d обмежена, а d0 розбиває X на скiнченну кiлькiсть класiв еквiвалентностi,

якi щодо d є вiдкрито-замкненими.

Показано, що множина Psa.X/ всiх псевдометрик на деякiй фiксованiй

множинi X , значення яких не перевищують фiксованого додатного числа a, є

двоїсто неперервною. Для цього створено допомiжнi конструкцiї, якi за даною

псевдометрикою дозволять отримувати сiм’ї псевдометрик, що наближають її

у порядковому сенсi.

Доведено факт, що жоднi двi псевдометрики на нескiнченнiй множинi X

не перебувають у вiдношеннi апроксимацiї згори у множинi всiх псевдометрик

на X , а у пiдмножинi всiх псевдометрик на X , значення яких не перевищують

фiксованого a > 0, кожний елемент є точною нижньою гранню напрямленої

вниз множини елементiв, що апроксимують його згори.

Частковi порядки на множинах псевдометрик мають досить бiднi вiдно-

шення апроксимацiї i не становлять значного iнтересу з погляду теорiї обла-

стей. Для iснування нетривiального наближення знизу псевдометрика повинна

бути обмеженою, а верхньою гранню своїх апроксимацiй знизу вона може бути

тiльки тодi, коли визначає цiлком незв’язну топологiю. Тому в подальшому ми

знайдемо класи з цiкавiшими властивостями.

У третьому роздiлi розглядються псевдоультраметрики, зокрема, описа-

но гратковi операцiї (точну верхню та точну нижню гранi) у поточково впо-

рядкованiй множинi всiх псевдоультраметрик на фiксованiй множинi X . До-

ведено, що пiдмножини всiх компактних псевдоультраметрик i всiх локально

компактних псевдоультраметрик на злiченнiй множинi X не є напрямленими

вгору. Надалi ми розглядаємо простiр всiх псевдоультраметрик на фiксованiй

множинi та порядковi властивостi такого простору.
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Доведено, що у множинi компактних псевдоультраметрик на довiльнiй

множинi X iнфiмум двох елементiв дистрибутивний щодо супремума довiль-

ної кiлькостi елементiв, а для множин всiх псевдоультраметрик на злiченнiй

множинiX та всiх локально компактних псевдоультраметрик на злiченнiй мно-

жинi X ця властивiсть не виконана.

Показано, що некомпактну псевдоультраметрику на довiльнiй множинi

X у множинi всiх псевдоультраметрик на X чи у множинi всiх локально ком-

пактних псевдоультраметрик на X апроксимує знизу тiльки тривiальна псев-

дометрика.

Введено допомiжне вiдношення “бути слабко значно нижче”, за допомо-

гою якого отримано необхiднi i достатнi умови того, що компактна псевдо-

ультраметрика d0 апроксимує знизу компактну псевдоультраметрику d1, i до-

ведено, що кожна компактна псевдоультраметрика є точною верхньою гранню

напрямленої вгору множини компактних псевдоультраметрик, що апроксиму-

ють її знизу.

У пiдсумку роздiлу отримано висновок, що жодна компактна псевдоуль-

траметрика на нескiнченнiй множинi X не апроксимує згори компактну псев-

доультраметрику на цiй множинi.

Таким чином ми описали вiдношення апроксимацiї згори i алгоритм по-

будови апроксимуючих згори елементiв у множинi всiх компактних псевдо-

ультраметрик на фiксованiй множинiX , що не перевищують даної компактної

псевдоультраметрики, з чого випливає двонеперервнiсть цiєї частково впоряд-

кованої множини.

Обгрунтовано використання компактних псевдоультраметрик для подаль-

шого дослiдження.

Четвертий роздiл присвячено метричним просторам псевдоультраметрик

та їх вкладенням у нормованi векторнi простори. Описано множини, якi є пiд-
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графiками i надграфiками компактних псевдоультраметрик, i введено вiдстанi

мiж компактними псевдоультраметриками як вiдстань Гаусдорфа мiж їх пiд-

графiками та вiдстань Гаусдорфа мiж їх надграфiками.

Показано, що напiвгратка нижньої тiнi деякої фiксованої компактної уль-

трапсевдометрики з топологiєю, iндукованою метрикою Гаусдорфа є компа-

ктною гаусдорфовою верхньою напiвґраткою Лоусона.

Доведено, що множина всiх компактних псевдоультраметрик на фiксо-

ванiй множинi X , що передують фiксованiй компактнiй псевдометрицi на X ,

з введеною через пiдграфiки метрикою є метричним компактом, i ця метрика

топологiчно еквiвалентна до метрики рiвномiрної збiжностi.

Також встановлено спiввiдношення мiж метрикою на основi метрики Га-

усдорфа i метрикою рiвномiрної збiжностi на множинi всiх компактних псев-

доультраметрик на фiксованiй множинiX , i показано, що метрика рiвномiрної

збiжностi є граничним випадком метрик, означених через пiдграфiки.

Встановлено, що множина “нижньої тiнi” компактної псевдоультраме-

трики з метрикою Гаусдорфа є компактною. Наведено два рiзних доведення

цього факту, зокрема, з використанням теореми Арцела-Асколi та властиво-

стей компактних метрик. Окрiм того показано, що з того, що одна компактна

псевдоультраметрика менша за iншу випливає,що включення множин їхнiх тi-

ней з метриками Гаусдорфа є топологiчним вкладенням.

Введено аналог ультраметрики Гартоґа-де Вiнка мiж компактними псев-

доультраметриками, i доведено, що ця ультраметрика є граничним випадком

метрик, означених через надграфiки.

Показано, що для кожної фiксованої компактної псевдоультраметрики

iснує компактна гаусдорфова топологiя на множинi її тiнi, що робить її топо-

логiчною ґраткою з малими пiдґратками. Ця топологiя визначається за допо-

могою метрики рiвномiрної збiжностi.
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Доведено, що множина всiх псевдоультраметрик, що не перевищують да-

ної компактної псевдоультраметрики, є повною граткою, на якiй топологiя Ло-

усона i двоїста топологiя Лоусона збiгаються i є визначеними метрикою рiвно-

мiрної збiжностi.

Доведено, що множина всiх псевдоультраметрик на скiнченнiй множинi

породжує конус псевдометрик у банаховому просторi функцiй двох змiнних

тодi i тiльки тодi, коли потужнiсть множини не бiльша за чотири. Показано,

що множина всiх компактних псевдоультраметрик, що не перевищують даної,

породжує у банаховому просторi неперервних функцiй двох змiнних замкне-

ний пiдпростiр симетричних функцiй, що рiвнi нулю для всiх пар однакових

аргументiв.

Показано, що множина всiх компактних псевдоультраметрик, неперерв-

них щодо даної, є замкненим пiдпростором повного нормованого iдемпотен-

тного векторного простору невiд’ємних неперервних функцiй двох змiнних,

породженим множиною псевдоультраметрик, визначених розбиттями на двi

вiдкрито-замкненi множини.

Ключовi слова: псевдометрики, псевдоультраметрики, апроксимацiя,

двонеперервнiсть, норма рiвномiрної збiжностi, iдемпотентний векторний

простiр.
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ABSTRACT

Nykorovych S. I. Approximations in pseudometric spaces. — Qualifying sci-

entific work, manuscript. Thesis for a Candidate Degree in Physical and Mathemati-

cal Sciences, speciality 01.01.01- mathematical analysis. — Vasyl Stefanyk Precar-

pathian National University, Ivano-Frankivsk, 2024.

This thesis is devoted to the study of approximation relations involving metric

and order properties of partially ordered sets of all pseudometrics on fixed sets

and their subsets. In particular, considerable attention is paid to pseudoultrametri-

cs, which, on one hand, are a special case of pseudometrics with a strengthened

triangle inequality, and on the other, are generalizations of ultrametrics (or non-

Archimedean metrics, for which the requirement of non-degeneracy is relaxed, meani-

ng different points are not necessarily separated by a positive distance). The obtained

results allow for the combination of order approaches and the choice of metrization

in the approximate solution of classification tasks.

The first chapter provides necessary information from the theory of metric

spaces and continuous domains, including the definitions of Scott and Lawson topo-

logies, approximation relations, etc.

The second chapter discusses the order properties of the set of pseudometrics.

In particular, it is proven that the set of all pseudometrics on any given set X with

pointwise ordering is a conditionally complete non-distributive lattice, and the set

of all metrics on X D Œ0; 1� is not downward directed, therefore it is not a lower

semi-lattice, much less a lattice.

The relationship of approximation from below on the set of all pseudometrics

on a finite set X is also described, and it is proven that if a non-trivial pseudometric
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d0 on an infinite set X approximates from below a pseudometric d on X , then d is

bounded, and d0 partitions X into a finite number of equivalence classes, which are

open-closed with respect to d .

It is shown that the set Psa.X/ of all pseudometrics on a certain fixed set X ,

whose values do not exceed a fixed positive number a, is dually continuous. For

this purpose, auxiliary constructions are created that allow for obtaining families of

pseudometrics that approximate it in the order sense.

It is proven that no two pseudometrics on an infinite set X are in an approxi-

mation relation from above in the set of all pseudometrics on X , and in the subset

of all pseudometrics on X whose values do not exceed a fixed a > 0, each element

is the exact lower bound of a downward directed set of elements that approximate it

from above.

Partial orders on sets of pseudometrics have rather poor approximation relati-

ons and are not of significant interest from the perspective of domain theory. For a

non-trivial approximation from below to exist, a pseudometric must be bounded, and

it can only be the least upper bound of its approximations from below if it defines a

totally disconnected topology. Therefore, further on, classes with more interesting

properties will be identified.

The third chapter deals with pseudoultrametrics, including a description of

lattice operations (exact upper and lower bounds) in the pointwise ordered set of

all pseudoultrametrics on a fixed set X . It is proven that subsets of all compact

pseudoultrametrics and all locally compact pseudoultrametrics on a countable set

X are not upward directed. Further, the space of all pseudo-ultrametrics on a fixed

set and the order properties of such space are considered.

It is demonstrated that in the set of compact pseudoultrametrics on any set

X , the infimum of two elements is distributive with respect to the supremum of any
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number of elements (meet continuity is achieved), but for the sets of all pseudoultra-

metrics on a countable set X and all locally compact pseudoultrametrics on a coun-

table set X , this property is not satisfied.

It is shown that a non-compact pseudoultrametric on any set X in the set of

all pseudoultrametrics on X or in the set of all locally compact pseudoultrametrics

on X is approximated from below only by a trivial pseudometric.

An auxiliary relation of “being weakly way below” is introduced,

through which the necessary and sufficient conditions are obtained for a compact

pseudoultrametric d0 to approximate from below a compact pseudoultrametric d1,

and it is proven that every compact pseudoultrametric is the exact upper bound of an

upward directed set of compact pseudoultrametrics that approximate it from below.

The conclusion of the chapter is that no compact pseudoultrametric on an

infinite set X approximates from above a compact pseudoultrametric on that set.

Thus, the relations of approximation from above and the algorithm for const-

ructing elements that approximate from above in the set of all compact pseudoultra-

metrics on a fixed set X , which do not exceed a given compact pseudoultrametric,

are described, resulting in the dual continuity of this partially ordered set.

The use of compact pseudoultrametrics for further research is justified.

The fourth chapter is devoted to metric spaces of pseudoultrametrics and to

their embeddings into normed vector spaces. It describes the sets that are subgraphs

and supergraphs of compact pseudoultrametrics, and introduces distances between

compact pseudoultrametrics as the Hausdorff distance between their subgraphs and

the Hausdorff distance between their supergraphs.

It is shown that the semilattice of the lower shadow of a certain fixed compact

pseudoultrametric with the topology induced by the Hausdorff metric is a compact

Hausdorff upper Lawson semilattice.
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It is proven that the set of all compact pseudoultrametrics on a fixed set X ,

preceding a fixed compact pseudometric on X , with the metric introduced through

subgraphs is a metric compact, and this metric is topologically equivalent to the

metric of uniform convergence.

The relationship between the metric based on the Hausdorff metric and the

metric of uniform convergence on the set of all compact pseudoultrametrics on a

fixed set X is established, showing that the metric of uniform convergence is a

limiting case of metrics defined through subgraphs.

It is established that the “lower shadow” set of a compact pseudoultrametric

with the Hausdorff metric is compact. Two different proofs of this fact are provi-

ded, including using the Arzela-Ascoli theorem and properties of compact metri-

cs. Furthermore, it is shown that if one compact pseudoultrametric is less than

another, it implies that the inclusion of their shadow sets with Hausdorff metrics

is a topological embedding.

An analog of the Hartogs-de Vink ultrametric between compact ultrapseudo-

metrics is introduced, and it is proven that this ultrametric is a limiting case of

metrics defined through supergraphs.

It is shown that for each fixed compact pseudoultrametric, there exists a compact

Hausdorff topology on the set of its shadow that makes it a topological lattice with

small sublattices. This topology is defined by the metric of uniform convergence.

It is proven that the set of all pseudoultrametrics that do not exceed a given

compact pseudoultrametric is a complete lattice, on which the Lawson topology

and the dual Lawson topology coincide and are defined by the metric of uniform

convergence.

It is proven that the set of all pseudoultrametrics on a finite set generates the

cone of pseudoultrametrics in the Banach space of the functions of two variables
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if and only if the cardinality of the set is not greater than four. It is shown that

the set of all compact pseudoultrametrics not exceeding a given one, generates in

the Banach space of the continuous functions of two variables the closed subset of

all symmetric functions that are equal to zero for each pair of equal arguments.

It is proven the set of all compact pseudoultrametrics not exceeding a gi-

ven one, is a closed subset of the complete normed idempotent vector space of

nonnegative continuous functions of two variables, which is generated by the set of

the pseudometrics corresponding to the partitions consisting of two clopen sets.

Keywords: pseudometrics, pseudoultrametrics, approximation, bicontinuity,

uniform convergence norm, idempotent vector space.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Основними об’єктами дисертацiйного дослiдження є простори псевдо-

метрик. Псевдометрики виникають у рiзних галузях математики, передусiм у

функцiональному аналiзi, зокрема, у теорiї топологiчних векторних просто-

рiв. Вони забезпечують ширшу основу для вивчення просторiв iз поняттями

вiдстанi. Зокрема, псевдометрики є загальнiшим випадком метрик - вiд них не

вимагається невиродженостi. Згiдно з [6, p.51], вперше псевдометричнi просто-

ри були введенi югославським математиком Джуро Курепою у 1934 роцi [20].

Вже у 1955 роцi Джон Л. Келлi вживає цей термiн у своєму пiдручнику “За-

гальна топологiя” [18]. У 1970 роцi Стефан Вiллард наводить приклади псевдо-

ультраметрик у своїй монографiї “Загальна топологiя” [63]. Бiльше прикладiв

можна знайти у книзi 1978 року Лiнна Стiна та Дж. Артура Сiбаха молодшого

“Контрприклади в топологiї” [56].

У функцiональному аналiзi псевдометрики використовуються для озна-

чення топологiчних векторних просторiв, зокрема в контекстi теорiї локаль-

но опуклих просторiв. Усi напiвнормованi простори є псевдометричними про-

сторами, так само як усi нормованi простори є метричними просторами. Че-

рез цю подiбнiсть термiн “напiвметричний простiр” (який має рiзнi значення в

топологiї) iнодi використовується як синонiм до “псевдометричний простiр”,

особливо у функцiональному аналiзi. Коли топологiя генерується з викори-

станням сiмейства псевдометрик, простiр називається калiбрувальним просто-

ром [34].

У функцiональному аналiзi часто використовують так звану метрику Мiн-

ковського, яка насправдi є псевдометрикою. Вона ж вiдома у фiзицi пiд назвою
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метрики Лоренца. У теорiї вiдносностi псевдометрики використовуються, щоб

визначити N-вектори енергiї та iмпульсу [62].

Псевдоультраметрики [60], з одного боку, є частковим випадком псев-

дометрик з посиленою нерiвнiстю трикутника, а, з iншого, є узагальненням

ультраметрик (чи неархiмедових метрик [31, 70]), яке послаблює вимогу не-

виродженостi (тобто рiзнi точки не обов’язково вiдокремленi додатною вiд-

станню). Псевдо(ультра)метрика на множинi може розглядатися як деревопо-

дiбна класифiкацiя її елементiв, в якiй числове значення є мiрою (не)схожостi.

Це призводить до застосувань у таких галузях, як таксономiя та побудова фi-

логенетичних дерев [23]. Ультраметрики довели свою кориснiсть при аналiзi

складних систем, таких як мережi та соцiальнi структури [32]. Їх можна роз-

глядати як засiб зображення “багаторiвневих” грубих множин [12, 44]. Вони

природно пов’язанi з неархiмедовими рiвномiрними структурами [48, 51].

Коренi теорiї ультраметричних просторiв знаходяться в комп’ютерних

науках, тому зрозумiло, що псевдоультраметричнi простори мають застосува-

ння в дослiдженнi абстрактних типiв даних та алгоритмiв. Як було вказано

М. Кроцшем [19], “Теорiя областей та теорiя метричних просторiв - це два

центральнi iнструменти у вивченнi денотацiйної семантики в комп’ютерних

науках. ” Внутрiшнi вiдносини мiж ультраметриками та порядками були роз-

критi в останнiй працi. Зокрема, було показано, що простiр формальних куль в

узагальненому ультраметричному просторi є (за прийнятних припущень) непе-

рервною частково впорядкованою множиною, тобто частково впорядкованою

множиною, в якої кожен її елемент є точною верхньою гранню напрямленої

множини елементiв, якi наближають його знизу.

Псевдоультраметричнi простори забезпечують бiльш гнучку структуру,

нiж ультраметричнi простори, дозволяючи ширший “дiапазон несхожостi”, i

зберiгаючи при цьому основнi властивостi метричного простору. Їх унiвер-
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сальнiсть робить їх цiнними iнструментами в рiзних наукових дисциплiнах i

математичних дослiдженнях.

Iнший згаданий у [19] iнструмент денотацiйної семантики є роздiлом те-

орiї порядку. Виявилося [13], що частковi порядки тiсно пов’язанi з топологi-

ями. Зокрема, “пристойне” упорядкування множини визначає досить природнi

та кориснi топологiї, наприклад, топологiю Скотта, верхню/нижню топологiю,

топологiю Лоусона i iншi. Для того, щоб цi топологiї мали гарнi властиво-

стi, вихiдний порядок повинен вiдповiдати певним вимогам, головним чином

пов’язаним з вiдносинами наближення i названими “неперервнiстю” в теорiї

областей. Цi вимоги виконуються багатьма природними частковими порядка-

ми, наприклад, на множинах замкнених пiдмножин фiксованих топологiчних

просторiв [29, 46], на множинах гiперпросторiв включення [41], на множинах

ємностей [42] i т.д. Це мало плiднi наслiдки для топологiчних та алгебраїчних

властивостей цих множин.

Топологiя Скотта — це поняття, в основному пов’язане з теорiєю до-

мену та її застосуванням в iнформатицi та математичнiй логiцi. Iдеї, що при-

вели до введення топологiї Скотта, почали з’являтися в 1960-х роках, коли

комп’ютернi вченi та логiки дослiджували математичнi структури для моде-

лювання семантики мов програмування. Дана Скотт, видатний iнформатик

i логiк, вiдiграв вирiшальну роль у цих подiях. Вiн запропонував концепцiю

областi, яку можна розглядати як математичну абстракцiю для представлення

iнформацiї про можливi стани програми, тодi функцiї мiж областями опису-

ють поведiнку програми [54].

Було обгрунтовано [7, 8], чому вiдповiднi множини повиннi бути час-

тково впорядкованими i неперервними. Елементи областi розглядаються як

iнформацiйнi стани, де один стан є бiльш iнформативним (знає бiльше), нiж

iнший. Тодi функцiї, що вiдповiдають переходам мiж станами (трансформери

предикатiв), є монотонними, i, щобiльше, неперервними щодо топологiй Скот-
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та. Вони стали щоденним засобом дослiдження семантики мов програмування

та мiркувань про обчислення, включаючи аналiз програм, перевiрку моделей i

верифiкацiю програмних систем. У математичному аналiзi апроксимацiї вико-

ристовуються для вивчення границь, неперервностi та збiжностi послiдовно-

стей i функцiй. Подiбним чином у денотацiйнiй семантицi мов програмування

апроксимацiї в областях (надiлених топологiями Скотта) вiдiграють вирiшаль-

ну роль у розумiннi того, як збiгаються обчислення та програми.

Топологiя Лоусона — теж добре вiдоме поняття в теорiї областей та ма-

тематичнiй логiцi. Вона охоплює як топологiю Скотта, так i так звану нижню

топологiю, покращуючи їх, оскiльки вони загалом не є гаусдорфовими, а то-

пологiя Лоусона на областi є такою, а за додаткових умов i компактною, що є

корисним для задач апроксимацiї.

Практично важливими є не тiльки окремi псевдометрики, а й їх множи-

ни, надiленi додатковою структурою (метрикою та/чи порядком) i вкладенi у

нормованi або топологiчнi векторнi простори, що вписує їх у контекст фун-

кцiонального аналiзу. Т. Банах, Ч. Бессага, О. Пiхурко, E. Тимчатин та iншi

[2, 3, 45, 55, 59] отримали серiю результатiв про лiнiйнi неперервнi оператори,

що продовжують чи усереднюють псевдометрики.

Для нас є цiнним, що теорiя областей пропонує гармонiйний “порядко-

вий” пiдхiд до апроксимацiї, що доповнює традицiйний, опертий на метричнi

структури [1]. Хоча у функцiональному аналiзi, зокрема, у теорiї просторiв

Рiса (векторних граток) розглядаються збiжностi, означенi через порядок [62],

теорiя областей нарештi надає порядковiй збiжностi завершений вигляд. Зокре-

ма, саме вона є природною для опису наближення (псевдо-)метричних стру-

ктур, якщо ми розумiємо їх як засiб класифiкацiї [67]. У цьому дисертацiй-

ному дослiдженнi ми розглянемо простори псевдо(ультра)метрик i покаже-

мо, як здiйснюється їх апроксимацiя знизу i згори i чому вона узгоджується

з апроксимацiєю на основi природних метрик i норм. Це вiдкриє шлях до ство-
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рення i дослiдження апроксимацiйних операторiв для нечiтких i грубих мно-

жин [25, 26, 69].

Тому логiчним є застосування поєднання засобiв функцiонального ана-

лiзу i апарату теорiї областей до природно (тобто поточково) упорядкова-

них множин метрик або структур, схожих на метрики. Ми прийшли до ви-

сновку, що найбiльш пiдходящим класом для цього пiдходу є псевдоультра-

метрики. Категорiї ультраметрик вже дослiджувалися [24], але властивостi

порядку, особливо з точки зору апроксимацiї, та властивостi множин (псев-

до-)ультраметрик, природно вкладених у нормованi простори, ще не були ви-

вченi, як i замкненi конуси та замкненi векторнi пiдпростори, породженi цими

вкладеннями.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дослiдження, що увiйшли в основу дисертацiї, проводились на кафедрi

математичного i функцiонального аналiзу Прикарпатського нацiонального унi-

верситету iменi Василя Стефаника в рамках науково-дослiдної теми «Дослi-

дження алгебр, породжених симетричними полiномiальними та рацiональними

вiдображеннями у банахових просторах» (номер державної реєстрацiї 0123U101791).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослi-

дження пов’язаних з вiдношеннями апроксимацiї метричних, топологiчних та

порядкових властивостей частково впорядкованих множин псевдометрик на

фiксованих множинах та вкладень цих множин у нормованi векторнi просто-

ри.

Досягнення поставленої мети пов’язане iз розв’язанням наступних зав-

дань:

– дослiдження вiдношень апроксимацiї (неперервнiсть, двоїста неперерв-

нiсть) у просторi псевдометрик Ps.X/;

– дослiдження вiдношень апроксимацiї (неперервнiсть, двоїста неперерв-

нiсть) у просторi псевдоультраметрик PsU.X/ та його пiдпросторах;
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– дослiдження властивостей топологiй на псевдоультраметрик, що визна-

чаються частковим порядком, та їх зв’язкiв з нормою рiвномiрної збi-

жностi та метрикою Гаусдорфа;

– дослiдження породжених множинами псевдоультраметрик замкнених

пiдпросторiв i конусiв у нормованих просторах неперервних функцiй.

Об’єктом дослiдження є пiдмножини з заданими властивостями про-

стору псевдометрик.

Предметом дослiдження є властивостi частково впорядкованих пiд-

множин простору псевдометрик, а також вiдображень та вiдношень мiж цими

об’єктами.

Методи дослiдження. У процесi виконання дисертацiйної роботи вико-

ристанi методи функцiонального аналiзу та теорiї неперервних областей.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi результати,

що виносяться на захист, є новими. У дисертацiї вперше:

- Описано порядковi властивостi множини Ps.X/ усiх псевдометрик на

фiксованiй множинi X та множини PsU.X/ усiх псевдоультраметрик на фi-

ксованiй множинi X .

- Доведено, що частково впорядкованi множини Ps.X/ i PsU.X/ не ма-

ють нетривiальних апроксимацiйних вiдношень, отже, не є неперервними або

двоїсто неперервними, а множина Ps.X/ навiть не є граткою.

- Доведено, що частково впорядкована множинаCPsU.X/ (множина усiх

компактних псевдоультраметрик на фiксованiй множинi X) неперервна.

- Встановлено, що наближення псевдоультраметрик (в сенсi теорiї поряд-

ку) ефективне тiльки у випадку компактних псевдоультраметрик.

- Встановлено, якi класи псевдометрик на фiксованих множинах є непе-

рервними та двоїсто неперервними.

- Отримано спосiб побудови компактних псевдоультраметрик значно ниж-

че або значно вище заданої i як завгодно близьких до неї.
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- Для фiксованої компактної псевдоультраметрики Od на множинi X за-

пропоновано методи метризацiї множини Od " усiх компактних псевдоультра-

метрик на X , менших або рiвних Od , i доведено, що вони (за винятком метрики

Гартоґа-де Вiнка) є топологiчно еквiвалентними.

- Встановлено, що компактнi псевдоультраметрики, неперервнi щодо да-

ної компактної псевдоультраметрики на фiксованiй множинi, утворюють пов-

ний нормований iдемпотентний векторний простiр, породжують банахiв про-

стiр симетричних неперервних функцiй двох змiнних, рiвних нулю на дiагона-

лi, але у загальному випадку не породжують додатнiй конус у цьому просторi.

Практичне значення одержаних результатiв.

Результати дисертацiї мають теоретичний характер. Їх можна використа-

ти у теорiї наближень та денотацiйнiй семантицi мов програмування.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться на за-

хист, отриманi автором самостiйно. Зi статтей, опублiкованих у спiвавторствi,

до дисертацiї включенi лише тi результати, що належать автору. У статтi [67]

спiвавторам належить огляд лiтератури, постановка задачi та участь у редагу-

ваннi статтi. У статтi [40] спiвавторам належить огляд лiтератури, постановка

задачi та участь у редагуваннi i переглядi статтi. У статтях [39, 38] спiвавтору

належить огляд лiтератури та постановка задачi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї апро-

бовано на таких наукових конференцiях та семiнарах:

1. IХ-iй лiтнiй школi “Алгебра, топологiя i аналiз ” (с. Поляниця, Iвано-

Франкiвська обл., 7–18 липня 2014 р.);

2. Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та ма-

тематики”, (м. Львiв, 23–25 травня 2023 р.);

3. Мiжнародному семiнарi з сучасних тенденцiй в аналiзi i теорiї наближень

(м. Рим, Iталiя, 18 липня 2023 р.);
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4. Звiтних науково-практичних конференцiях Прикарпатського нацiональ-

ного унiверситету iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ, 2014 –

2016, 2022 – 2024);

5. Наукових семiнарах кафедри математичного i функцiонального аналiзу

Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника

(Iвано-Франкiвськ, 2012 – 2016, 2021 – 2024);

6. Наукових семiнарах кафедри алгебри та геометрiї Прикарпатського на-

цiонального унiверситету iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ,

2012 – 2016, 2021 – 2024);

7. Розширеному засiданнi кафедри алгебри та геометрiї, Прикарпатський

нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ,

21 жовтня 2024 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 8

наукових працях: 5 статтях ([35, 38, 39, 40, 67]), з яких 3 ([38, 39, 40]) вклю-

ченi до наукометричних баз Scopus та Web of Science Core Collection (1 стат-

тя [40] у перiодичному закордонному виданнi i 1 стаття [39] – у перiодично-

му вiтчизняному виданнi, вiднесених вiдповiдно до третього квартиля (Q3) та

другого квартиля (Q2) згiдно класифiкацiї SCImago Journal Rank), та 3 тезах

([68, 37, 36]) конференцiй рiзного рiвня, ([68, 36]) – тези мiжнародних конфе-

ренцiй.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, всту-

пу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який налiчує

70 найменувань, та додаткiв на 2 сторiнках. Обсяг основного тексту дисерта-

цiї – 130 сторiнок, обсяг списку використаних джерел – 6 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

НЕОБХIДНI ВIДОМОСТI

Тут ми наводимо основнi поняття, позначення та факти, потрiбнi у подаль-

шому.

1.1. Псевдометрики та їх класи

У цьому пiдроздiлi ми притримуємось термiнологiї та позначень дже-

рел [19, 49, 60], у яких вiдомостi нижче викладено детальнiше.

ОЗНАЧЕННЯ 1.1.1. Вiдображення d W X�X ! R, яке задовольняє умови:

(1) 8x; y 2 X d.x; y/ > 0 (невiд’ємнiсть);

(2) 8x 2 X d.x; x/ D 0 (тотожнiсть);

(3) 8x; y 2 X d.x; y/ D d.y; x/ (симетрiя);

(4) 8x; y; z 2 X d.x; y/ 6 d.y; z/C d.z; x/ (нерiвнiсть трикутника),

називаємо псевдометрикою на множинi X , а пару .X; d/ — псевдометричним

простором.

Якщо друга умова виконана у сильнiшiй формi

(2C) 8x; y 2 X
�

d.x; y/ D 0 ” x D y
�

,

то d називаємо метрикою на X , а .X; d/ — метричним простором.

ОЗНАЧЕННЯ 1.1.2. Метрику d W X�X ! R, для якої виконано посилену

нерiвнiсть трикутника

(4C) 8x; y; z 2 X d.x; y/ 6 maxfd.y; z/; d.z; x/g,

називаємо ультраметрикою.
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Одними з центральних об’єктiв дослiдження будуть псевдоультраметри-

ки (якi також називають ультрапсевдометриками) — “гiбриди” псевдометрик

та ультраметрик:

ОЗНАЧЕННЯ 1.1.3. Вiдображення d W X�X ! R, яке задовольняє умови:

(1) 8x; y 2 X d.x; y/ > 0 (невiд’ємнiсть);

(2) 8x 2 X d.x; x/ D 0 (тотожнiсть);

(3) 8x; y 2 X d.x; y/ D d.y; x/ (симетрiя);

(4C) 8x; y; z 2 X d.x; y/ 6 maxfd.y; z/; d.z; x/g (посилена нерiвнiсть

трикутника),

називаємо псевдоультраметрикою на множинi X , а пару .X; d/ — псевдоуль-

траметричним простором.

Для довiльного " > 0 та точки x0 псевдометричного простору .X; d/ ку-

лею та замкненою кулею радiуса " з центром x0 називаємо вiдповiдно множини

B".x0/ D fx 2 X j d.x; x0/ < "g; NB".x0/ D fx 2 X j d.x; x0/ 6 "g:

Для довiльної псевдометрики (зокрема, метрики, ультраметрики чи псев-

доультраметрики) d на X , точки x 2 X та непорожньої пiдмножини F � X

число inffd.x; y j y 2 F /g називаємо (псевдо-)вiдстанню вiд x до F i познача-

ємо d.x; F /.

Зрозумiло, що d.x; F / D 0, якщо i тiльки якщо x є точкою дотику мно-

жини F щодо d , тобто для кожного " > 0 iснує y 2 F , для якої d.x; y/ < ".

ЗАУВАЖЕННЯ 1.1.4. Загальновiдомо, що для кожних точок x; y 2 X ,

непорожньої пiдмножини F � X та псевдометрики d на X iстинна нерiвнiсть

d.x; F / 6 d.x; y/C d.y; F /.
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Дiйсно,

d.x; F / D inffd.x; z/ j z 2 F g

6 inffd.x; y/C d.y; z/ j z 2 F g

D d.x; y/C inffd.y; z/ j z 2 F g

D d.x; y/C d.y; F /:

(Псевдо-)вiдстанню щодо псевдо метрики d на множинi X мiж непоро-

жнiми пiдмножинами F;G � X називаємо число

d.F;G/ D inffd.x; y/ j x 2 F; y 2 Gg:

Зауважимо, що ця функцiя двох аргументiв насправдi не є метрикою на суку-

пностi пiдмножин X , наприклад, d.F;G/ D 0 при ¿ ¤ F ¨ G, i навiть не

завжди є псевдометрикою, наприклад, для стандартної метрики d на R маємо

d.f0g; f1g/ 66 d.f0g; f0; 1g/C d.f0; 1g; f1g/;

оскiльки 1 66 0C 0, тобто нерiвнiсть трикутника теж не виконано.

ОЗНАЧЕННЯ 1.1.5. Дiаметром непорожньої множини F у псевдометри-

чному просторi .X; d/ називаємо число

diamF D supfd.x; y/ j x; y 2 F g:

Надалi будемо розглядати множину

Ps.X/ D fd W X �X ! Rjd — псевдометрика на Xg;

та її пiдмножину

PsU .X/ D fd W X �X ! Rjd — псевдоультраметрика на Xg:
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1.2. Частково впорядкованi множини та вiдношення апроксимацiї

Переважно джерелом понять i фактiв з цього пiдроздiлу є [13], i нумера-

цiя означень i теорем, якщо не вказано iншого, стосується цiєї книги.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.1. Частково впорядкованою множиною .X;6/ називає-

ться множина X iз заданим на нiй вiдношенням нестрогого часткового поряд-

ку, тобто рефлексивним, антисиметричним та транзитивним бiнарним вiдно-

шенням.

У англiйськiй мовi для частково впорядкованої множини вживається ко-

ротший термiн “poset” (partially ordered set). У цiй працi пiд впорядкованою

множиною скрiзь маємо на увазi частково впорядковану множину, а пiд по-

рядком — нестрогий частковий порядок.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.2. Якщо у частково впорядкованiй множинi .X;6/ ви-

конано x 6 y, то кажемо, що x (нестрого) передує y, а y (нестрого) слiдує за x.

Елементи x; y, один з яких передує iншому, називаємо порiвнянними. Частко-

во впорядковану множину, у якiй кожнi два елементи порiвняннi, називаємо

лiнiйно впорядкованою, а вiдповiдний порядок — лiнiйним порядком.

Для кожного нестрогого порядку 6 на X обернене вiдношення Q6, озна-

чене як x Q6 y ” y Q6 x, теж є частковим порядком, який називаємо

протилежним (хоча формально правильнiше називати його оберненим) i ча-

стiше позначаємо >, розвертаючи позначення. Пара нестрогих порядкiв 6 i Q6

визначає пару взаємно обернених строгих порядкiв

x < y ” x 6 y ^ x ¤ y; x > y ” x > y ^ x ¤ y;

якi є iррефлексивними i транзитивними. Надалi для кожного нестрогого по-

рядку � без окремого оголошення вживаємо визначенi ним вiдношення �, � i
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�. Вiдношення �, �, � та � часто читаємо як “менше або рiвне”, “бiльше або

рiвне”, “менше” та “бiльше”.

Для довiльної пiдмножини A частково впорядкованої множини .X;6/

розглядаємо множини

A# D fx 2 X j iснує a 2 A; x 6 ag

та

A" D fx 2 X j iснує a 2 A; a 6 xg

(“нижню тiнь” та “верхню тiнь” множини A). Скорочуємо fag# та fag" вiд-

повiдно до a# та a" для множин елементiв, що вiдповiдно передують a та

слiдують за a.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.3. Якщо A D A# (вiдповiдно A D A"), то множину A

називаємо нижньою (вiдповiдно верхньою) щодо даного часткового порядку.

Iнакше кажучи, нижня (верхня) множина — це та, що з кожним своїм еле-

ментом мiстить всi, що йому передують (вiдповiдно всi, що за ним слiдують).

Легко бачити, що множина є нижньою щодо порядку 6, якщо i тiльки

якщо вона є верхньою щодо протилежного порядку Q6, а нижня тiнь щодо 6

збiгається з верхньою тiнню щодо Q6. Такi поняття, конструкцiї та факти нази-

ваємо двоїстими чи дуальними. Надалi для кожного означення чи твердження

автоматично виникатиме двоїсте.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.4. Якщо A � b#, тобто всi елементи a 2 A передують

елементовi b, то b називаємо верхньою гранню множини A.

Двоїсте поняття:

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.5. Якщо A � b", тобто всi елементи a 2 A слiдують за

елементом b, то b називаємо нижньою гранню множини A.
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Множину, для якої iснує нижня (верхня) грань, називаємо обмеженою

знизу (згори). Нижня (верхня) грань множини не зобов’язана бути елементом

цiєї множини. Якщо вона все ж належить до множини, то є її найменшим (вiд-

повiдно найбiльшим) елементом.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.6. Якщо серед нижнiх граней множини A в частково

впорядкованiй множинi .X;6/ iснує найбiльша, то її називаємо точною ни-

жньою гранню множини A чи iнфiмумом A i позначаємо inf A.

Вiдповiдно:

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.7. Якщо серед верхнiх граней множини A в частково

впорядкованiй множинi .X;6/ iснує найменша, то її називаємо точною верх-

ньою гранню множини A чи супремумом A i позначаємо supA.

Для точних граней двох елементiв вживаємо скорочення inffa; bg D a^b

та supfa; bg D a _ b.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.8. Частково впорядкована множина, в якiй для кожних

двох елементiв iснує їх точна нижня грань, називається нижньою напiвгра-

ткою. Аналогiчно верхня напiвгратка — частково впорядкована множина, в

якiй для кожних двох елементiв iснує точна верхня грань.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.9. Частково впорядкована множина, яка одночасно є

нижньою напiвграткою i верхньою напiвграткою, називається граткою [4].

Якщо два елементи порiвняннi, то менший з них є точною нижньою гран-

ню, а бiльший — точною верхньою гранню даної пари. Звiдси випливає, що

лiнiйно впорядкована множина завжди є граткою.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.10. Гратку називаємо дистрибутивною, якщо у нiй ви-

конано тотожностi

x ^ .y _ z/ D .x ^ y/ _ .x ^ z/; x _ .y ^ z/ D .x _ y/ ^ .x _ z/:
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Насправдi цi тотожностi рiвносильнi, тобто досить перевiрити довiльну з

них.

З iснування точних нижнiх (верхнiх) граней кожної пари елементiв ви-

пливає iснування точних нижнiх (верхнiх) граней кожної скiнченної множини,

але точнi гранi нескiнченних множин можуть i не iснувати.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.11. Частково впорядковану множину .X;6/ називаємо

повною нижньою (верхньою) напiвграткою, якщо iснує inf (sup) для будь-якої

непорожньої пiдмножини A � X .

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.12. Частково впорядкована множина, яка одночасно є

повною нижньою напiвграткою i повною верхньою напiвграткою, називається

умовно повною граткою.

Дещо слабшi поняття:

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.13. Частково впорядковану множину .X;6/ називаємо

умовно повною нижньою (верхньою) напiвграткою, якщо iснує inf (sup) для

будь-якої непорожньої обмеженої знизу (згори) пiдмножини A � X .

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.14. Частково впорядкована множина, яка одночасно є

умовно повною нижньою напiвграткою i умовно повною верхньою напiвгра-

ткою, називається умовно повною граткою.

Наприклад множина R з природним порядком є умовно повною, але не

повною граткою.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.15. Пiднапiвграткою нижньої (верхньої) напiвгратки

.S;6/ називається довiльна така її пiдмножина S0, що для кожних x; y 2 S0

iнфiмум x ^ y (вiдповiдно супремум x _ y) теж належить до S0.

Зрозумiло, що тодi S0 з обмеженням порядку 6 теж є напiвграткою.
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ОЗНАЧЕННЯ 1.2.16. Пiдграткою гратки .L;6/ називається довiльна її

пiдмножина L0, що є нижньою i верхньою пiднапiвграткою L.

Iнакше кажучи, для кожних x; y 2 L0 iнфiмум x ^ y та супремум x _ y

повиннi теж належати до L0.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.17. Кажемо, що частково впорядкована множина

.D;6/ напрямлена (чи спрямована) вгору (вниз), якщо для для будь-яких

d1; d2 2 D знайдеться таке d 2 D, що d1; d2 6 d (вiдповiдно d1; d2 > d ).

Напрямленi вниз множини також називають “фiльтрованими” (filtered),

тодi напрямленi вгору називають просто “напрямленими” (directed).

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.18. Нехай d1; d2 2 Ps.X/ i d1 6 d2. Тодi кажемо, що

d1 перебуває у вiдношеннi "значно нижче-[22] з d2 (пишемо d1 � d2 i кажемо

також, що d1 апроксимує чи наближає d2 знизу), якщо будь-якої напрямленої

вгору множиниD � Ps.X/, такої, що d2 6 supD, знайдеться таке d 2 D, що

d1 6 d .

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.19. Нехай d1; d2 2 Ps.X/ i d2 > d1. Тодi кажемо, що

d1 перебуває у вiдношеннi "значно вище-[22] з d2 (пишемо d2 � d1 i кажемо

також, що d2 апроксимує чи наближає d1 згори), якщо будь-якої напрямленої

вниз множини D � Ps.X/, такої, що d1 > infD, знайдеться таке d 2 D, що

d2 > d .

Зрозумiло, що i з d1 � d2, i з d2 � d1 випливає d1 6 d2, але у загальному

зворотна iмплiкацiя є хибною.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.20. Частково впорядковану множину .X;6/ називаємо

неперервною [22], якщо для кожного елемента x 2 X множина x ## всiх еле-

ментiв, що апроксимують x знизу, є напрямленою вгору, i її точна верхня грань

дорiвнює x.
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ОЗНАЧЕННЯ 1.2.21. Частково впорядковану множину .X;6/ називаємо

двоїсто неперервною [22], якщо для кожного елемента x 2 X множина x ""

всiх елементiв, що апроксимують x згори, є напрямленою вниз, i її точна нижня

грань дорiвнює x.

ОЗНАЧЕННЯ 1.2.22. Частково впорядковану множину .X;6/, яка одно-

часно є неперервною i двоїсто неперервною, називаємо двонеперервною [22].

ПРИКЛАД 1.2.23. Розглянемо множину BC.R2/ всiх обмежених замкне-

них непорожнiх пiдмножин площини R
2 [29]. Зручно вважати, що пiдмножина

A нестрого передує пiдмножинi B у BC.R2/, чи A є (нестрого) меншим еле-

ментом в BC.R2/, нiж B , якщо A � B , i позначимо це як A 6 B . Тодi BC.R2/

є частково впорядкованою множиною. Вiдомо, що наступнi твердження еквi-

валентнi:

1. A мiститься у внутрiшностi B .

2. Для будь-якої фiльтрованої (за включенням) сiм’ї Fi j i 2 I обмежених

замкнених непорожнiх пiдмножин площини таких, що
T

i2I Fi � A,

iснує Fi � B .

Таким чином, B наближає A зверху в BC.R2/ тодi i тiльки тодi, коли A

мiститься у внутрiшностi B , тобто B є замкненим околом для A.

Оскiльки всi замкненi околи для кожного A 2 BC.R2/ утворюють на-

прямлену вниз сiм’ю з перетином, що дорiвнює A, то впорядкована множина

.BC.R2/;�/ є двоїсто неперервною.

Цей приклад показує, чому використовується термiн “наближає”: немо-

жливо наблизитися до A ззовнi за допомогою Fi , не “захопивши” якусь Fi в

B . Тодi B є “безпечним” наближенням A: навiть якщо точне положення A мо-

жна вимiряти з деякою похибкою, для достатньо малих похибок ми завжди

знаходимося в B .
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Тепер можна розумiти суть (двоїстої) неперервностi частково впорядко-

ваної множини: кожен елемент можна “безпечно” наблизити знизу (вiдповiдно

зверху). Тодi будь-якi двi напрямленi множини, елементи яких наближають

один i той же елемент знизу, “переплiтаються” таким чином: кожен елемент

першої множини передує елементу другої, i навпаки (аналогiчно для набли-

жень зверху). Таким чином, всi “безпечнi” наближення є практично “однако-

вими”.

Ще одне важливе зауваження стосовно останнього прикладу полягає в

тому, що пiдмножина A � R
2 може розглядатися як фрагмент iнформацiї про

фактичне положення невидимої точки на площинi. Тодi природно розгляда-

ти пiдмножину A, яка мiститься в B , як “бiльший” фрагмент iнформацiї, нiж

B , оскiльки вона бiльш конкретно описує мiсцезнаходження точки. Тому в iн-

форматицi, коли мова йде про теорiю iнформацiї, пiдмножини часто упоряд-

ковуються зворотним включенням: A 6 B , якщо A � B . Тодi .BC.R2/;�/ є

неперервною впорядкованою множиною, i B знаходиться значно нижче A тодi

i тiльки тодi, коли A мiститься у внутрiшностi B . Див. [43] щодо бiльш вига-

дливого застосування цього пiдходу у розпiзнаваннi зображень.

1.3. Областi. Топологiї, визначенi частковими порядками

Частковий порядок визначає кiлька класичних топологiй, зокрема, ни-

жню/верхню топологiї та топологiї Скотта i Лоусона (вся iнформацiя i нуме-

рацiя фактiв цього пiдроздiлу походить з [13], див. також [61]). Неперервнiсть

частково впорядкованої множини означає, що цi топологiї мають хорошi вла-

стивостi (наприклад, є гаусдорфовими або компактними). Цi топологiї i пов’я-

занi метрики також є предметом поточних дослiджень.
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ОЗНАЧЕННЯ 1.3.1. Топологiя Скотта на частково впорядкованiй множи-

нi .X;6/ складається з усiх множин U � X з такою властивiстю: якщо мно-

жина D � X напрямлена вгору i iснує supD, що (нестрого) слiдує за деяким

елементом множини U , то деякий елемент множини D належить до U .

Неважко перевiрити, що описана вище сiм’я множин дiйсно є топологi-

єю, i всi її елементи є верхнiми множинами. Множина F у .X;6/ є замкненою

щодо топологiї Скотта, якщо i тiльки якщо вона є нижньою i для кожної на-

прямленої вгору множини D � F , якщо супремум D iснує, то вiн належить

F . Iнакше кажучи, F повинна бути нижньою i замкненою щодо супремумiв

спрямованих вгору множин.

Очевидно, як означити двоїсту топологiю Скотта на .X;6/, тобто топо-

логiю Скотта на .X; Q6/, i якi множини у нiй є замкненими.

ОЗНАЧЕННЯ 1.3.2. Нижня (верхня) топологiя на .X;6/ — це топологiя,

задана передбазою з усiх множин вигляду X n a" (вiдповiдно з усiх множин

вигляду X n a#).

Легко бачити, що елементи нижньої (верхньої) топологiї дiйсно є нижнi-

ми (верхнiми) множинами.

ОЗНАЧЕННЯ 1.3.3. Топологiя Лоусона на .X;6/ — це супремум топо-

логiї Скотта i нижньої топологiї, тобто найменша топологiя, що мiстить двi

вказанi топологiї.

Зрозумiло, що двоїста топологiя Лоусона на .X;6/, тобто топологiя Ло-

усона на .X; Q6/, є супремумом двоїстої топологiї Скотта i верхньої топологiї.

ОЗНАЧЕННЯ 1.3.4. Частково впорядкована множина .X;6/ називається

спрямовано (чи напрямлено) повною (directed complete), якщо кожна напрям-
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лена вгору множина D � X має точну верхню грань. Напрямлено повна непе-

рервна частково впорядкована множина називається областю.

Для областей згаданi вище топологiї мають кориснi властивостi. Зокрема,

за Теоремою III.1-10, топологiя Лоусона на областi є гаусдорфовою.

ОЗНАЧЕННЯ 1.3.5. (Нижньою) неперервною напiвграткою називаємо ни-

жню напiвгратку, яка є напрямлено повною i неперервною.

Зрозумiло, що неперервна напiвгратка є областю. Якщо вона є повною (як

нижня напiвгратка, тобто кожна непорожня її пiдмножина має iнфiмум), то то-

пологiя Лоусона є i компактною (Наслiдок III.1-11). Бiльше того, напiвгратка з

цiєю топологiєю є топологiчною, тобто знаходження iнфiмуму двох елементiв

є неперервне у сукупностi. У кожнiй точцi iснує локальна база з пiднапiвграток

(Теорема III.2-15, див. також [22]). Це разом з компактнiстю дозволяє показа-

ти, що iнфiмум непорожньої замкненої пiдмножини неперервно залежить вiд

цiєї множини [58].

Якщо неперервна нижня напiвгратка є повною граткою, то називаємо її

неперервною граткою [64].



36

РОЗДIЛ 2

ПОРЯДКОВI ВЛАСТИВОСТI МНОЖИН ПСЕВДОМЕТРИК

На множинiPs.X/ всiх псевдометрик на множинiX введемо вiдношення

нестрогого порядку природним чином (поточково): псевдометрика d1 передує

(менша або рiвна) псевдометрицi d2, якщо для будь-яких двох точок x; y 2 X

виконано d1.x; y/ 6 d2.x; y/.

Метою цього роздiлу є з’ясування, як збудованi вiдношення апроксимацiї

знизу i згори у множинi Ps.X/. У найкращому випадку ця множина виявиться

неперервною та/або двоїсто неперервною, тодi частковий порядок визначить

топологiї з корисними властивостями.

Варто спершу розглянути простiший випадок скiнченної множини X , а

також перевiрити iснування напiвграткових операцiї у множинi X . Актуаль-

ним також є питання, чи можна обмежитись вужчою (i звичнiшою) множиною

метрик на фiксованiй множинi X , i отримати аналогiчнi результати.

Для досягнення цiєї мети ми запровадимо допомiжнi конструкцiї, якi за

даною псевдоматрикою дозволять отримувати сiм’ї псевдометрик, що набли-

жають її у порядковому сенсi.

2.1. Частковий порядок на множинi псевдометрик

Розглянемо найпростiшi властивостi порядку на множинi Ps.X/.

2.1.1. Спрямованiсть вгору i вниз. Перевiримо цi властивостi для мно-

жини Ps.X/. Для будь-яких d1; d2 2 Ps.X/ їх сума d1 C d2 теж належить

Ps.X/. Очевидно, що d1 C d2 > d1 та d1 C d2 > d2. Отже, Ps.X/ — спрямо-

вана вгору.
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Слiд зауважити, що з означення псевдометрики ми маємо, що довiль-

на псевдометрика d задовольняє умову невiд’ємностi, тому псевдометрика

d � 0, яку називаємо антидискретною (чи тривiальною) псевдометрикою, є

найменшим елементом Ps.X/. Зокрема, тривiальна псевдометрика передує

кожним двом псевдометрикам d1 та d2 на X . Отже, Ps.X/ — спрямована

вниз.

2.1.2. Верхня i нижня напiвгратка. Як бачимо, тривiальна нижня грань

iснує для кожних двох псевдометрик. Знайдемо iнфiмум, тобто найбiльшу ни-

жню грань. Назвемо шляхом з точки x у точку y множини X будь-яку послi-

довнiсть точок t0; t1; : : : ; tn 2 X , де n 2 N, у якiй t0 D x, tn D y.

ЛЕМА 2.1.1. Нехай d1; d2 2 Ps.X/. Тодi наступна функцiя є псевдоме-

трикою:

d�.x; y/ D inff

n�1
X

kD0

minfd1.tk; tkC1/; d2.tk ; tkC1/gjn 2 N;

x D t0; t1; :::; tn�1 2 X; tn D yg 2 Ps.X/:

ДОВЕДЕННЯ. Симетрiя та тотожнiсть для d� є очевидними. Перевiримо

нерiвнiсть трикутника:

d�.x; y/ 6 d�.x; z/C d�.z; y/

d�.x; y/ D inf

˚
n�1
X

kD0

fminfd1.tk; tkC1/; d2.tk ; tkC1/gg j

n 2 N; x D t0; t1; :::; tn�1 2 X; tn D y
	

:

Серед усiх шляхiв x D t0; t1; :::; tn�1; tn D y є такi, що проходять через

точку z, тобто iснує m 2 f1; 2; : : : ; n � 1g, для якого z D tm.
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Звiдси, оскiльки iнфiмум множини не перевищує їнфiмуму її пiдмножини

(перепозначимо l D n �m, tmCk D sk):

d�.x; y/ D inf

˚
n�1
X

kD0

minfd1.tk; tkC1/; d2.tk ; tkC1/gj

n 2 N; x D t0; t1; :::; tn�1 2 X; tn D y
	

6 inf

˚
n�1
X

kD0

fminfd1.tk ; tkC1/; d2.tk; tkC1/gj

n 2 N; x D t0; t1; :::; tn�1 2 X; tn D y; 0 < m < n; xm D z
	

D inf

˚
m�1
X

kD0

fminfd1.tk; tkC1/; d2.tk ; tkC1/gj

m 2 N; x D t0; t1; :::; tm�1 2 X; tm D z
	

C inf

˚
l�1
X

kD0

minfd1.sk; skC1/; d2.sk ; skC1/gj

l 2 N; z D s0; s1; :::; sl�1 2 X; sl D y
	

D d�.x; z/C d�.z; y/:

�

ЛЕМА 2.1.2. Нехай d1; d2 2 Ps.X/. Тодi побудована вище псевдометри-

ка d� є iнфiмумом для d1; d2 у Ps.X/.

ДОВЕДЕННЯ. Одним iз можливих шляхiв є шлях при n D 1, де t1 D y.

Звiдси отримуємо, що d�.x; y/ 6 minfd1.x; y/; d2.x; y/g. Отже d� є нижньою

гранню для псевдометрик d1; d2.

Покажемо, що d� — найбiльша серед нижнiх граней. Iнакше iснують такi

x; y 2 X , i псевдометрика d 0, що d 0.x; y/ > d�.x; y/ i d 0 6 d1; d2.
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Отже,

d 0.x; y/ > inf

˚
n�1
X

kD0

minfd1.tk; tkC1/; d2.tk; tkC1/gj

n 2 N; x D t0; t1; :::; tn�1 2 X; tn D y
	

:

Врахувавши, що d 0.tk ; tkC1/ 6 d1.tk; tkC1/; d2.tk ; tkC1/ отримаємо:

d 0.x; y/ > inff

n�1
X

kD0

.d 0.tk; tkC1//jn 2 N; x D t0; t1; :::; tn�1 2 X; tn D yg:

Звiдси отримуємо, що d 0 — не псевдометрика, оскiльки з останньої не-

рiвностi маємо невиконання нерiвностi трикутника. �

Отже, Ps.X/ є нижньою напiвграткою. Покажемо, що Ps.X/ є i верх-

ньою напiвграткою.

ЛЕМА 2.1.3. Супремум довiльних псевдометрик на множинi X обчи-

слюється поточково, тобто ним є псевдометрика з формулою

d�.x; y/ D supf.d1.x; y/; d2.x; y/jx; y 2 Xg

для кожних x; y 2 X .

Тобто, для кожних x; y 2 X виконано

d�.x; y/ D

8

<̂

:̂

d1.x; y/; d2.x; y/ 6 d1.x; y/;

d2.x; y/; d1.x; y/ 6 d2.x; y/:

Оскiльки невiд’ємнiсть, тотожнiсть та симетрiя є очевидними, покажемо

тiльки виконання властивостi нерiвностi трикутника.

Нехай, не зменшуючи загальностi, для деяких x; y d2.x; y/ 6 d1.x; y/,

тодi:

d�.x; y/ D d1.x; y/ 6 d1.x; z/C d1.z; y/ 6 maxfd1.x; z/; d2.x; z/g C

C maxfd1.z; y/; d2.z; y/g D d�.x; z/C d�.z; y/:
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Тому Ps.X/ є граткою з найменшим елементом d � 0, але, очевидно,

без найбiльшого елементу для jX j > 1.

2.1.3. Недистрибутивнiсть. Ця гратка не є дистрибутивною.

ПРИКЛАД 2.1.4. Розглянемо, наприклад, множину X D fx1; x2; x3g i

псевдометрики

d1.a; b/ D

8

<̂

:̂

0; fa; bg D fx2; x3g або a D b;

1 iнакше;

d2.a; b/ D

8

<̂

:̂

0; fa; bg D fx1; x3g або a D b;

1 iнакше;

d3.a; b/ D

8

<̂

:̂

0; fa; bg D fx1; x2g або a D b;

1 iнакше;

для всiх a; b 2 X . Тодi

d1 _ d2.a; b/ D

8

<̂

:̂

0; a D b;

1 iнакше;
тому .d1 _ d2/ ^ d3 D d3:

З iншого боку

d1 ^ d3 D d2 ^ d3 � 0; тому .d1 ^ d3/ _ .d2 ^ d3/ � 0:

Отже, .d1 _ d2/ ^ d3 ¤ .d1 ^ d3/ _ .d2 ^ d3/.

2.1.4. Умовно повна гратка. Нехай D — довiльна пiдмножина в мно-

жинi псевдометрик Ps.X/, обмежена згори псевдометрикою Od . Покажемо, що

така множина має супремум. Визначимо його природним чином — поточково

для кожних x; y 2 X : d0.x; y/ D supfd.x; y/jd 2 Dg.

Точна верхня грань числової множини вище iснує, оскiльки для кожної

фiксованої пари x; y 2 X множина fd.x; y/jd 2 Dg обмежена згори числом
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Od.x; y/. Згiдно теореми про точну верхню грань кожна непорожня обмежена

згори пiдмножина множини дiйсних чисел має супремум.

Перевiримо, чи є отриманий супремум псевдометрикою. Умови 1–3 є

очевидними, тому покажемо тiльки виконання нерiвностi трикутника. Для ко-

жних x; y; z 2 X :

d0.x; y/ D supfd.x; y/jd 2 Dg 6 supfd.x; z/C d.y; z/jd 2 Dg 6

6 supfd.x; z/jd 2 Dg C supfd.y; z/jd 2 Dg D d0.x; z/C d0.z; y/:

Зрозумiло, що кожна псевдометрика d 0 наX , яка слiдує за усiма d 2 D, слiдує

i за d0, тобто d0 D supD. Отже Ps.X/ — умовно повна верхня напiвгратка.

Зауважимо, що у множинi псевдометрик довiльна пiдмножина є обме-

женою знизу, оскiльки кожна псевдометрика бiльша або рiвна вiд тривiальної

(нульової) псевдометрики. Iнфiмум пiдмножини множини псевдометрик ви-

значається аналогiчно, як i в Лемi 2.1.2.

.infD/.x; y/ D inf

˚
n�1
X

kD0

inffd.tk; tkC1/ j d 2 Dg
ˇ
ˇ

n 2 N; x D t0; ft1; :::; tn�1g � X; tn D y
	

2 Ps.X/:

Iснування iнфiмуму також випливає з того, що “верхня” умовна повнота

i “нижня” умовна повнота рiвносильнi. Отже, Ps.X/— повна нижня напiвгра-

тка.

Цим показано, що множина псевдометрик Ps.X/ — умовно повна гра-

тка.

2.1.5. Всi метрики на фiксованiй множинi не утворюють пiдгратки.

Природно постає запитання, чи не варто розглянути порядковi властивостi

вужчої множини, що складається з метрик на фiксованiй множинi X . Зро-

зумiло, що ця множина (з поточковим впорядкуванням) не є повною як нижня
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напiвгратка: для довiльної метрики d на X єдиною невiд’ємною функцiєю, що

передує всiм метрикам з множини f 1
n
d j n 2 Ng, є тривiальна (нульова) псев-

дометрика, яка не є метрикою. Однак, якщо (умовна) повнота не обов’язкова,

може виникнути припущення, що принаймнi гратковi операцiї на множинi ме-

трик на X iснують, можливо, з додатковими умовами типу компактностi чи

обмеженостi згори однiєю “достатньо гарною” метрикою.

Теорема нижче не залишає таких шансiв.

ТЕОРЕМА 2.1. Iснують метрики d1, d2 на одиничному вiдрiзку I , топо-

логiчно еквiвалентнi до стандартної метрики, такi, що жодна метрика на

I не передує їм обом.

ДОВЕДЕННЯ. Ми побудуємо зростаючу бiєкцiю ' W I ! I як границю

незростаючої послiдовностi кусково-лiнiйних бiєкцiй.

Розглянемо для кожного n 2 f0; 1; 2; : : :g множину An D f k
2n j 0 6 k 6

2ng всiх двiйково-десяткових дробiв у I зi знаменником 2n. Зрозумiло, що

f0; 1g D A0 � A1 � : : : Ak � AkC1 � : : : ;

i A D
S

nD0;1;2;:::An є множиною всiх двiйково-рацiональних дробiв з промiж-

ка I . Зiставимо кожному числу k
2n 2 A число f k

2n
2 I , яке буде значенням

'. k
2n /. Спершу покладемо f0 D 0, f1 D 1, i нехай '0 W I ! I — єдина лiнiйна

функцiя, що вiдображає 0 у 0, а 1 в 1, тобто тотожна функцiя. Пiдберемо f 1
2

так, щоб
f 1

2
�f0

f1�f 1
2

D 1
2

, тобто f 1
2

D 1
3

. Тепер нехай '1 — функцiя на I , рiвна

вiдповiдно f0; f 1
2
; f1 у точках 0; 1

2
; f1, i лiнiйна на промiжках Œ0; 1

2
� та Œ1

2
; 1�.

Оскiльки f 1
2
< '0.

1
2
/, то '1 6 '0. Оберемо f 1

4
i f 3

4
так, щоб

f 1
4

� f0

f 1
2

� f 1
4

D
f 3

4
� f 1

2

f1 � f 3
4

D
1

3
;

звiдки випливає

f0 < f 1
4
<
1

2
.f0Cf 1

2
/ D '1.

1

4
/ < f 1

2
; f 1

2
< f 3

4
<
1

2
.f 1

2
Cf1/ D '1.

3

4
/ < f1:
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Тепер позначимо '2 функцiю, рiвну fa у кожнiй з точок a 2 A2 D f0; 1
4
; 1

2
; 3

4
; 1g,

i лiнiйну на промiжках мiж цими точками. Зрозумiло, що '2 6 '1

Надалi, якщо вже обранi fa для всiх a 2 An i за ними побудована кусково-

лiнiйна функцiя 'n, то кожен елемент a 2 AnC1 nAn має вигляд 2kC1
2nC1 , 0 6 k <

n, i є серединою вiдрiзка Œ k
2n ;

kC1
2n �. Оберемо f 2kC1

2nC1

так, щоб виконувалось

f 2kC1

2nC1
� f k

2n

fkC1
2n

� f 2kC1

2nC1

D
1

nC 2
;

i побудуємо кусково-лiнiйну функцiю 'nC1 за значеннями fa для всiх a 2

AnC1. Знову ж, 0 6 'nC1 6 'n 6 1, тому незростаюча послiдовнiсть бiєкцiй

'n W I ! I поточково збiгається до деякої неспадної функцiї ' W I ! I .

Зрозумiло, що, якщо a 2 An � A, то послiдовнiсть 'n.a/, починаючи з n-го

члена, збiгається з fa, отже, '.a/ D fa.

Розглянемо два сусiднi елементи k
2n ;

kC1
2n 2 An. Тодi

0 < '.
k C 1

2n
/ � '.

k

2n
/ D fkC1

2n
� f k

2n
6
2

3
�
3

4
� : : : �

n

nC 1
D

1

nC 1
:

Оскiльки ' неспадна, звiдси випливає, що j'.x/ � '.y/j 6 1
nC1

, якщо x; y 2

Œ k
2n ;

kC1
2n �. Отже, при jx � yj 6 1

2n точки x; y розташованi у одному чи у двох

сусiднiх промiжках вигляду Œ k
2n ;

kC1
2n �, звiдки маємо j'.x/ � '.y/j 6 2

nC1
, i

функцiя ' рiвномiрно неперервна на I . Множина A скрiзь щiльна у I , i fa D

'.a/ зростає при зростаннi a 2 A, отже, ' W I ! I є зростаючою бiєкцiєю i

гомеоморфiзмом.

Звiдси випливає, що функцiї, означенi як

d1.x; y/ D j'.x/� '.y/j та d2.x; y/ D j'.1� x/ � '.1� y/j для всiх x; y 2 I;

є метриками на I , топологiчно еквiвалентними до стандартної метрики.
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Припустимо, що d 6 d1, d 6 d2 для деякої псевдометрики d на I . Тодi

для кожного n 2 N :

d.0; 1/ 6 d.0;
1

2n
/C d.

1

2n
;
2

2n
/C : : :C d.

2n � 2

2n
;
2n � 1

2n
/C d.

2n � 1

2n
; 1/

6 d1.0;
1

2n
/C d2.

1

2n
;
2

2n
/C : : :C d1.

2n � 2

2n
;
2n � 1

2n
/C d2.

2n � 1

2n
; 1/:

Беручи до уваги d2.x; y/ � d1.1 � y; 1 � x/, маємо

d.0; 1/ 6 2d1.0;
1

2n
/C 2d1.

2

2n
;
3

2n
/C : : :C 2d1.

2n � 2

2n
;
2n � 1

2n
/

D 2
�

'.
1

2n
/ � '.0/C '.

3

2n
/ � '.

2

2n
/C : : :C '.

2n � 1

2n
/ � '.

2n � 2

2n
/
�

:

Тепер зауважимо, що за побудовою

'.
1

2n
/ � '.0/ D

1

nC 1

�

'.
2

2n
/ � '.

1

2n
/
�

;

'.
3

2n
/ � '.

2

2n
/ D

1

nC 1

�

'.
4

2n
/ � '.

3

2n
/
�

;

: : :

'.
2n � 1

2n
/ � '.

2n � 2

2n
/ D

1

nC 1

�

'.1/ � '.
2n � 1

2n
/
�

;

тому

'.
1

2n
/ � '.0/C '.

3

2n
/ � '.

2

2n
/C : : :C '.

2n � 1

2n
/ � '.

2n � 2

2n
/ D

D
1

nC 1

�

'.
2

2n
/ � '.

1

2n
/C '.

4

2n
/ � '.

3

2n
/C : : :C '.1/ � '.

2n � 1

2n
/
�

;

i водночас

�

'.
1

2n
/ � '.0/C '.

3

2n
/ � '.

2

2n
/C : : :C '.

2n � 1

2n
/ � '.

2n � 2

2n
/
�

C

C
�

'.
2

2n
/�'.

1

2n
/C'.

4

2n
/�'.

3

2n
/C: : :C'.1/�'.

2n � 1

2n
/
�

D '.1/�'.0/ D 1;

звiдки маємо

'.
1

2n
/ � '.0/C '.

3

2n
/ � '.

2

2n
/C : : :C '.

2n � 1

2n
/ � '.

2n � 2

2n
/ D

1

nC 2
:

Отже, d.0; 1/ 6 2
nC2

для всiх n 2 N, тобто d.0; 1/ D 0, i кожна псевдоме-

трика d , що передує d1 i d2, не є метрикою. �
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Зауважимо, що супремум d1 та d2 теж є метрикою, топологiчно еквiва-

лентною до стандартної метрики на I . Отже, для d1 i d2 не iснує iнфiмуму нi

у множинi всiх метрик на I , нi у множинi всiх компактних метрик на I , нi у

її пiдможинi з усiх метрик, що передують d1 _ d2. Тому надалi ми не цiкави-

мось множиною всiх метрик на даних X , а вiдразу беремо ширший клас усiх

псевдометрик.

2.2. Порядкова апроксимацiя псевдометрик знизу i згори

2.2.1. Допомiжнi конструкцiї. Надалi ми використовуватимемо двi опе-

рацiї, якi дозволяють за деякою псевдометрикою на довiльнiй множинi X по-

будувати iншу псевдометрику, що передує вихiднiй.

ЛЕМА 2.2.1. Нехай d 2 Ps.X/ i пiдмножина F � X — непорожня.

Тодi функцiя KdF W X �X ! R, визначена рiвнiстю

KdF .x; y/ D minfd.x; y/; d.x; F /C d.y; F /g

для кожних x; y 2 X , є псевдометрикою на X , i KdF 6 d .

ДОВЕДЕННЯ. Нерiвнiсть KdF 6 d негайно випливає з формули. Пока-

жемо, що KdF – псевдометрика. Перевiримо властивостi (1)-(4) для довiльних

x; y; z 2 X :

(1) KdF .x; y/ > 0, оскiльки d.x; y/ > 0 i d.x; F /C d.y; F / > 0.

(2) KdF .x; x/ D minfd.x; x/; d.x; F /C d.x; F /g D 0.

(3) KdF .x; y/ D minfd.x; y/; d.x; F /C d.y; F /g D

D minfd.y; x/; d.y; F /C d.x; F /g D KdF .y; x/.

(4) Для доведення нерiвностi KdF .x; y/ 6 KdF .x; z/C KdF .z; y/ розглянемо

всi можливi випадки.

a) Якщо
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8

<̂

:̂

KdF .x; y/ D d.x; y/;

KdF .x; z/ D d.x; z/;

то KdF .x; y/ 6 d.x; y/ 6 d.x; z/C d.z; y/ D KdF .x; z/C KdF .z; y/.

b) Якщо
8

<̂

:̂

KdF .x; z/ D d.x; F /C d.z; F /;

KdF .y; z/ D d.y; F /C d.z; F /;

то KdF .x; y/ 6 d.x; F /C d.y; F / 6 d.x; F /C d.z; F /C d.z; F /C d.y; F / D

KdF .x; z/C KdF .z; y/.

c) Якщо
8

<̂

:̂

KdF .x; z/ D d.x; F /C d.z; F /;

KdF .z; y/ D d.z; y/;

то, враховуючи Зауваження 1.1.4, маємо KdF .x; y/ 6 d.x; F / C d.y; F / 6

d.x; F /C d.y; z/C d.z; F / D KdF .x; z/C KdF .z; y/.

d) Випадок
8

<̂

:̂

KdF .x; z/ D d.x; z/;

KdF .z; y/ D d.z; F /C d.y; F /

аналогiчний до попереднього.

Отже, нерiвнiсть (4) KdF .x; y/ 6 KdF .x; z/C KdF .z; y/ виконано завжди, що

завершує доведення того, що KdF є псевдометрикою. �

ЛЕМА 2.2.2. Для кожних x; y 2 X i непорожньої F � X виконано

нерiвнiсть

KdF .x; y/ > d.x; y/ � diamF:

ДОВЕДЕННЯ. Нагадаємо, що diamF D supt;s2F d.t; s/.

Якщо KdF .x; y/ D d.x; y/, нерiвнiсть очевидна. Отже, розглянемо випа-

док d.x; y/ > d.x; F /C d.y; F /.
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Для кожних t; s 2 X маємо d.x; t/ C d.t; s/ C d.s; y/ > d.x; y/, звiдки

d.x; t/C d.s; y/ > d.x; y/ � d.t; s/, тому

d.x; F /C d.y; F / D inf

t2F
d.x; t/C inf

s2F
d.s; y/

D inf

t;s2F
.d.x; t/C d.s; y//

> inf

t;s2F
.d.x; y/ � d.t; s//

D d.x; y/ � sup

t;s2F

d.t; s/

D d.x; y/ � diamF;

отже, i в цьому випадку KdF .x; y/ > d.x; y/ � diamF . �

ЗАУВАЖЕННЯ 2.2.3. Неважко зауважити, що KdF — найбiльша з псевдо-

метрик d 0 на X , для яких d 0 6 d i одночасно d 0.x; y/ D 0 для всiх x; y 2 F .

Легко зауважити, що при F � G � X iстинне

KdF .x; y/ D minfd.x; y/; d.x; F /C d.y; F /g >

> minfd.x; y/; d.x;G/C d.y;G/g D KdG.x; y/:

ЛЕМА 2.2.4. Нехай d — псевдометрика на X , послiдовнiсть множин

Fi � X , i 2 N, є незростаючою, тобто F1 � F2 � F3 � : : : , i iснує то-

чка x0 2
S

i2N Fi така, що для кожної точки x 2 X виконано d.x; x0/ D

supfd.x; Fi / j i 2 Ng. Тодi множина D D f KdFi
ji 2 Ng — напрямлена вгору, i

supD D d .

ДОВЕДЕННЯ. Зауважимо, що згiдно з зауваженням вище послiдовнiсть

dFi
, i 2 N, неспадна, тому множина D лiнiйно впорядкована, отже, напрям-

лена вгору. З тiєї ж причини всi її елементи не перевищують Kdfx0g D d , з чого

випливає supD 6 d . Покажемо, що d D supD.
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.supD/.x; y/ D supfdFi
.x; y/ji 2 Ng D

D lim

i!1
.minfd.x; y/; d.x; Fi /C d.y; Fi /g/ D

D minfd.x; y/; lim
i!1

.d.x; Fi /C d.y; Fi //g D

D minfd.x; y/; lim
i!1

d.x; Fi /C lim

i!1
d.y; Fi /g D

D minfd.x; y/; d.x; x0/C d.y; x0/g D d.x; y/:

�

Зокрема, якщо дiаметри множин Fi зменшуються до нуля, маємо кори-

сний частинний випадок.

ЛЕМА 2.2.5. Нехай d — псевдометрика на X , послiдовнiсть множин

Fi � X , i 2 N, є незростаючою, тобто F1 � F2 � F3 � : : : , її перетин

непорожнiй, i limi!1 diamFi D 0. Тодi множина D D f KdFi
ji 2 Ng — на-

прямлена вгору, i supD D d .

ДОВЕДЕННЯ. Нагадаємо, що для кожних x; y 2 X , i 2 N

d.x; y/ > QdFi
.x; y/ > d.x; y/ � diamFi :

Оскiльки за умовою limi!1.d.x; y/�diamFi / D d.x; y/, отримуємо, що зро-

стаюча послiдовнiсть QdFi
.x; y/ прямує до d.x; y/ при i ! 1. �

Нам також придасться iнша конструкцiя.

ЛЕМА 2.2.6. Нехай d 2 Ps.X/ i пiдмножина F � X — непорожня.

Тодi функцiя RdF W X �X ! R, визначена рiвнiстю

RdF .x; y/ D sup

t2F

jd.x; t/ � d.y; t/j

для кожних x; y 2 X , є псевдометрикою на X .
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ДОВЕДЕННЯ. Перевiримо властивостi псевдометрики:

1) RdF .x; y/ > 0, випливає з властивостей модуля.

2) RdF .x; x/ D supt2F jd.x; t/ � d.x; t/j D 0.

3) RdF .x; y/ D supt2F jd.x; t/ � d.y; t/j D supt2F jd.y; t/� d.x; t/j D

D RdF .y; x/.

4) RdF .x; y/ D supt2F jd.x; t/ � d.y; t/j D

D supt2F jd.x; t/ � d.z; t/C d.z; t/ � d.y; t/j 6

6 supt2F jd.x; t/ � d.z; t/j C supt2F jd.z; t/ � d.y; t/j 6

6 RdF .x; z/C RdF .z; y/. �

ЛЕМА 2.2.7. Нехай F � G, тодi RdF .x; y/ 6 RdG.x; y/.

ДОВЕДЕННЯ. Дiйсно, RdF .x; y/ D supt2F jd.x; t/ � d.y; t/j 6

6 supt2G jd.x; t/ � d.y; t j D RdG.x; y/. �

НАСЛIДОК 2.2.8. Для всiх x; y 2 X виконано

d.x; y/ � 2 supfd.z; F / j z 2 Xg 6 RdF .x; y/ 6 d.x; y/:

ДОВЕДЕННЯ. Досить зауважити, що RdX D d , тому з F � X маємо RdF 6

d . З iншого боку, для довiльних x; y 2 X i кожного a > supfd.z; F / j z 2 Xg

iснує таке t 2 F , що d.y; t/ < a. Тодi d.x; t/Cd.t; y/ > d.x; y/, отже, d.x; t/�

d.y; t/ > d.x; y/� 2d.y; t/ > d.x; y/� 2a. Звiдси випливає d.x; t/�d.y; t/ >

d.x; y/ � 2 supfd.z; F / j z 2 Xg для цього t , а тим бiльше

RdF .x; y/ D sup

t2F

jd.x; t/ � d.y; t/j > d.x; y/ � 2 supfd.z; F / j z 2 Xg:

�

ЛЕМА 2.2.9. Нехай d — псевдометрика на X , а F — сiм’я пiдмножин

X , об’єднання якої скрiзь щiльне в X щодо d . Тодi сукупнiсть f RdF .x; y/jF 2

Fg псевдометрик має супремум d .
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ДОВЕДЕННЯ є модифiкацiєю попереднього. Для довiльних x; y 2 X i

" > 0 iснують такi F 2 F та t 2 F , що d.y; t/ < ". Тодi, як i вище, з нерiвностi

d.x; t/ C d.t; y/ > d.x; y/ випливає d.x; t/ � d.y; t/ > d.x; y/ � 2d.y; t/ >

d.x; y/ � 2". Отже,

d.x; y/ > sup

F 2F

RdF .x; y/ > d.x; y/ � 2"

для всiх " > 0, тобто d.x; y/ D supF 2F
RdF .x; y/. �

Очевидно, якщо сiм’я F вище спрямована вгору за включенням, то з ле-

ми 2.2.7 випливає, що сукупнiсть f RdF .x; y/jF 2 Fg псевдометрик теж спрямо-

вана вгору.

2.2.2. Вiдношення “значно нижче”. Розпочнемо з простого, але важли-

вого спостереження.

ЛЕМА 2.2.10. Нехай псевдометрики d0 6 d на X такi, що iснують

x0; y0 2 X , для яких d0.x0; y0/ D d.x0; y0/ > 0. Тодi не виконано d0 � d .

ДОВЕДЕННЯ. Оберемо напрямлену вгору множину псевдометрикD, для

якої supD D d , так, щоб у нiй не знайшлося псевдометрики, яка була слiду-

вала б за d0. Достатньо обрати довiльну послiдовнiсть чисел ˛n 2 Œ0I 1/, що

прямує до 1 (наприклад, ˛ D .n�1
n
/n2N), i побудувати напрямлену вгору мно-

жину D D f˛n � d jn 2 Ng). �

Проiлюструємо цей пiдхiд на конкретному прикладi.

ПРИКЛАД 2.2.11. Нехай X — довiльна множина, i для деяких двох рiзних

точок x0; y0 псевдометрики d0.x0; y0/ та d.x0; y0/ дорiвнюють 2. Для всiх iн-

ших пар x ¤ y нехай d0.x; y/ D 2 i d.x; y/ D 4. Напрямлену вгору множину

D побудуємо наступним чином:

di W X �X ! R, i 2 N, де di .x; y/ D d.x; y/.1 � 1
i
/.
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НехайD D fdi ji 2 Ng. Неважко переконатися, що кожна di — псевдоме-

трика. З побудови видно, що supD D d , а при x D x0; y D y0 маємо d0 > di

для всiх i 2 N. Отже, не виконано d0 � d .

Натомiсть псевдометрика d0 � 0 перебуває у вiдношеннi “значно ниж-

че” з усiма iншими псевдометриками з множини псевдометрик, оскiльки для

довiльної напрямленої вгору множини її елементи задовольняють нерiвнiсть

> d0.

Для скiнченної множиниX останнього спостереження достатньо для пов-

ного опису вiдношення “значно нижче” у Ps.X/.

ТЕОРЕМА 2.2. Для того, щоб псевдометрики d0 i d на деякiй скiнчен-

нiй множинi Õ перебували у вiдношеннi “значно нижче” у Ps.X/, необхi-

дно i достатньо, щоб для кожних x; y 2 X було виконано або d0.x; y/ D

d.x; y/ D 0, або d0.x; y/ < d.x; y/ .

ДОВЕДЕННЯ. Нехай виконується умова d0.x; y/ < d.x; y/ за винятком

тих точок x; y 2 X , де d0.x; y/ D d.x; y/ D 0. Тодi в довiльнiй напрямле-

нiй вгорi множинi D такiй, що supD > d , для кожних x; y 2 X , таких, що

d0.x; y/ > 0 (отже, d.x; y/ > d0.x; y/), знайдеться псевдометрика dxy 2 D,

що d0.x; y/ < dxy.x; y/. Оскiльки множина X — скiнченна, то перебравши

всi пари її елементiв x; y з властивiстю d0.x; y/ > 0, отримаємо скiнченну

кiлькiсть псевдометрик, якi кожнiй з цих пар перевищують псевдометрику d0.

Оскiльки D — напрямлена вгору, то для кожної скiнченної кiлькостi псевдо-

метрик з D знайдеться псевдометрика d 0 2 D, що слiдує за ними всiма. Тодi

для тих пар x; y 2 X , що d0.x; y/ > 0, маємо d 0.x; y/ > dxy.x; y/ > d0.x; y/,

а для iнших пар d 0.x; y/ > d0.x; y/ D 0, тобто d 0 > d0. Отже, псевдометрики

d0 та d перебувають у вiдношеннi “значно нижче“.
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Якщо ж маємо d0.x; y/ D d.x; y/ > 0, то аналогiчно до прикладу змо-

жемо побудувати напрямлену вгору множину, щоб порушувалися умови вiдно-

шення “значно нижче”. Для цього оберемо множину ˛ D fn�1
n

gn2N i побудуємо

напрямлену вгору множину D D fa � d2 j a 2 ˛g. �

На жаль, умови Теореми 2.2 недостатнi (хоча й необхiднi) для випадку

псевдометрик на нескiченнiй множинi. Наведемо приклад такої пари псевдо-

метрик на нескiнченнiй множинi X , що виконується умова Теореми 2.2, проте

ця пара не перебуває у вiдношеннi “значно нижче”.

ПРИКЛАД 2.2.12. Розглянемо наступну псевдометрику та напрямлену

вгору множину псевдометрик на множинi натуральних чисел.

Нехай d — стандартна метрика на N:

d.x; y/ D jx � yj:

Побудуємо напрямлену вгору множину наступним чином:

D D fdi ji 2 Ng; де di .x; y/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

jx � yj; x; y < i I

ji � xj; x < i; y > i I

ji � yj; x > i; y < i I

0; x; y > i:

Покажемо, що di — псевдометрика. Дiйсно, невiд’ємнiсть, симетрiя та

тотожнiсть виконується автоматично за побудовою. Лишається перевiрити не-

рiвнiсть трикутника.

Зауважимо, що di .x; y/ D d.minfx; ig;minfy; ig/, тому нерiвнiсть три-

кутника di .x; z/ 6 di .x; y/C di .y; z/ рiвносильна до

d.minfx; ig;minfz; ig/ 6 d.minfx; ig;minfy; ig/C d.minfy; ig;minfy; ig/;
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тобто до нерiвностi трикутника для стандартної метрики i точок minfx; ig,

minfy; ig, minfz; ig. Отже, di — псевдометрика.

Перевiримо, що di 6 diC1, з чого випливатиме, що D — напрямлена

вгору.

При x; y < i маємо di .x; y/ D diC1.x; y/. Якщо x D y або x; y > i C 1,

то отримаємо: di .x; y/ D diC1.x; y/ D 0.

Залишилися наступнi принципово рiзнi варiанти (на пiдставi симетрiї опу-

стимо тi, що вiдрiзняються вiд наведених перестановкою x; y):

x D i; y > i C 1: di .x; y/ D 0 < ji C 1 � i j D 1 D diC1.x; y/;

x < i; y > i C 1: di .x; y/ D ji � xj D i � x < ji C 1 � xj D i C 1 � x D

diC1.x; y/:

Отже, di .x; y/ 6 diC1.x; y/ для всiх x; y 2 X , i 2 N.

Оскiльки di 6 d i водночас di .x; y/ D d.x; y/ для всiх i > maxfx; yg, то

supD D d . Для кожного множника a 2 .0I 1/ псевдометрики d0 D a � d та d

задовольняють умови Теореми 2.2 (крiм скiнченностi множини), однак жодна

з псевдометрик di 2 D, де i 2 N, не слiдує за d0 (наприклад, di .i; iC1/ D 0 6>

d0.i; i C 1/ D a). Отже, псевдометрики d0 i d не перебувають у вiдношеннi “

значно нижче”.

Причина не у тому, що псевдометрика d0 вище необмежена (тому неком-

пактна). Компактнiсть i навiть скiнченнiсть множини куль щодо псевдометри-

ки не рятують ситуацiї.

ПРИКЛАД 2.2.13. Покажемо, що зi стандартною метрикою на множинi

натуральних чисел N не перебуває у вiдношеннi “значно нижче” наступна псев-

дометрика d0,

d0.x; y/ D

8

<̂

:̂

1
2
; x D 1; y > 2 або x > 2; y D 1I

0 у iнших випадках:
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Неважко помiтити, що d0 D 1
2

Kdf2;3;:::g.

Для цього побудуємо множину D наступним чином: D D f KdFk
jk 2 Ng,

де Fk D f1g [ f3k
Ng:

Очевидно, що в множинi D, нема жодного елемента, який би слiдував за

d1 (псевдометрика dFk
має нульову вiдстань вiд 1 до всiх кратних 3k чисел).

Також з Леми 2.2.4 випливає, що супремум D — це стандартна метрика d .

Тому псевдометрика d0 та стандартна метрика на множинi натуральних чисел

не перебувають у вiдношеннi “значно нижче”, хоча задовольняють умови Тео-

реми 2.2. Зауважимо, що є тiльки двi нетривiальнi кулi щодо d0, а саме f1g та

f2; 3; : : :g, на якi d0 розбиває N.

Щоб з’ясувати будову вiдношення “значно нижче” детальнiше, викори-

стаємо наступнi твердження.

ЛЕМА 2.2.14. Якщо d0 � d у Ps.X/, то для кожного x0 iснує таке

" > 0, що для всiх x, для яких d.x; x0/ 6 ", маємо d0.x; x0/ D 0.

ДОВЕДЕННЯ. Для фiксованої точки x0 сукупнiсть всiх замкнених куль

NB 1
n
.x0/ для n 2 N спрямована вниз за включенням, її перетин дорiвнює fx0g,

а дiаметри diam

NB".x0/ 6 2
n

прямують до нуля при n ! 1. Отже, ця суку-

пнiсть задовольняє вимоги Леми 2.2.5, звiдки supn2N
Kd NB 1

n
.x0/ D d . Оскiльки

за припущенням d0 � d , повинно виконуватись Kd NB 1
n

.x0/ > d0 для деякого n.

Однак Kd NB 1
n

.x0/.x; x0/ для всiх x 2 NB 1
n
.x0/, отже, для всiх x з d.x; x0/ 6 " D 1

n

випливає d0.x; x0/ D 0. �

Звiдси випливає,що всi класи еквiвалентностi щодо метрики d0, тобто

множини Œx�0 D fy 2 X j d0.x; y/ D 0g, є не тiльки замкненими щодо d0

(тому й щодо d ), але й вiдкритими щодо d .
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ЗАУВАЖЕННЯ 2.2.15. Очевидно, що, якщо d0 � d , i x; y є у однiй ком-

понентi зв’язностi щодо d , то d0.x; y/ D 0.

Останнє твердження можна посилити.

ЛЕМА 2.2.16. Якщо d0 � d у Ps.X/, то iснує таке " > 0, що для всiх

x; y 2 X при d.x; y/ < " маємо d0.x; y/ D 0.

ДОВЕДЕННЯ. Припустимо протилежне, тодi iснують послiдовностi .xn/

i .yn/ у X , для яких d.xn; yn/ ! 0, але d0.xn; yn/ ¤ 0 при n ! 1. Не

обмежуючи загальностi, можна вважати, що d.xn; yn/ 6 1
2n для всiх n 2 N.

Для n 2 N позначимо �n D Kdfxn;yng, dn D inff�i j i > ng. Ми хочемо

показати, що послiдовнiсть dn неспадна i прямує до d при n ! 1, однак

dn.xn; yn/ D 0 6> d0.xn; yn/ > 0, що суперечить d0 � d .

Зауважимо, що dn D inff�i j i > ng є точною нижньою гранню спадної

послiдовностi iнфiмумiв dn;m D inff�i j n 6 i 6 mg для всiх m > n. З

Зауваження 2.2.3 зрозумiло, що dn;m — це найбiльша з псевдометрик d 0 на X ,

для яких d 0.xn; yn/ D 0, d 0.xnC1; ynC1/ D 0, . . . , d 0.xm; ym/ D 0. Тому її

можна обчислити покроково:

dn;n D Kdfxn;yng; dn;nC1 D . Kdn;n/fxnC1;ynC1g; : : : dn;m D . Kdn;m�1/fxm;ymg;

i, згiдно з Лемою 2.2.2, для всiх x; y 2 X виконано

dn;n.x; y/ > d.x; y/ � diamfxn; yng > d.x; y/ �
1

2n
;

dn;nC1.x; y/ > dn;n.x; y/ � diamfxnC1; ynC1g > dn;n.x; y/ �
1

2nC1
;

: : :

dn;m.x; y/ > dn;m�1.x; y/ � diamfxm; ymg > dn;m�1.x; y/ �
1

2m
:

Звiдси

dn;m.x; y/ > d.x; y/ � .
1

2n
C

1

2nC1
C : : :C

1

2m
/ > d.x; y/ �

1

2n�1
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для всiх x; y 2 X , n 6 m у N. Тодi

dn.x; y/ D lim

m!1
dn;m.x; y/ > d.x; y/ �

1

2n�1
:

Враховуючи dn 6 d , маємо, що неспадна послiдовнiсть всiх dn, n 2 N

прямує до d , що завершує доведення. �

З останнього випливає, що для кожних рiзних класiв еквiвалентностi Œx�0

та Œy�0 щодо псевдометрики d0, тобто для кожних x; y 2 X , для яких d0.x; y/ >

0, маємо

d.Œx�0; Œy�0/ D inffd.x0; y0/ j x0; y0 2 X; d0.x; x
0/ D d0.y; y

0/ D 0g > "

для деякого фiксованого " > 0.

ЛЕМА 2.2.17. Якщо d0 � d у Ps.X/, i d0 6� 0, то кiлькiсть класiв

еквiвалентностi щодо псевдометрики d0 є скiнченною, а псевдометрика d

є обмеженою.

ДОВЕДЕННЯ. Спершу покажемо, що псевдометрика d0 є обмеженою.

Досить зауважити, що послiдовнiсть псевдометрик dn.x; y/ D minfd.x; y/; ng,

m 2 N, є неспадною, збiгається до d , тому d0 6 dn 6 n для деякого натураль-

ного n.

Вiдкрито-замкненiсть класiв еквiвалентностi щодо псевдометрики d0 вже

доведена ранiше. Припустимо, що кiлькiсть цих класiв нескiнченна, i оберемо

послiдовнiсть .xn/n2N точок з рiзних класiв. Вже показано, що d.xi ; dj / > "

для всiх i ¤ j i деякого фiксованого " > 0.

Нехай множина fd.xi ; xj / j i ¤ j g необмежена згори, тобто множина то-

чок fxi j i 2 Ng необмежена щодо d . Позначимо F0 множину всiх непорожнiх

скiнченних пiдмножин X . Для F 2 F0, x; y 2 X позначимо

�F .x; y/ D max

nˇ
ˇ
minfd.x; z/; jF jg � minfd.y; z/; jF jg

ˇ
ˇ

ˇ
ˇ
ˇ z 2 F

o

:
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Очевидно, що �F 6 jF j, сукупнiсть .�F /F 2F0
спрямована вгору i за Лемою 2.2.9

збiгається до d . Звiдси �F > d0 для деякої скiнченної пiдмножини F � X . За

припущенням iснують такi xi ¤ xj , що d.xi ; F / > jF j, d.xj ; F / > jF j, тодi

�F .xi ; xj / D 0 6> d0.xi ; xj / > 0, що суперечить �F > d0. Отже, множина то-

чок fxi j i 2 Ng є обмеженою щодо d , тобто d.xi ; xj / 6 E для деякого E > 0

i всiх i ¤ j .

Якщо хоча б один клас еквiвалентностi Œx0�щодо d0 є необмежений щодо

d (а з d0 6� 0 випливає, що класiв принаймнi два), то зафiксуємо x1; x2; x3; : : : 2

Œx0�, для яких d.x0; xn/ ! 1 при n ! 1, а також y0 … Œx0�.

Знову для всiх n 2 N позначимо �n D Kdfxn;y0g, dn D inff�i j i > ng. Тодi

для кожних x; y 2 X маємо

d.x; xn/C d.y; y0/ ! 1; d.x; y0/C d.y; xn/ ! 1 при n ! 1;

тому �n.x; y/ D d.x; y/, отже, i dn.x; y/ D d.x; y/, починаючи з деякого

n 2 N. Отже, як i у доведеннi попередньої леми, ми показали, що послiдовнiсть

dn неспадна i прямує до d при n ! 1, однак dn.xn; y0/ D 0 6> d0.xn; y0/ > 0,

що суперечить d0 � d .

Тому всi класи еквiвалентностi Œx0� щодо d0 є обмеженими щодо d , i їх

дiаметри щодо d скiнченнi. Якщо X необмежений щодо d в сукупностi (що

можливо тiльки, якщо класiв безлiч), то з рiзних класiв еквiвалентностi можна

обрати множину точок fxi j i 2 Ng, необмежену щодо d , що, як ми знаємо,

неможливо.

Отже, дiаметр E всього X щодо d скiнченний, i d.x; y/ 6 E для всiх

x; y 2 X .
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Припустимо, що класiв еквiвалентностi Œx0� щодо d0 безлiч, i зафiксуємо

множину точок fxi j i 2 Ng з рiзних класiв еквiвалентностi. Псевдометрика

dE .x; y/ D

8

<̂

:̂

d.x; y/; d0.x; y/ D 0;

E; d0.x; y/ > 0;

x; y;2 X;

слiдує за d i є точною верхньою гранню неспадної послiдовностi псевдометрик

dn D KdE
Œxn�[ŒxnC1�[ŒxnC2�[:::; ; n D 1; 2; 3; : : : ;

однак dn.xn; xnC1/ D 0 6> d0.xn; xnC1/ > 0, що суперечить d0 � d . Цим

доведення закiнчено. �

Тепер можемо пiдсумувати леми вище i отримати необхiднi умови для

вiдношення “значно нижче” на нескiнченнiй множинi.

ТЕОРЕМА 2.3. НехайX — нескiнченна множина. Якщо псевдометрики

d0; d на X перебувають у вiдношеннi “значно нижче” у Ps.X/, i d0 є нетри-

вiальною, то виконано:

1) класи еквiвалентностi щодо псевдометрики d0 є вiдкрито-замкне-

ними щодо d , i їх кiлькiсть є скiнченною;

2) iснує таке ı > 0, що для кожних x; y 2 X виконано або d0.x; y/ D 0,

або d.x; y/ > d0.x; y/C ı;

3) псевдометрика d є обмеженою.

НАСЛIДОК 2.2.18. Якщо простiр X з псевдометрикою d є зв’язним, то

єдиною псевдометрикою значно нижче d є антидискретна (тривiальна).

Наприклад, нульова псевдометрика є єдиною, яка на R є значно нижче

вiд стандартної метрики.

Наведемо приклад двох псевдометрик, якi перебувають у вiдношеннi “зна-

чно нижче”.
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ПРИКЛАД 2.2.19. Нехай задано наступнi псевдометрики на множинi N:

d2.x; y/ D

8

<̂

:̂

2; x D 1; y > 2 або y D 1; x > 2I

0; x; y ¤ 1 або x D y:

d1.x; y/ D

8

<̂

:̂

1; x D 1; y > 2 або y D 1; x > 2I

0; x; y ¤ 1 або x D y:

Припустимо, що iснує така напрямлена вгору множина D, що supD D

d2, проте не знайдеться така псевдометрика d 2 D, що d > d1. Очевидно, що

iснує d 2 D, що для деяких x0; y0 2 N, d.x0; y0/ > 0. Очевидно, що x0 або y0

дорiвнює 1, при x ¤ 1 i y ¤ 1 з того, що supD D d2 маємо, що d.x; y/ D 0.

Не зменшуючи загальностi, нехай x0 D 1 i d.x0; y0/ D c, c D const . Тодi

з нерiвностi трикутника для довiльного z 2 N маємо:

c D d.x0; y0/ D d.1; y0/ 6 d.1; z/C d.z; y0/ D d.1; z/.

Звiдки d.1; z/ > c для довiльного z 2 N. З того, що supD D d2,випливає,

що c > 1, а це в свою чергу суперечить нашому припущенню. Отже d1 � d2.

2.2.3. Вiдношення “значно вище”. Опис вiдношення “значно вище” на

Ps.X/ для скiнченної множини X тривiальний i аналогiчний до Теореми 2.2

для вiдношення “значно нижче”. Однак для нескiнченної множини ситуацiя

суттєво змiнюється.

ТЕОРЕМА 2.4. Жоднi псевдометрики d; d1 на нескiнченнiй множинiX

не перебувають у вiдношеннi “значно вище” у Ps.X/.

ДОВЕДЕННЯ. Для кожної скiнченної пiдмножини F � X позначимо

dF .x; y/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
:

0; x D y;

d.x; y/; x; y 2 F;

d.x; y/C 1C d1.x; y/; x ¤ y; i x … F чи y … F;

x; y 2 X;
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Тодi кожна dF є множинаD D fdF jF � X — скiнченнаg є напрямленою

вниз, i її точна верхня грань рiвна d . З iншого боку, dF 66 d1 для всiх F , що

суперечить d1 � d . �

Розгляд вiдношення “значно вище” набуває деякого сенсу тiльки при обме-

женнi множини псевдометрик згори, наприклад, у множинi

Psa.X/ D fd 2 Ps.X/jd.x; y/ 6 a для всiх x; y 2 Xg � Ps.X/:

Найбiльшим її елементом є кратна до дискретної псевдометрика Nd.x; y/ D
8

<̂

:̂

a; x ¤ y;

0; x D y:

, яка, очевидно, значно вище вiд усiх елементiв Psa.X/.

ЛЕМА 2.2.20. Для кожних a; ı > 0, скiнченної пiдмножини F нескiн-

ченної множини X i псевдометрики d 2 Psa.X/ функцiя

d ı
F .x; y/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
:

0; x D y;

minfd.x; y/C ı; ag; x ¤ y; x; y 2 F;

a; x ¤ y; i x … F чи y … F;

x; y 2 X;

є псевдометрикою на X , значно вищою за d у Psa.X/.

ДОВЕДЕННЯ є очевидним, як i те, що d ı
F незростаюча при спаданнi ı i

зростаннi F . Множина всiх d ı
F напрямлена вниз i має точну нижню грань d .

Звiдси:

ТЕОРЕМА 2.5. Множина Psa.X/ всiх псевдометрик на множинi X ,

значення яких не перевищують фiксованого додатного числа a, є двоїсто

неперервною.

Аналогiчно, але довше, можна описати вiдношення “значно вище” на мно-

жинi всiх псевдометрик на множинiX , значення яких не перевищують значень

фiксованої псевдометрики на X .



61

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дисертацiї:

(1) Доведено, що множина всiх псевдометрик на довiльнiй фiксованiй мно-

жинiX з поточковим впорядкуванням є умовно повною недистрибутив-

ною граткою, а множина всiх метрик на X D Œ0; 1� не є напрямленою

вниз, тому не є нижньою напiвграткою, а тим бiльше граткою.

(2) Описано вiдношення апроксимацiї знизу на множинi всiх псевдометрик

на скiнченнiй множинi X i доведено, що, якщо нетривiальна псевдоме-

трика d0 на нескiнченнiй множинi X апроксимує знизу псевдометрику

d на X , то d обмежена, а d0 розбиває X на скiнченну кiлькiсть класiв

еквiвалентностi, якi щодо d є вiдкрито-замкненими.

(3) Доведено, що жоднi двi псевдометрики на нескiнченнiй множинi X не

перебувають у вiдношеннi апроксимацiї згори у множинi всiх псевдоме-

трик на X , а у пiдмножинi всiх псевдометрик на X , значення яких не

перевищують фiксованого a > 0, кожний елемент є точною нижньою

гранню напрямленої вниз множини елементiв, що апроксимують його

згори.

Результати другого роздiлу опублiковано в статтi [35], а також доповiд-

алися на конференцiї [68] i наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 3

ПОРЯДКОВI ВЛАСТИВОСТI МНОЖИН ПСЕВДОУЛЬТРАМЕТРИК

Як бачимо, у попередньому роздiлi отримано переважно негативнi ре-

зультати. Частковi порядки на множинах псевдометрик мають досить бiднi

вiдношення апроксимацiї i не становлять значного iнтересу з погляду теорiї

областей. Зокрема, для iснування нетривiального наближення знизу псевдоме-

трика повинна бути обмеженою, а верхньою гранню своїх апроксимацiй знизу

вона може бути тiльки тодi, коли визначає цiлком незв’язну топологiю.

Вiдомо, що цiлком незв’язнi топологiї визначаються ультраметриками,

а також псевдоультраметриками. Псевдоультраметрика [60] є узагальненням

ультраметрики, яка послаблює вимогу невиродженостi (тобто, вiдмiннi точки

не обов’язково роздiленi додатньою вiдстанню).

Надалi ми будемо розглядати простiр всiх псевдоультраметрик на фiксо-

ванiй множинi та порядковi властивостi такого простору. Можна очiкувати,

що цiлком незв’язнiсть дозволить отримати “позитивнiшi” результати, нiж до-

веденi вище для псевдометрик.

Нагадаємо [13], що частковi порядки тiсно пов’язанi з топологiями, зокре-

ма, «гарний» порядок на множинi визначає досить природнi i кориснi тополо-

гiї, наприклад, топологiю Скотта, верхню/нижню топологiю, топологiю Лоусо-

на тощо. Для того, щоб цi топологiї мали гарнi властивостi, початковий поря-

док повинен задовольняти певнi вимоги, переважно пов’язанi з вiдношеннями

наближення [10].

Цi властивостi для псевдоультраметрик ми i перевiрятимемо у даному

роздiлi.
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3.1. Псевдоультраметрики

Ультраметрики (або неархiмедовi метрики [14]) вивчаються з початку

XX столiття, див. огляд у [24]. Вони знайшли численнi застосування, напри-

клад, у комп’ютерних науках. Монотоннi сiм’ї (псевдо-)ультраметрик вивча-

лися у [60], але вiдношення наближення були поза увагою у цiй роботi.

Для зручностi нагадаємо Означення 1.1.3 псевдоультраметрики, яке є при-

роднiм поєднанням означень ультраметрики i псевдометрики.

ОЗНАЧЕННЯ. Вiдображення d W X �X ! R, яке задовольняє умови:

— d.x; y/ > 0 для всiх x; y 2 X (невiд’ємнiсть);

— d.x; x/ D 0 для всiх x 2 X (тотожнiсть);

— d.x; y/ D d.y; x/ для всiх x; y 2 X (симетричнiсть);

— d.x; y/ 6 maxd.y; z/; d.z; x/ для всiх x; y; z 2 X (нерiвнiсть трику-

тника),

називається псевдоультраметрикою на множинi X .

Це просто псевдометрика, для якої звичайна нерiвнiсть трикутника

d.x; y/ 6 d.y; z/C d.z; x/ виконується у сильнiшiй формi.

Пара .X; d/ з множиною X та псевдоультраметрикою d на нiй називає-

ться псевдоультраметричним простором. Як i для довiльних (псевдо-)метрик,

для будь-якої пiдмножини A у псевдоультраметричному просторi .X; d/ дiа-

метр A щодо d , який може бути скiнченним або нескiнченним, визначається

як diamA D supfd.x; y/ j x; y 2 Ag.

Як i для будь-якої (псевдо-)метрики, для r > 0 визначаються куля Br .x/

та замкнена куля NBr .x/ таким чином:

Br .x/ D fy 2 X j d.x; y/ < rg; NBr .x/ D fy 2 X j d.x; y/ 6 rg:
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3.2. Частково упорядкованi множини псевдоультраметрик

Позначимо PsU .X/ множину всiх псевдоультраметрик на множинi X . Її

пiдмножини CPsU .X/ таLCPsU .X/ складаються з усiх компактних псевдо-

ультраметрик та усiх локально компактних псевдоультраметрик вiдповiдно,

тобто CPsU .X/ є множиною всiх псевдоультраметрик, якi роблять X компа-

ктним простором. Аналогiчно LCPsU .X/ позначає множину всiх псевдоуль-

траметрик наX , таких що кожна точкаX є центром компактної замкненої кулi

(звернiть увагу, що ми не вимагаємо властивостi Гаусдорфа, i згаданi функцiї

можуть не бути ультраметриками) [9].

ПРИКЛАД 3.2.1. Нехай X - довiльна множина. Дискретна метрика, ви-

значена формулою

d.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x D y;

1; x ¤ y;

x; y 2 X;

є ультраметрикою i, отже, псевдоультраметрикою. Кожна куля в X з радiу-

сом 1 є одноелементною множиною (множиною з однiєю точкою), тому є ком-

пактною. Отже, d 2 LCPsU .X/, але d … CPsU .X/ для нескiнченного X ,

оскiльки кожна послiдовнiсть неповторюваних точок в .X; d/ не має границi.

ПРИКЛАД 3.2.2. Розглянемо скiнченне розбиттяA1; A2; : : : ; An множини

X i визначимо функцiю � W X �X ! R за формулою

�.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x; y 2 Ai для деякого i 2 f1; 2; : : : ; ng;

1; x 2 Ai ; y 2 Aj для i ¤ j; i; j 2 f1; 2; : : : ; ng;

x; y 2 X:
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Очевидно, що функцiя � є псевдоультраметрикою, але вона не є ультраметри-

кою, якщо хоча б однаAi мiстить бiльше однiєї точки. Кожна куля в .X; �/ або

дорiвнює X , якщо радiус бiльший за 1, або збiгається з однiєю з Ai у протиле-

жному випадку. Таким чином, � 2 CPsU .X/.

ЗАУВАЖЕННЯ 3.2.3. Нагадаємо, що двi кулi однакового радiуса в псев-

доультраметричному просторi .X; d/ або спiвпадають, або не мають спiльних

точок. Отже, кулi з фiксованим радiусом R утворюють розбиттяX , тому вони

є вiдкритими i замкненими. Це означає, що X є повним тодi i тiльки тодi, коли

для кожної точки x 2 X iснує R > 0 таке, що для кожної спадної послiдовно-

стi куль

BR.x/ � Br1
.x1/ � Br2

.x2/ � : : : при R > r1 > r2 > : : : & 0

перетин є непорожнiм.

Аналогiчно псевдоультраметричний простiр X є компактним тодi i тiль-

ки тодi, коли X є повним, i для всiх r > 0 iснує лише скiнченна кiлькiсть

вiдмiнних куль радiуса r в X . Простiр .X; d/ є локально компактним тодi i

тiльки тодi, коли вiн є повним i для кожної точки x 2 X iснує R > 0 таке,

що для всiх 0 < r < R куля BR.x/ є об’єднанням скiнченної кiлькостi куль

радiуса r .

Частковi порядки на множинi PsU .X/ всiх псевдоультраметрик на X i

її пiдмножинах CPsU .X/ i LCPsU .X/ визначаються, як i ранiше, поточко-

во: псевдоультраметрика d1 передує псевдоультраметрицi d2 (позначається

d1 6 d2 або d2 > d1), якщо d1.x; y/ 6 d2.x; y/ виконується для всiх точок

x; y 2 X . Тривiальна псевдометрика d � 0 є найменшим елементом PsU .X/,

CPsU .X/ та LCPsU .X/. Ми позначаємо d1 < d2 або d2 > d1, якщо d1 6 d2

i d1 ¤ d2 (це не означає, що d1.x; y/ < d2.x; y/ для всiх x; y).



66

Зауважимо, що якщо d1 6 d2 для d1; d2 2 PsU .X/, то тотожне вiд-

ображення 1X W .X; d2/ ! .X; d1/ є неперервним. Компактний образ компа-

ктного простору є компактним. Тому, якщо d2 2 CPsU .X/ i d1 6 d2, то

d1 2 CPsU .X/, тобто CPsU .X/ � PsU .X/ є нижньою пiдмножиною:

CPsU .X/# D

D fd 0 2 PsU .X/ j d 0 6 d для деякого d 2 CPsU .X/g � CPsU .X/:

Найменшою верхньою гранню псевдоультраметрик d1; d2 вPsU .X/ є по-

точковий максимум d�.x; y/ D max .d1.x; y/; d2.x; y/ для всiх x; y 2 X .

ПРИКЛАД 3.2.4. Iснують компактнi псевдоультраметрики d1; d2 на злi-

ченнiй множинi X , такi що supfd1; d2g не є локально компактною псевдо-

ультраметрикою. Нехай YC D f1; 1
2
; 1

3
; : : :g i Y D YC [ f�1; 0g. Визначимо

� W Y � Y ! R за формулою

�.u; v/ D

8

<̂

:̂

0; u D v;

maxfjuj; jvjg; u ¤ v;

u; v 2 Y:

Розглянемо множину

X D
˚

.0; 0/
	

[
[

n2N

n1

n

o

�
�˚

0
	

[
n 1

n
;

1

nC 1
;

1

nC 2
; : : :

o�

з компактною ультраметрикою d1..u; v/; .u
0; v0// D maxf�.u; u0/; �.v; v0/g i з

компактною псевдоультраметрикою

d2..u; v/; .u
0; v0// D

8

ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
:

1; .u; v/; .u0; v0/ є у рiзних з множин

YC � f0g i X n .YC � f0g/;

0 iнакше;

для .u; v/; .u0; v0/ 2 X .
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Тодi X з псевдоультраметрикою d� D supfd1; d2g є iзометричним до

множини

X˙ D
˚

.0; 0/
	

[
[

n2N

f
1

n
g �

n1

n
;

1

nC 1
;

1

nC 2
; : : :

o

[ YC � f�1g

з псевдоультраметрикою d˙..u; v/; .u
0; v0// D max �.u; u0/; �.v; v0/, яка не є

локально компактною.

Отже, жодна з множин CPsU .X/ та LCPsU .X/ не є верхньою пiднапiв-

граткою у гратцi PsU .X/.

ЗАУВАЖЕННЯ 3.2.5. Якщо всi кулi в X вiдносно псевдоультраметри-

ки d1 є вiдкритими вiдносно (локально) компактної псевдоультраметрики d2

(тобто d1 є неперервною вiдносно d2), то псевдоультраметрика supfd1; d2g,

очевидно, також є (локально) компактною.

Формула

d�.x; y/ D inf

˚

maxfminfd1.tk ; tkC1/; d2.tk; tkC1/g j 0 6 k 6 n � 1g
ˇ
ˇ n 2 N;

t0 D x; ft1; :::; tn�1g � X; tn D y
	

визначає iнфiмум d1, d2 в множинi всiх псевдоультраметрик. Тотожнi вiдобра-

ження 1X W .X; d1/ ! .X; d/ та 1X W .X; d1/ ! .X; d/ є неперервними, тому

компактнiсть як d1, так i d2 достатня для компактностi d�.

Тим не менш, для напрямлених вниз множин наведенi вище формули для

iнфiмумiв у PsU .X/ стають тривiальними.

ТВЕРДЖЕННЯ 3.2.6. Нехай множина fd˛ j ˛ 2 Ag псевдоультраме-

трик на множинi X напрямлена вниз, тобто для всiх ˛; ˇ 2 A iснує таке


 2 A, що d
 6 d˛ , d
 6 dˇ . Тодi точна нижня грань d0 цiєї множини iснує

i обчислюється поточково:

d0.x; y/ D inffd˛.x; y/ j ˛ 2 Ag; x; y 2 X:
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ДОВЕДЕННЯ. Згiдно очевидно модифiкованої формули вище, якщо

d0.x; y/ < " для деякого " > 0, то iснують x0 D x; xn D y; x1; : : : ; xn�1 2 X i

˛1; ˛2; : : : ; ˛n 2 A такi, що

maxfd˛1
.x0; x1/; d˛2

.x1; x2/; : : : ; d˛n
.xn�1; xn/g < ";

тобто

d˛1
.x0; x1/ < "; d˛2

.x1; x2/ < "; : : : ; d˛n
.xn�1; xn/ < ":

Неодноразово вживаючи напрямленiсть вниз, можемо знайти таке 
 2 A, що

d
 передує всiм d˛1
; d˛2

; : : : ; d˛n
, звiдки випливає

d
 .x0; x1/ < "; d
 .x1; x2/ < "; : : : ; d
 .xn�1; xn/ < ";

отже, за посиленою нерiвнiстю трикутника, d
 .x0; xn/ D d
 .x; y/ < ". Таким

чином,

d0.x; y/ > inffd˛.x; y/ j ˛ 2 Ag для всiх x; y 2 X:

Зворотна нерiвнiсть очевидна, що завершує доведення. �

ПРИКЛАД 3.2.7. Iснують локально компактнi псевдоультраметрики �; d

та d1 6 d2 6 : : : на злiченнiй множинi X такi, що d D supfd1; d2; : : :g, але

inff�; dg ¤ sup

˚

inff�; d1g; inff�; d2g; : : :
	

.

Нехай X D f�1;� 1
2
;� 1

3
; : : :g[ f0g[ f1; 1

2
; 1

3
; : : :g, i задамо псевдоультра-

метрики на цiй множинi формулами :
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�.u; v/ D

8

<̂

:̂

0; juj D jvj;

1; juj ¤ jvj;

d.u; v/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

0; u D v D 0;

0; fu; vg � f� 1
2k�1

;� 1
2k

g або

fu; vg � f 1
2k
; 1

2kC1
g для k 2 N;

1 в iншому випадку;

dn.u; v/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

0; juj; jvj < 1
2nC1

;

0; fu; vg � f� 1
2k�1

;� 1
2k

g або

fu; vg � f 1
2k
; 1

2kC1
g для 1 6 k 6 n;

1 в iншому випадку;

для всiх u; v 2 X . Легко перевiрити, що inff�; dng.�1; 0/ D 0 для всiх n 2 N,

але inff�; dg.�1; 0/ D 1.

Iншими словами, для частково упорядкованих множин PsU .X/ та

LCPsU .X/ попарний iнфiмум не є дистрибутивним щодо супремума.

ТЕОРЕМА 3.1. Для кожної псевдоультраметрики � та напрямленої

множини fd˛ j ˛ 2 Ag псевдоультраметрик таких, що iснує компактна

псевдоультраметрика d D supfd˛ j ˛ 2 Ag (на тiй самiй множинi X), має

мiсце рiвнiсть

inf

˚

�; d
	

D sup

˚

inff�; d˛g
ˇ
ˇ ˛ 2 A

	

:

ДОВЕДЕННЯ. Позначимо �0 D inff�; dg i, оскiльки

inff�; d˛g D inff�; d; d˛g D inff�0; d˛g;
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тому �0 D sup

˚

inff�0; d˛g
ˇ
ˇ ˛ 2 A

	

D d 0 — це рiвнiсть, яку ми хочемо дове-

сти, з умовою �0 6 d D supfd˛ j ˛ 2 Ag.

Легко бачити, що �0 є компактною, так само як i d 0 та всi inff�0; d˛g, i

права сторона менша або дорiвнює лiвiй. Нехай x; y 2 X такi, що �0.x; y/ D

" > � > d 0.x; y/. Тодi x 2 B D B".x/, y 2 C D X nB".c/ (кулi взятi вiдносно

�0), i �0.u; v/ > " для всiх u 2 B , v 2 C . Для всiх ˛ 2 A маємо inff�0; d˛g < � .

Кожна послiдовнiсть точок “вiд x до y” повинна перескочити хоча б один раз

з B до C . Тому за формулою для inff�0; d˛g повиннi iснувати u 2 B , v 2 C

такi, що inff�0.u; v/; d˛.u:v/g 6 � . Враховуючи �0.u; v/ > " > � , отримуємо

d˛.u; v/ 6 � . Отже, замкнена множина fz 2 C j d˛.z; B/ 6 �g є непорожньою

для всiх ˛. Зауважимо, що fz 2 C j d˛.z; B/ 6 �g � fz 2 C j dˇ .z; B/ 6 �g

якщо d˛ > dˇ . Отже, сiм’я компактних множин fz 2 C j d˛.z; B/ 6 �g для

всiх ˛ 2 A є фiльтрованою. Тому їх перетин є непорожнiм, i iснує z 2 C таке,

що d˛.z; B/ 6 � для всiх ˛ 2 A. Це означає, що d.z; B/ 6 � , що суперечить

d.z; B/ > �0.z; B/ > " > � . Отже, �0 D d 0, i доведення завершено. �

Таким чином, для частково упорядкованої множини CPsU .X/ iнфiмум

двох елементiв дистрибутивний щодо супремума довiльної кiлькостi елемен-

тiв, тобто рiвнiсть

inf

˚

�; supfd˛ j ˛ 2 Ag
	

D sup

˚

inff�; d˛g
ˇ
ˇ ˛ 2 A

	

має мiсце за умови, що всi псевдоультраметрики i їх верхнi гранi тут є ком-

пактними. Ми не розглядаємо iснування або властивостi найменших верхнiх

граней обмежених множин в частково упорядкованiй множинi LCPsU .X/.

3.3. Апроксимацiя знизу

У цьому пiдроздiлi ми обмежуємося вивченням вiдношення “значно ниж-

че”. Ми використовуємо наступне допомiжне поняття.
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ОЗНАЧЕННЯ 3.3.1. Елемент x0 називається “слабко значно нижчим”

за елемент x1 в частково впорядкованiй множинi .X;6/ (позначається x0 ��

x1), якщо для кожної непорожньої напрямленої пiдмножини D � X , для якої

x1 D supD, iснує елемент d 2 D такий, що x0 6 d .

Звернемо увагу на знак рiвностi, який вiдрiзняє це означення вiд означе-

ння вiдношення “бути значно нижчим”. Далi буде показано, що “слабко значно

нижче” насправдi є суттєво слабшою властивiстю, нiж “значно нижче”.

Нехай d — псевдоультраметрика на X . Тодi для будь-якого " > 0 всi

"-кулi в X вiдносно d є вiдкритими i не перетинаються. Отже, множини A D

B".x/ та B D X n B".x/ D
S

y…B".x/ B".y/ також є вiдкритими i не перетина-

ються. Ясно, що d.u; v/ > " для всiх u 2 A, v 2 B . Отже, формула

dx
" .u; v/ D

8

<̂

:̂

"; тiльки один iз u; v в B".x/;

0 в iншому випадку;
u; v 2 X;

визначає компактну псевдоультраметрику dx
" 6 d на X . Крiм того,

d.u; v/ D supfdx
" .u; v/ j x 2 X; " > 0g

для всiх u; v 2 X .

Це означає, що будь-яка псевдоультраметрика d наX є найменшою верх-

ньою межею напрямленої множини всiх компактних псевдоультраметрик ви-

гляду

supfdx1
"1
; dx2

"2
; : : : ; dxn

"n
g; n 2 N; x1; x2; : : : ; xn 2 X; "1; "2; : : : ; "n > 0:

Це має безпосереднiй наслiдок для вiдношень “слабко значно нижче” у час-

тково упорядкованих множинах PsU .X/ та LCPsU .X/.

ТЕОРЕМА 3.2. Нехай d; d0 — псевдоультрометрика наX , причому d0 …

CPsU .X/. Тодi d0 не «значно нижче» за d (i, отже, не «не слабко значно

нижче» за d ), нi в PsU .X/, нi в LCPsU .X/.
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Нагадаємо, що псевдоультраметрика d на множинiX є компактною, якщо

i тiльки якщо:

— вона досягає своєї найменшої верхньої межi

" D diamX D sup d.u; v/ j u; v 2 X I

— X розбивається на скiнченну кiлькiсть "-кульB".x1/,B".x2/, . . . ,B".xn/;

— кожна куля B".xi / є компактом вiдносно d .

З цих властивостей випливає, що diamB".xi / < " для всiх i D 1; 2; : : : ; n.

Розглянемо вiдношення «слабко значно нижче» в PsU .X/ в п’яти насту-

пних лемах:

ЛЕМА 3.3.2. Припустимо, що для псевдоультраметрики d на X iснує

куля B�.x/ така, що значення d.u; v/ для u; v 2 B�.x/ не досягають їх най-

меншої верхньої межi �0 D diamB�.x/. Тодi для будь-якої псевдоультра-

метрики d0 �� d i всiх u; v 2 B�.x/ виконується рiвнiсть d0.u; v/ D 0.

ДОВЕДЕННЯ. Зауважимо, що B".x/ не є компактним вiдносно d . При-

пустимо, що iснують s; t 2 B".x/ такi, що d0.s; t/ D ı > 0, тодi B".x/ є

об’єднанням неперетинних (або спiвпадаючих) куль B0
ı
.y/ \ B".x/ вiдносно

d0 для всiх y 2 B".x/.

Множини A D B0
ı
.s/ i B D X n B0

ı
.s/ є замкненими i вiдкритими в X

вiдносно d0, отже, A0 D A \ B".x/ 3 s i B0 D B \ B".x/ 3 t є замкненими i

вiдкритими вB".x/ вiдносно d i, принаймнi, одна з множинA0; B0, наприклад,

B0, має дiаметр "0.
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Розглянемо конструкцiю на основi псевдоультраметрики d на множинi

Y . Для довiльних x 2 Y i � > 0 позначимо

dx
6� .u; v/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

d.u; v/; u; v 2 B� .x/;

0; u; v … B� .x/;

d.u; x/; u 2 B� .x/; v … B� .x/;

d.v; x/; u … B� .x/; v 2 B� .x/;

u; v 2 Y:

Зауважимо, що dx
6�

є псевдоультраметрикою, меншою або рiвною d .

Виберемо неспадну послiдовнiсть

0 < �1 < �2 < : : : < �n < : : : % "0;

i розглянемо послiдовнiсть

d s
6�1

6 d s
6�2

6 : : : 6 d s
6�n

6 : : :

псевдоультраметрик на B".x/ � X . Кожну з цих псевдоультраметрик ми роз-

ширимо на X , розмiстивши d s
6�n

.u; v/ D d.u; v/, якщо або u, або v не нале-

жить B".x/. Тодi легко перевiрити, що d s
6�n

.u; v/ % d.u; v/ при n ! 1 для

всiх u; v 2 X .

З iншого боку, псевдоультраметрика

d
A;B
ı

.u; v/ D

8

<̂

:̂

0; u; v 2 A or u; v 2 B;

ı в iнших випадках;
u; v 2 X;

задовольняє нерiвнiсть dA;B

ı
6 d0, отже, dA;B

ı
�� d . Тому мусить iснувати

n 2 N таке, що d s
6�n

> dA;Bı, що є неможливим, оскiльки iснує y 2 B0, такий

що d.s; y/ > �nC 1 > �n, отже, d s
6�n

.s; y/ D d.s; s/ D 0 6> d
A;B
ı

.s; y/ D ı.

Ця суперечнiсть завершує доведення того, що d0.u; v/ D 0 для всiх u; v 2

B".x/. �
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ЛЕМА 3.3.3. Припустимо, що для псевдоультраметрики d на X iснує

куля B�.x/ така, що значення d.u; v/ для u; v 2 B�.x/ досягають їх най-

меншої верхньої межi "0 D diamB".x/ > 0, i є нескiнченна кiлькiсть точок

x1; x2; x3; : : : 2 B".x/ таких, що d.xi ; xj / D "0 для i ¤ j . Тодi для будь-

якої псевдоультраметрики d0 �� d i всiх u; v 2 B�.x/ виконується рiвнiсть

d0.u; v/ D 0.

ДОВЕДЕННЯ. За умовою B�.x/ є диз’юнктним об’єднанням нескiнчен-

ної кiлькостi куль B�0
.y/, y 2 B�.x/. Нехай d0 �� d , i iснують s; t 2 B�.x/

такi, що d0.s; t/ D ı > 0.

Знову розглянемо множини A D B0
ı
.s/ та B D X n B0

ı
.s/, якi є замкне-

ними та вiдкритими в X вiдносно d0, i замкненi та вiдкритi в B".x/ вiдносно

d перетини A0 D A \ B�.x/ 3 s та B0 D B \ B�.x/ 3 t . Принаймнi одна з A0

та B0, скажiмо B0, перетинає нескiнченно багато диз’юнктних куль B"0
.x1/,

B�0
.x2/, B"0

.x3/, . . . . Ми також можемо припустити, що s … B"0
.xn/ для всiх

n D 1; 2; 3; : : :.

Позначимо Cn D B"0
.xn/ [ B"0

.xnC1/ [ B"0
.xnC2/ [ : : : для всiх n D

1; 2; 3; : : : . Тодi множиниC1 � C2 � C3 � : : : є замкненими та вiдкритими, i їх

перетин порожнiй. Визначимо псевдоультраметрику dn для довiльного n 2 N

за формулою

dn.u; v/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

d.u; v/; u; v … Cn;

0; u; v 2 Cn;

d.u; s/; u … Cn; v 2 Cn;

d.v; s/; u 2 Cn; v … Cn;

u; v 2 X;

(ми склеюємо всi точки з Cn з точкою s). Ясно, що dn.u; v/ % d.u; v/ при

n ! 1.
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Аналогiчно до попередньої леми, ми показуємо, що жодна з псевдоуль-

траметрик dn не є бiльшою або рiвною псевдоультраметрицi

d
A;B

ı
.u; v/ D

8

<̂

:̂

0; u; v 2 A або u; v 2 B;

ı в iнших випадках;
u; v 2 X;

яка задовольняє нерiвнiсть dA;Bı 6 d0, тому вiрно, що dA;Bı��d . За вибором

xi маємо B0 \ Cn ¤ ¿, тому iснує y 2 B0 \ Cn. Тодi dn.s; y/ D d.s; s/ D 0 6>

d
A;B

ı
.s; y/ D ı, що суперечить припущенню. �

Несуттєвi змiни в останнiх мiркуваннях дають висновок:

ЛЕМА 3.3.4. Якщо значення d.u; v/ для u; v на всьому X не досягають

своєї найменшої верхньої гранi "0 D diamX , або досягають "0 i iснує нескiн-

ченна кiлькiсть точок x1; x2; x3; : : : таких, що d.xi ; xj / D "0 для всiх i ¤ j ,

то d0 � 0 є єдиною слабко значно нижчою за d псевдоультраметрикою.

ЛЕМА 3.3.5. Нехай d – псевдоультраметрика на X , яка досягає своєї

найменшої верхньої гранi " D diamX > 0, i iснує така куля B".x/, що її дi-

аметром дорiвнює ". Тодi d0 � 0 є єдиною псевдометрикою, слабко значно

нижчою за d .

Зауважимо, що остання умова означає, що значення d.u; v/ для u; v 2

B".x/ не досягають своєї найменшої верхньої гранi, яка дорiвнює ".

ДОВЕДЕННЯ. Нехай d0 �� d . Як вже показано, для всiх u; v 2 B".x/

виконується рiвнiсть d0.u; v/ D 0. Оберемо 0 < � < " i довiльнi y … B".x/, i
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визначимо псевдоультраметрику dx;y

6�
наступним чином:

d
x;y

6�
.u; v/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

minfd.u; v/; �g; u; v 2 B�.x/;

minfd.u; v/; �g; u; v 2 B� .x/ [ B�.y/;

minfd.v; y/; �g; u 2 B�.x/ n B� .x/; v 2 B�.y/

minfd.u; y/; �g; v 2 B�.x/ n B� .x/; u 2 B�.y/;

d.u; v/ у iнших випадках;

u; v 2 X:

Оберемо послiдовнiсть

0 < �1 < �2 < : : : < �n < : : : % �;

i застосуємо доведену вище лему до послiдовностi

d
x;y

6�1
6 d

x;y

6�2
6 : : : 6 d

x;y

6�n
6 : : : ;

яка збiгається до d . З iншого боку, для кожного n D 1; 2; 3; : : : i u 2 B".x/ n

B�n
.x/ має мiсце dx;y

6�n
.u; y/ D 0. Оскiльки d0 6 d

x;y

6�n
для деякого n, то

d0.u; y/ D 0 для всiх u 2 B�.x/ n B�n
.x/. Для будь-якого iншого z … B�.x/

також iснує m таке, що d0.u; z/ D 0 для всiх u 2 B�.x/ n B�m
.x/. Покладемо

k D maxfn;mg i u 2 B�.x/ n B�k
.x/, i враховуючи d0.x; u/ D 0, отримає-

мо d0.u; y/ D d0.u; x/ C d0.x; y/ D 0. Оскiльки y i z були вибранi довiльно,

отримуємо d0.u; v/ D 0 для всiх u; v 2 B�.x/.

Розглянемо тепер u 2 B�.x/ n B�k
.x/ i v 2 B�.x/. Маємо d0.u; v/ D

d0.u; x/Cd0.x; v/ D 0Cd0.x; v/ D d.x; v/ 6 d.u; v/. Аналогiчно розглядаючи

u 2 B�.x/ i v 2 B�.x/ n B�k
.x/, отримаємо d0.u; v/ 6 d.u; v/ для всiх u; v 2

B�.x/.

Таким чином, d0.u; v/ D d.u; v/ для всiх u; v 2 B�.x/, а це означає, що

d0.u; v/ D d.u; v/ для всiх u; v 2 X згiдно з лемою 3.3.3. Отже, d0 � 0. �

ЛЕМА 3.3.6. Припустимо, що псевдоультраметрика d на X досягає

своє найбiльше значення " D diamX > 0 i X є диз’юнктним об’єднанням
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куль X1 D B�.x1/, X2 D B".x2/, . . . , Xn D B".xn/ з дiаметрами меншими

за ".

Тодi псевдоультраметрика d0 6 d є слабко значно нижчою за d , якщо

i тiльки якщо:

(a) всi значення d0.xi ; xj / меншi за �;

(b) для всiх i D 1; 2; : : : ; n обмеження d0i псевдоультраметрики d0 на

кулю Xi є слабко значно нижчою за обмеження di псевдоультраме-

трики d на Xi .

ДОВЕДЕННЯ. Необхiднiсть. Якщо d0.xi ; xj / D � для деяких i; j , тодi

зростаюча послiдовнiсть псевдоультраметрик .1� 1
k
/d , k D 1; 2; : : :, збiгається

до d , але .1� 1
k
/d.xi ; xj / 6 .1� 1

k
/" < " D d0.xi ; xj / для всiх k, отже d0 6� d .

Отже, (a) є необхiдною умовою.

Розглянемо напрямлену множину �˛ j ˛ 2 A псевдоультраметрик на кулi

Xi з найменшою верхньою межею di . Розширимо кожну �˛ до псевдоультра-

метрики N�˛ на X за формулою

N�˛ D

8

<̂

:̂

�˛.u; v/; u; v 2 Xi ;

d.u; v/; u … Xi or v … Xi ;

u; v 2 X:

Тодi множина N�˛ j ˛ 2 A є напрямленою i має найменшу верхню межу

d , отже d0 6 N�˛ для деякого ˛ 2 A. Повернувшись до обмежень на Xi , ми

отримуємо d0i 6 �˛, тому d0i � di . Отже, (b) є необхiдною умовою також.

Достатнiсть. Припустимо (a) i (b). Нехай d˛ j ˛ 2 A є напрямленою мно-

жиною псевдоультраметрик, таких що верхня межа d˛ дорiвнює d . Ми пока-

жемо, що для всiх 0 < � < " нерiвнiсть d˛.xi ; xj / > � справедлива для всiх

i ¤ j i деякого ˛ 2 A. Припустивши протилежне для деяких i ¤ j , отримує-
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мо з d˛ 6 d для всiх ˛ 2 A:

d˛.u; v/ 6 d 0.u; v/ D min

˚

d.u; v/;

maxfd.u; xi /; �; d.xj ; v/g;

maxfd.v; xi /; �; d.xj ; u/g
	

; u; v 2 X:

Тодi d 0 є псевдоультраметрикою, d˛ < d 0 (оскiльки d 0.xi ; xj / D � < " D

d.xi ; xj /), що суперечить тому, що d є верхньою межею всiх d˛. За умови ми

можемо вибрати � так, щоб maxfdiam0X1;diam0X1; : : : ;diam0Xng < � <

", � > maxfd0.xi ; xj / j i ¤ j g, тодi iснує ˛0 2 A таке, що d˛0
.xi ; xj / >

� для всiх i ¤ j . Аналогiчно до попереднiх мiркувань, можна показати, що

обмеження d˛i всiх d˛ на Xi мають найменшу верхню межу di в PsU .Xi /.

Отже, di > di для всiх i , отже d˛i
> d0i для деякого ˛i . Тепер iснує ˇ 2 A

таке, що dˇ бiльше або дорiвнює всiм d˛0
, d˛1

, . . . , d˛n
. Ясно, що dˇ .u; v/ >

d0i .u; v/ D d0.u; v/ для всiх u; v 2 Xi . Якщо i ¤ j , u 2 Xi , v 2 Xj , то

dˇ .xi ; xj / > � , dˇ .u; xi / 6 � , dˇ .xj ; v/ 6 � , що означає dˇ .u; v/ > � >

d0.u; v/. Отже, dˇ > d0, що завершує доведення d0 � d . �

ЗАУВАЖЕННЯ 3.3.7. Легко перевiрити, що якщо у п’яти останнiх лемах

псевдоультраметрика d є локально компактною, то за зауваженням 3.2.5 всi

введенi у доведеннях допомiжнi псевдоультраметрики також є локально ком-

пактними. Тому цi леми справедливi для вiдношення «слабко значно нижче»

не тiльки в PsU .X/, але й в LCPsU .X/.

Тепер ми можемо отримати наслiдок про те, що означає “значно нижче”

для некомпактної псевдоультраметрики.

ТЕОРЕМА 3.3. Якщо псевдоультраметрика (локально компактна псев-

доультраметрика) d не є компактною, то d0 � 0 є єдиною псевдоуль-
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траметрикою, що є слабко значно нижчою за d 0 в PsU .X/ (вiдповiдно, в

LCPsU .X/).

ДОВЕДЕННЯ. За зауваженням 3.2.3, для d iснує або спадна послiдов-

нiсть куль

BR.x/ � Br1
.x1/ � Br2

.x2/ � : : : with R > r1 > r2 > : : : & 0

з порожнiм перетином, або для деякого r > 0 iснують вiдмiннi кулi Br .x1/,

Br .x2/; : : :.

У першому випадку ми позначимо A1 D BR.x/nBr1
.x1/, A2 D Br1

.x1/n

Br2
.x2/, . . . . У iншому випадку просто поставимо A1 D Br .x1/, A2 D Br .x2/,

. . . . В обох випадках всi множиниA1; A2; : : :, а такожA0 D X n.A1 [A2 [ : : :/,

є вiдкритими i утворюють розбиття X . Тому псевдоультраметрика

�.u; v/ D

8

<̂

:̂

0; u; v знаходяться в однiй i тiй же Ai ;

maxfi; j g; u 2 Ai ; v 2 Aj ; i ¤ j;

u; v 2 X;

є неперервною вiдносно d . Тодi d 0 D supfd; �g є псевдоультраметрикою, i

буде локально компактною, якщо d є локально компактною. Вона задовольняє

умови Леми 3.3.4, отже єдиною псевдоультраметрикою, що є слабко нижчою

за d 0 в PsU .X/ (вiдповiдно, в LCPsU .X/), є нульова псевдоультраметрика.

Оскiльки d � d 0 i d0 � d має наслiдком d0 � d 0, доведення завершено. �

ЗАУВАЖЕННЯ 3.3.8. Разом з попередньою лемою це означає, що вiдно-

шення “слабко значно нижче” i “значно нижче” для некомпактних псевдоуль-

траметрик є рiзними.

ТЕОРЕМА 3.4. Вiдношення “слабко значно нижче” i “значно нижче”

на частково впорядкованiй множинi CPsU .X/ спiвпадають.

ДОВЕДЕННЯ. Нам потрiбно лише довести, що d0 �� d ) d0 � d в

CPsU . Нехай d˛ j ˛ 2 A – напрямлена пiдмножина псевдоультраметрик, така
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що точна нижня грань межа � з d˛ є компактною i бiльшою або рiвною d . За

властивiстю теореми 3.1 (тобто неперервнiстю перетину) точна нижня грань

inffd; d˛g дорiвнює inffd; �g D d , тому iснує inffd; d˛g � d0, що означає

d˛ � d0. �

ТЕОРЕМА 3.5. Нехай d0; d1 2 CPsU .X/, d0 � d1. Тодi d0 � d1 тодi й

тiльки тодi, коли виконується наступне:

(1) якщо d0.x; y/ D d1.x; y/ для деяких x; y 2 X , то d1.x; y/ D 0;

(2) iснують k 2 0; 1; 2; : : : i z1; : : : ; zk 2 X такi, що для всiх x 2 X вико-

нується рiвнiсть d0.x; zi / D 0 для деякого 1 � i � k.

ДОВЕДЕННЯ. Достатнiсть. Припустимо (1) i (2). Можемо припустити,

що d0.zi ; zj / > 0 для всiх i ¤ j (iнакше ми можемо викинути одиницю

або другу одиницю, i так далi, поки умова не буде виконана). Ми доведемо

твердження за допомогою iндукцiї. Якщо k D 0 або k D 1, то d0 � 0, отже

d0 � d1.

Якщо твердження виконується для k � n, n � 1, то для k D nC 1 iснує

" D max d0.zi ; zj / j 1 � i < j � nC 1 > 0, отжеX є скiнченним об’єднанням

компактних куль B".zi / вiдносно d0, якi або попарно не перетинаються, або

є однаковими. Зауважимо, що обмеження d0 i d1 на кожну кулю, очевидно,

задовольняють (1) i (2), отже d0jB".zi / � d1jB".zi /. Виконуються умови Леми

3.3.6, звiдки випливає d0 �� d1 H) d0 � d1.

Необхiднiсть. Припустимо, що d0 � d1. Щоб показати (1), припустимо,

що iснують x; y 2 X , такi що d0.x; y/ D d1.x; y/ > 0. Розглянемо множинуD D
˚�

1 � 1
n

�

d1 j n 2 N
	

. Тодi D � CPsU .X/ – напрямлена, i supD D d1. Для

всiх n 2 N маємо d0.x; y/ D d2.x; y/ >
�

1 � 1
n

�

d1.x; y/, отже жоден елемент

множини D не перевищує d1, що суперечить тому, що d1 � d2. Отже, (1)

виконується.
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Ми покажемо, що з d0 � d1 випливає (2). Для " > 0 покладемо

d ."/.x; y/ D

8

<

:

d1.x; y/; if d1.x; y/ > ";

0; otherwise;

для x; y 2 X . Очевидно, що d ."/ є псевдоультраметрикою, d ."/ � d1, i ком-

пактнiсть d1 вимагає, щоб d ."/ була компактною. Розглянемо множину D D
˚

d ."/ j " > 0
	

. Вона напрямлена, i .supD/.x; y/ D sup

˚

d ."/.x; y/ j " > 0
	

D

d1.x; y/ для всiх x; y 2 X , отже supD D d1. Враховуючи, що d0 � d1, ми

можемо вибрати " > 0 так, щоб d0 � d ."/. Iснує скiнченне розбиття B".z1/,

B".z2/, . . . , B".zm/ X на кулi вiдносно d ."/, i d ."/ не набуває значень в .0; "/,

отже для кожного x 2 B"0.zi / маємо d0.x; zi / � d ."/.x; zi / D 0. Це завершує

доведення. �

Остання теорема вказує на те, що для будь-якої d 2 CPsU .X/, " > 0 i

� 2 .0; 1/ псевдоультраметрика з формулою

d "
�.x; y/ D

8

<̂

:̂

�d.x; y/; d.x; y/ > ";

0; d.x; y/ < ";

є значно нижчою за d . Множина

D D fd "
�j� 2 Œ0I 1/; " > 0g

є направленою, i

.supD/.x; y/ D lim

"!0
�!1

d "
�.x; y/ D d.x; y/:

Таким чином, отримуємо наступну теорему:

ТЕОРЕМА 3.6. Для будь-якої d 2 CPsU .X/ iснує напрямлена множи-

на компактних псевдоультраметрик, якi є слабко нижчими за d , i supD D d .

Ми довели, що множина CPsU .X/ є неперервною. Вона не є повною,

тому не є областю, але кожна пiдмножина вигляду d# D f� 2 CPsU .X/ j

� � dg для d 2 CPsU .X/ є областю, а саме повною неперервною нижньою
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напiвграткою. Ми описуватимемо їх властивостi в наступному роздiлi. Це до-

зволить застосовувати весь розроблений апарат теорiї областей [13] для задач

класифiкацiї.

Загальнiшим висновком цього пiдроздiлу є те, що наближення знизу псев-

доультраметрик (у змiстi теорiї порядку) є ефективними лише для компа-

ктного випадку. Це не є великим сюрпризом, оскiльки подiбнi обмеження вже

з’являлися ранiше в схожих обставинах, наприклад, для наближень мiр мо-

жливостi чи неадитивних мiр. На практицi компактнiсть вiдповiдає поступо-

вiй класифiкацiї, коли множина класiв (кластерiв тощо) на будь-якому етапi

є скiнченною. Насправдi це трапляється у бiльшостi випадкiв, тому компактнi

псевдоультраметрики цiлком достатнi для бiльшостi застосувань.

3.4. Апроксимацiя згори

Тепер ми отримаємо новi результати щодо вiдношень “значно вище”. Ми

вже пояснили, чому нiчого цiнного (з нашої точки зору, звичайно) не можна

очiкувати за межами .CP sU.X/;6/, тому ми обмежуємо нашу увагу виклю-

чно цiєю частково впорядкованою множиною.

ЛЕМА 3.4.1. Якщо d; d0 2 CPsU .X/ i виконується будь-яке з наведе-

ного нижче:

— iснують x; y 2 X такi, що 0 < d.x; y/ > d0.x; y/;

— d0 досягає довiльно малого додатнього значення;

— d досягає як завгодно малого додатнього значення;

— X нескiнченний;

тодi d0 � d не виконується.
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ДОВЕДЕННЯ. Якщо d0.x; y/ не бiльша за d.x; y/ > 0, тодi розглянемо

(нестрого) спадну послiдовнiсть ультрапсевдометрик dn.u; v/ D .1C 1
n
/d.u; v/

для n 2 N i всiх u; v 2 X . Очевидно infn2N dn D d , але dn.x; y/ > d0.u; v/ для

всiх n 2 N, що суперечить d0 � d .

Отже, якщо d0 � d , то d0.x; y/ > d.x; y/ для всiх x; y 2 X таких, що

d.x; y/ > 0.

Якщо для кожного " > 0 iснують такi x; y 2 X , що 0 < d0.x; y/ < ", то

формула d "
0.x; y/ D 2minfd0.x; y/; "g визначає компактну ультрапсевдоме-

трику таку, що d "
0 66 d0. З iншого з боку, сiм’я F D fd "

0 j " > 0g фiльтрується

i inf F � 0 6 d , тому d0 � d неможливе.

Тепер нехай d0 � d , отже, згiдно з вищенаписаним, iснує � > 0 таке,

що для всiх x; y 2 X ми маємо або d0.x; y/ D 0, або d0.x; y/ > � . Оскiльки

d0 � d означає d0 > d , нерiвнiсть d0.x; y/ > � виконується для всiх x; y 2

X таких, що d.x; y/ > 0. Якщо d досягає як завгодно малих значень, то для

всiх m 2 N iснують " > 0 i точки x1; x2; : : : ; xm такi, що d.xi ; xj / > ", а тому

d0.xi ; xj / > � для всiх i ¤ j . Отже, це суперечить компактностi d0 d0 � d

неможливо i в цьому випадку.

Припустимо, що d0 � d i X – нескiнченна. Також i d , i d0 не досягають

додатнiх значень, менших за деяке � > 0. Число куль вiдносно d0 радiуса

� є скiнченним, отже принаймнi одна з них, скажiмо, B , мiстить принайм-

нi двi точки x1 i x2. Виберемо довiльнi набори B1 i B2, щоб B D B1 t B2,

x1 2 B1, x2 2 B2, i нехай B0 D X n B . Для всiх " > 0 i u; v 2 X покладе-

мо d".u; v/ D 0, якщо u; v знаходяться в одному з наборiв B0; B1; B2, iнакше

d".u; v/ D ". Зрозумiло, що d" 2 CPsU .X/, множина F D fd" j " > 0g фiль-

трована, inf F � 0 6 d , але жодне з d" не передує d0, що також суперечить

d0 � d . �

Таким чином ми приходимо до висновку.
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ТЕОРЕМА 3.7. Для компактних ультрапсевдометрик d; d0 на множи-

нi X виконано d0 � d , якщо i тiльки якщо:

— X скiнченний;

— d0.x; y/ > d.x; y/ для всiх x ¤ y в X .

Це означає, що CPsU .X/ є двоїсто неперервним тодi i тiльки тодi X є

скiнченним, тобто «майже нiколи». Ми виявили, що обмеження зверху змiнює

результат. Отже, розглянемо пiдмножину Od# � CPsU .X/ для деякого фiксо-

ваного Od 2 CPsU .X/.

ОЗНАЧЕННЯ 3.4.2. Нехай d; Od — компактна ультрапсевдометрика на

множинi X така, що d 6 Od . (Невпорядкована) пара fx; yg � X називається

.d; Od/-розтяжною, якщо для всiх " > 0 iснує компактна ультрапсевдометри-

ка d 0 на X така, що:

— d 6 d 0 6 Od ;

— d 0.u; v/ 6 d.u; v/C " для всiх u; v 2 X ;

— d 0.x; y/ > d.x; y/.

Пара точок уX , яка не є .d; Od/-розтяжною, називається .d; Od/-жорсткою.

Отже, .d; Od/-розтяжнiсть пари fx; yg � X означає, що d можна збiльши-

ти як завгодно мало, але не бiльше за Od , так що d.x; y/ збiльшується («розтя-

гується»). Пара fx; yg � X є .d; Od/-жорсткою тодi i тiльки тодi, коли iснує

таке " > 0, що для кожної компактної ультрапсевдометрики d 0 на X так, що

d 6 d 0 6 Od i d 0.u; v/ 6 d.u; v/C" для всiх u; v 2 X , маємо d 0.x; y/ D d.x; y/

(псевдовiдстань не змiнюється).

ТЕОРЕМА 3.8. КласR усiх .d; Od/-жорстких пар уX є найменшим щодо

класу включення невпорядкованих пар у X , який має наступнi властивостi:

a якщо d.x; y/ D Od.x; y/, то fx; yg 2 R;
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b якщо x; y; x0; y0 — це точки вX такi, що fx0; y0g 2 R, d.x; x0/ < d.x0; y0/,

d.y; y0/ < d.x0; y0/, то fx; yg 2 R;

c якщо x; y; z — це точки в X такi, що fx; yg 2 R, fy; zg 2 R i d.x; y/ D

d.y; z/ D d.x; z/, то fx; zg 2 R.

ДОВЕДЕННЯ. Нехай R — це клас усiх .d; Od/-жорстких пар.

Якщо d.x; y/ D Od.x; y/, то d.x; y/ < d 0.x; y/ 6 Od.x; y/ неможливе,

отже цього достатньо для fx; yg 2 R, i (a) виконується.

Якщо x; y; x0; y0 2 X такi, що fx0; y0g 2 R, d.x; x0/ < d.x0; y0/, d.y; y0/ <

d.x0; y0/, звiдки з нерiвностi трикутника d.x; y/ D d.x0; y0/. Виберемо " > 0

так, щоб d.x; x0/ C " < d.x0; y0/, d.y; y0/ C " < d.x0; y0/. Припустимо, що

iснує d 0 2 CPsU .X/ таке, що d 6 d 0 6 Od , d 0.u; v/ 6 d.u; v/ C " для

всiх u; v 2 X i d.x; y/ < d 0.x; y/. Звiдки d 0.x; x0/ < d.x0; y0/ < d 0.x; y/,

d 0.y; y0/ < d.x0; y0/ < d 0.x; y/, тому з нерiвностi трикутника d 0.x0; y0/ D

d 0.x; y/ > d.x; y/ D d.x0; y0/, що суперечить тому, що пара fx; yg є .d; Od/-

жорсткою. Таким чином, пара fx0; y0g не може бути .d; Od/-розтяжною, отже

fx0; y0g 2 R, i (b) вiрне.

Нехай x; y; z — точки в X такi, що fx; yg 2 R, fy; zg 2 R i d.x; y/ D

d.y; z/ D d.x; z/. За припущенням iснує " > 0 таке, що для всiх d 0 2 CPsU .X/

таких, що d 6 d 0 6 Od i d 0.u; v/ 6 d.u; v/ C " для всiх u; v 2 X , жодна

з нерiвностей d.x; y < d 0.x; y/ i d.y; z// < d 0.y; z/ не виконується. Тому

d.x; y/ D d 0.x; y/ i d.y; z/ D d 0.y; z/, що разом з d.x; y/ D d.y; z/ D d.x; z/

означає d.x; z/ D d 0.x; z/, отже пара fx; zg в .d; Od/-жорстка також, тобто ми

показали (c). Це завершує доведення того, що (a), (b) i (c) виконуються для кла-

су R усiх .d; Od/-жорстких пар.

Тепер нехай R0 буде найменшим класом пар у X , що задовольняє (a),

(b) i (c), тобто R0 мiстить усi пари, описанi (a) а також усi пари, до яких ми

потрапляємо через скiнченну кiлькiсть застосувань (b) i (c). Припустимо, що
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fx; yg .d; Od/-жорсткi, але fx; yg … R0, тодi r D Od.x; y/ > 0 (очевидно, що всi

пари fx; yg такi, що Od.x; y/ D 0 через (a) знаходяться в R0).

Спочатку розглянемо випадок d.x; y/ D 0. Позначимо через B кулю

Br .y/ вiдносно Od , i нехай A D X n B , тодi множини A i B є вiдкритими до-

повненнями одна до одної, x 2 A i y 2 B . Очевидно, що Od.u; v/ > r для всiх

u 2 A, v 2 B .

Для кожного " > 0 формула

d".u; v/ D

8

<̂

:̂

d.u; v/; u; v 2 A або u; v 2 B;

max

˚

d.u; v/;minfr; "g
	

; u 2 A; v 2 B або u 2 B; v 2 A;

;

де u; v 2 X , визначає компактну ультрапсевдометрику d" на X таку, що d 6

d" 6 Od , d".u; v/ 6 d.u; v/C " для всiх u; v 2 X , i d".x; y/ > d.x; y/ D 0. Це

суперечить .d; Od/-жорсткостi fx; yg.

Тепер нехай d.x; y/ D � > 0. Нехай C — це замкнена куля NB� .c/ вiд-

носно d , тодi її непорожнi перетини з вiдкритими кулями радiусiв � щодо Od

є скiнченним розбиттям C1 t C2 t : : : t Ck D C . Зауважимо, що x i y знахо-

дяться в рiзних Ci i Cj , отже k > 2. Виберемо довiльнi z1 2 C1, z2 2 C2, . . . ,

zk 2 Ck . Легко побачити, що для всiх u 2 Ci , v 2 Cj рiвностi d.u; v/ D � i

d.zi ; zj / D � еквiвалентнi, i, крiм того, якщо d.u; v/ D d.zi ; zj / D � , то пари

fu; vg i fzi ; zj g або обидвi є в R0 або обидвi не в R0.

З компактностi iснує ı > 0 таке, що d.u; v/ > � C ı для всiх u 2 C ,

v 2 X n C i d.zi ; zj / C ı < Od.zi ; zj / для всiх fzi ; zj g … R0 (нагадаємо, що

d.zi ; zj / D Od.zi ; zj / передбачає fzi ; zj g 2 R0).

Для всiх " > 0 формула

d".u; v/ D

8

<̂

:̂

d.u; v/C minfı; "g; u 2 C; v 2 C; d.u; v/ D �; fu; vg … R0;

d.u; v/ iнакше;
u; v 2 X;
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визначає функцiю так, що d 6 d" 6 Od , d".u; v/ 6 d.u; v/C " для всiх u; v 2 X

i d".x; y/ > d.x; y/ (ми припустили ранiше fx; yg … R0). Вона невiд’ємна, си-

метрична i задовольняє d".u; u/ � 0, тому, щоб довести, що d" є псевдоультра-

метрикою, достатньо,показати, що (пiдсилена) нерiвнiсть трикутника не може

не виконуватися.

Єдина можливiсть зазнати невдачi — це iснування u; v;w 2 C що

d".u; v/ D �; d".v;w/ 6 �; d".u;w/ > �:

Якщо d".u; v/ D d".v;w/ D � , то fu; vg 2 R0, fv;wg 2 R0, отже d.u; v/ D

d.v;w/ D � H) d.u;w/ 6 � . З урахуванням d".u;w/ > � отримуємо

fu;wg … R0, що суперечить (c).

Якщо d".u; v/ D � , d".v;w/ < � , то fu; vg 2 R0, d.v;w/ < d.u; v/, тому

fu;wg 2 R0 за (b), що передбачає d.u;w/ D d.u; v/ D � i d".u;w/ D � , i ми

знову прийшли до протирiччя.

Таким чином d" є компактною псевдоультраметрикою (компактнiсть ви-

пливає з d" 6 Od ), а це суперечить .d; Od/-жорсткостi fx; yg.

Ми показали, що не iснує .d; Od/-жорсткої пари, яка б не була в R0, от-

же, найменшим класом, який задовольняє (a), (b), (c), є саме клас усiх .d; Od/-

жорстких пар у X . �

Тепер ми готовi описати вiдношення “значно вище” в Od# � .CP sU.X/;6/.

ТЕОРЕМА 3.9. Для компактних ультрапсевдометрик d; d0 2 Od#, d0 �

d в . Od#;6/ тодi i тiльки тодi

— d 6 d0;

— iснує � > 0 таке, що d0.x; y/ > minf�; Od.x; y/g для всiх x; y 2 X;

— для всiх x; y 2 X , якщо пара x; y є .d; Od/-розтягуваною, тодi d.x; y/ <

d0.x; y/.

ДОВЕДЕННЯ. Необхiднiсть. Очевидно, d 6 d0 необхiдно для d0 � d .
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Припустимо, d0 � d у . Od#;6/ i покладемо d � .x; y/ D minf�; Od.x; y/g

для � > 0 i всiх x; y 2 X . Тодi d � є компактною псевдоультраметрикою, мно-

жина F D fd � j � > 0g фiльтрована, а її точна нижня грань дорiвнює 0 6 d ,

отже за припущенням d � 6 d0 для деякого � > 0. Таким чином

minf�; Od.x; y/g 6 d0.x; y/ 6 Od.x; y/

для всiх x; y 2 X .

Доведення, що третя умова необхiдна, можна “витягнути” з доведення

попередньої теореми. Якщо пара x; y є .d; Od/-розтягуваною, але d.x; y/ D

d0.x; y/, тодi ми можемо побудувати, як описано вище, для всiх " > 0 компа-

ктну псевдоультраметрику d" таку, що d 6 d" 6 Od , d".u; v/ 6 d.u; v/ C "

для всiх u; v 2 X i d".x; y/ > d.x; y/ D d0.x; y/. Очевидно, що сiм’я

F D fd" j " > 0g вiдфiльтрована, inf F D d , а d" 6 d0 не виконується

для всiх " > 0, що суперечить d0 � d .

Достатнiсть. Припустимо, що сформульованi умови задовольняються для

d , d0 i � , i нехай fd˛ j ˛ 2 Ag буде фiльтрованою сiм’єю в Od# такою, що її то-

чна нижня грань d 0 в CPsU .X/ iснує i передує d .

Iснує лише скiнченна кiлькiсть неперетинних куль B1 D B� .x1/, B2 D

B� .x2/, . . . , Bk D B� .xk/ радiуса � щодо Od .

Будь-яка куля радiуса r > � вiдносно псевдоультраметрики � 2 Od# є

об’єднанням деяких iз цих Bi .

Вiдповiдно до твердження 3.2.6, для всiх i ¤ j d 0.xi ; xj / D inffd˛ j ˛ 2

Ag 6 d.xi ; xj / є вiрним.

Знову позначимо через R клас усiх .d; Od/-жорстких пар у X .

Якщо d.xi ; xj / D d0.xi ; xj /, то d0.xi ; xj / D Od.xi ; xj /, отже, усi d˛.xi ; xj /

меншi або дорiвнюють d0.xi ; xj /. Iнакше d 0.xi ; xj / 6 d.xi ; xj / < d0.xi ; xj /,

отже, є ˛ij 2 A таке, що d˛ij
.xi ; xj / < d0.xi ; xj /. Завдяки фiльтрацiї ми мо-
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жемо вибрати d
 , що передує всiм d˛ij
, тодi d
 .xi ; xj / < d0.xi ; xj / для всiх

i ¤ j .

Тепер ми покажемо, що d
 .u; v/ 6 d0.u; v/ для всiх u; v 2 X . Якщо вони

в однiй кулi Bi , то Od.u; v/ 6 � , тому d
 .u; v/ 6 minf�; Od.u; v/g 6 d0.u; v/.

Припустимо, d
 .u; v/ > d0.u; v/ для деяких u 2 Bi , v 2 Bj , i ¤ j . Бе-

ручи до уваги d
 .u; v/ 6 Od.u; v/ та d0.u; v/ > minf�; Od.u; v/g, отримати

� < d0.u; v/ < d
 .u; v/ 6 Od.u; v/. За припущенням i нерiвнiстю трикутника

d0.u; xi / 6 Od.u; xi / 6 �; d0.v; xj / 6 Od.v; xj / 6 �

H) d0.xi ; xj / D d0.u; v/ > �:

Аналогiчно,

d
 .u; xi / 6 Od.u; xi / 6 �; d
 .v; xj / 6 Od.v; xj / 6 �

H) d
 .xi ; xj / D d
 .u; v/ > �;

отже d
 .xi ; xj / > d0.xi ; xj /, що суперечить способу вибору 
 .

Таким чином, ми приходимо до необхiдної нерiвностi d
 .u; v/ 6 d0.u; v/

для всiх u; v 2 X i деякого 
 2 A, що завершує доведення, що d0 значно вище

за d . �

З доведення останньої теореми ми можемо отримати метод для побудови

псевдоультраметрики значно вище за d у Od# � CPsU .X/.

ТВЕРДЖЕННЯ 3.4.3. Для всiх компактних псевдоультраметрик d 6 Od

на множинi X i " > 0 iснує компактна псевдоультраметрика d0 така, що

d0 � d в Od# i d0.u; v/ 6 d.u; v/C " для всiх u; v 2 X .

ДОВЕДЕННЯ. Iснує лише скiнченна кiлькiсть неперетинних куль B1 D

B".z1/, B2 D B".z2/, . . . , Bk D B".zk/ щодо Od . Тодi:

— Od.u; v/ D Od.zi ; zj / для всiх u 2 Bi , v 2 Bj , i ¤ j ;
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— якщо u 2 Bi , v 2 Bj , i ¤ j i d.zi ; zj / > ", то d.u; v/ D d.zi ; zj / i пари

fu; vg i fzi ; zj g або обидва .d; Od/-розтяжнi, або обидвi .d; Od/-жорсткi.

Розглянемо множину Z D fz1; z2; : : : ; zkg з псевдоультраметрикою

�.zi ; zj / D

8

<̂

:̂

d.zi ; zj /; d.zi ; zj / > ";

0; d.zi ; zj / < ";

1 6 i ;j 6 k;

i з обмеженням Md псевдоультраметрики Od . Тодi пари fzi ; zj g такi, що �.zi ; zj / >

0 є .d; Od/-жорсткi уX тодi i тiльки тодi, коли вони є .�; Md/-жорсткi уZ. Можна

знайти клас R усiх .�; Md/-жорстких пар у скiнченнiй множинi Z за скiнченну

кiлькiсть крокiв, застосовуючи циклiчно (a), (b ), i (c) до всiх пар fzi ; zj g … R,

доки жодна нова пара не приєднається до R протягом усього циклу.

Тепер виберемо � так, щоб:

— 0 < � < ";

— якщо fij ; zj g 2 R, то немає компактної ультрапсевдометрики �0 на Z

такої, що � 6 �0 6 Md , �0.zp; zq/ 6 �.zp ; zq/C � для всiх 1 6 p;q 6 k, i

�0.zi ; zj / > �.zi ; zj /;

— природна вiдстань мiж усiма рiзними значеннями d або Od , що бiльша

або дорiвнює ", бiльша нiж � .

Тепер для всiх fzi ; zj g … R виберемо компактну псевдоультраметрику

�ij наZ таку, що � 6 �ij 6 Md , �ij .zp; zq/ 6 �.zp ; zq/C� для всiх 1 6 p;q 6 k i

�ij .zi ; zj / > �.zi ; zj /. Тодi поточковий супремум �0 усiх �ij є псевдоультраме-

трикою на Z, що задовольняє � 6 �0 6 Md , �.zi ; zj / < �
0.zi ; zj / 6 �.zi ; zj /C �

для всiх fzi ; zj g … R i �0.zi ; zj / D �.zi ; zj / для всiх fzi ; zj g 2 R.

Використовуючи попередню теорему, легко перевiрити, що формула

d0.u; v/ D

8

<̂

:̂

minf"; Od.u; v/g; d.u; v/ < ";

�0.zi ; zj /; d.u; v/ > "; u 2 Bi ; v 2 Bj ;

u; v 2 X;
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визначає псевдоультраметрику d0 � d у Od# таку, що d0.u; v/ 6 d.u; v/ C "

для всiх u; v 2 X . �

Тепер для фiксованого d 6 Od i всiх n D 1; 2; 3; : : : ми можемо знайти

псевдоультраметрики dn такi, що d 6 dn 6 Od , dn � d i dn.u; v/ 6 d.u; v/C 1
n

для всiх u; v 2 X . Тодi псевдоультраметрики d1, d1 _ d2, d1 _ d2 _ d3, . . . ,

розташованi значно вище за d в Od , утворюють нестрого спадну послiдовнiсть,

а їх нижня грань дорiвнює d . Таким чином, ми отримали:

ТЕОРЕМА 3.10. Частково впорядкована множина . Od#;6/ для компа-

ктної псевдоультраметрики Od на множинi X є двоїсто неперервною.

Враховуючи теорему 3.6, отримуємо двонеперервнiсть . Od#;6/.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дисертацiї:

(1) Описано гратковi операцiї у поточково впорядкованiй множинi всiх псев-

доультраметрик на фiксованiй множинi X i доведено, що пiдмножини

всiх компактних псевдоультраметрик i всiх локально компактних псев-

доультраметрик на злiченнiй множинi X не є напрямленими вгору.

(2) Доведено, що у множинi компактних псевдоультраметрик на довiльнiй

множинi X iнфiмум двох елементiв дистрибутивний щодо супремума

довiльної кiлькостi елементiв, а для множин всiх псевдоультраметрик

на злiченнiй множинi X та всiх локально компактних псевдоультраме-

трик на злiченнiй множинi X ця властивiсть не виконана.

(3) Доведено, що некомпактну псевдоультраметрику на довiльнiй множинi

X у множинi всiх псевдоультраметрик наX чи у множинi всiх локально

компактних псевдоультраметрик на X апроксимує знизу тiльки тривi-

альна псевдометрика.
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(4) За допомогою допомiжного вiдношення “бути слабко значно нижче”

отримано необхiднi i достатнi умови того, що компактна псевдоультра-

метрика d0 апроксимує знизу компактну псевдоультраметрику d1, i до-

ведено, що кожна компактна псевдоультраметрика є точною верхньою

гранню напрямленої вгору множини компактних псевдоультраметрик,

що апроксимують її знизу.

(5) Доведено, що жодна компактна псевдоультраметрика на нескiнченнiй

множинi X не апроксимує згори компактну псевдоультраметрику на

цiй множинi.

(6) Отримано опис вiдношення апроксимацiї згори i алгоритм побудови

апроксимуючих згори елементiв у множинi всiх компактних псевдоуль-

траметрик на фiксованiй множинi X , що не перевищують даної компа-

ктної псевдоультраметрики, з чого випливає двонеперервнiсть цiєї час-

тково впорядкованої множини.

Результати третього роздiлу опублiковано в статтях [35, 40, 67], а також

доповiдалися на конференцiях [36, 37] i наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 4

ПРОСТОРИ КОМПАКТНИХ ПСЕВДОУЛЬТРАМЕТРИК ТА ЇХ

ВКЛАДЕННЯ У НОРМОВАНI ВЕКТОРНI ПРОСТОРИ

У попередньому роздiлi виявилось, що поточково впорядкована множина

всiх псевдоультраметрик, що не перевищують даної компактної псевдоультра-

метрики, на фiксованiй множинi X , є двоїсто неперервною. Це спонукає до-

слiдити топологiї, що визначаються частковим порядком, зокрема, з’ясувати

їх метризовнiсть.

Ми запровадимо метрики двома способами i покажемо, що вони ком-

пактнi i топологiчно еквiвалентнi. Один цих способiв — через пiдграфiки —

успiшно застосовувався Олегом Никифорчином у дослiдженнi неадитивних

мiр. Iнший, бiльш традицiйний — метрика рiвномiрної збiжностi. Ми дове-

демо, що цi метрики задають ту саму компактну топологiю, яка одночасно

задовольняє вимоги до топологiї Лоусона i двоїстої топологiї Лоусона. Як

наслiдок, буде показано, що розглядувана частково впорядкована множина є

зв’язано двонеперервною.

Одночасно ми запропонуємо дуальний у певному сенсi метод метриза-

цiї через надграфiки i покажемо, що граничним значенням є метрика у стилi

Гартоґа-де Вiнка, яка, однак, не узгоджується з розглядуваним порядком.

Оскiльки буде обґрунтовано адекватнiсть метрики рiвномiрної збiжностi

при дослiженнi множин псевдоультраметрик, ми перейдемо до вивчення вкла-

день цих множин у простори функцiй з нормами рiвномiрної збiжностi. Головнi

результати у цьому напрямку стосуються породжених множинами псевдоуль-

траметрик замкнених конусiв i замкнених пiдпросторiв у банахових просторах

неперервних функцiй двох змiнних.
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Ми також розглянемо iдемпотентнi узагальнення нормованих векторних

просторiв i покажемо, що псевдоультраметрики утворюють замкнений пiдпро-

стiр повного нормованого iдемпотентного векторного простору, породжений

псевдоультраметриками досить простої будови.

4.1. Пiдграфiки та надграфiки обмеженої псевдоультраметрики

ОЗНАЧЕННЯ 4.1.1. Пiдграфiком (або гiпографом) псевдоультраметрики

d на множинi X називаємо множину

sub d D
˚

.x; y; a/
ˇ
ˇ x; y 2 X; 0 6 a 6 d.x; y/

	

:

ОЗНАЧЕННЯ 4.1.2. Надграфiком (або епiграфом) псевдоультраметрики

d на множинi X називаємо множину

epi d D
˚

.x; y; a/
ˇ
ˇ x; y 2 X; d.x; y/ 6 a

	

:

Тодi sub d; epi d � X � X � Œ0;C1/, а для обмеженої d маємо

sub d � X � X � Œ0;M � та epi d � X � X � ŒM;C1/ для всiх M > maxd .

Зокрема, обмеженими є всi компактнi псевдоультраметрики. Очевидно, для

всiх d1; d2 2 PsU .X/ нерiвнiсть d1 6 d2 еквiвалентна sub d1 � sub d2 та

epi d1 � epi d2.

Зафiксуємо на X обмежену псевдоультраметрику Od , i нехай усi псевдо-

ультраметрики d вiдтепер будуть у цьому роздiлi знаходитися в Od#, тобто

d 6 Od (отже, sub d � sub

Od ), отже, теж будуть обмеженими.

Надалi для кожної псевдоультраметрики Od на множинi X розглядаємо

псевдометрику � на множинi X �X � Œ0;C1/ , визначену формулою:

�..x1; y1; a1/; .x2; y2; a2// D maxf Od.x1; x2/; Od.y1; y2/; ja1 � a2jg:

ЛЕМА 4.1.3. Для кожної псевдоультраметрики d 2 Od# множини sub d ,

epi d замкненi в X � X � Œ0;C1/.
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ДОВЕДЕННЯ. Розглянемо доповнення до sub d у X � X � Œ0;C1/. По-

кажемо, що це вiдкрита множина. Нехай .x0; y0; a0/ 2 X�X�Œ0;C1/nsub d ,

тобто a0 > d.x0; y0/. Тодi " D a0�d.x0;y0/
2

> 0.

Переконаємося, що куля щодо � з центром .x0; y0; a0/ i радiусом " мi-

ститься в X � X � Œ0;C1/ n sub d . Якщо �..x0; y0; a0/; .x; y; a// < ", тодi

d.x0; x/ 6 Od.x0; x/ < ", d.y0; y/ 6 Od.y0; y/ < ", отже d.x; y/ < d.x0; y0/C ",

a > a0 � ". Беручи до уваги рiвнiсть d.x0; y0/ C " D a0 � ", отримуємо

d.x; y/ < a, тобто .x; y; a/ … sub d , що завершує доведення замкненостi sub d .

Замкненiсть epi d доводиться аналогiчно. �

ЛЕМА 4.1.4. Для псевдоультраметрики d 2 Od# iстинне наступне:

1) X �X � f0g � sub d ;

2) для всiх .x; y; b/ 2 sub d i a 2 Œ0; b� ми маємо .x; y; a/ 2 sub d ;

3) якщо .x; y; a/ 2 sub d , то .y; x; a/ 2 sub d ;

4) якщо .x; x; a/ 2 sub d , то a D 0;

5) для всiх x; y; z 2 X , якщо .x; z; a/ 2 sub d , то .x; y; a/ 2 sub d або

.y; z; a/ 2 sub d .

ДОВЕДЕННЯ. 1) За означенням d.x; y/ � 0 для всiх x; y 2 X , тому

.x; y; 0/ 2 sub d .

2) Якщо a 2 Œ0; b� i .x; y; b/ 2 sub d , то 0 6 a � b � d.x; y/ 2 sub d ,

отже, .x; y; a/ 2 sub d .

3) З рiвностi d.x; y/ D d.y; x/ випливає a � d.x; y/ ” a � d.y; x/,

тому .x; y; a/ 2 sub d еквiвалентне до .y; x; a/ 2 sub d .

4) За означенням .x; x; a/ 2 sub d ” 0 6 a 6 d.x; x/ D 0, тобто

a D 0.

5) Нехай .x; y; a/ … sub d i .y; z; a/ … sub d , тодi d.x; y/ < a, d.y; z/ <

a, i, за нерiвнiстю трикутника, d.x; z/ 6 maxfd.x; y/; d.y; z/g < maxfa; ag D

a, що суперечить припущенню .x; z; a/ 2 sub d , тобто a 6 d.x; z/. �
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Зауважимо, що 1)–5) iстиннi i для самого пiдграфiка Od , i виконано sub d �

sub

Od для всiх d 2 Od#.

Тепер опишемо пiдмножини, якi є пiдграфiками псевдоультраметрик, що

передують фiксованiй обмеженiй псевдоультраметрицi Od , обмеженiй згори чи-

слом M .

ТВЕРДЖЕННЯ 4.1.5. Нехай псевдоультраметрика Od обмежена згори

числом M , F � X �X � Œ0;M �. Множина F задовольняє умови:

1) F мiститься в sub Od i замкнена в X �X � Œ0;M � вiдносно �;

2) X �X � f0g � F ;

3) якщо .x; x; a/ 2 F , то a D 0;

4) якщо .x; y; b/ 2 F , то .x; y; a/ 2 F для всiх a 2 Œ0; b�;

5) якщо .x; y; a/ 2 F , то .y; x; a/ 2 F ;

6) для всiх x; y; z 2 X , якщо .x; z; a/ 2 F , то виконано .x; y; a/ 2 F або

.y; z; a/ 2 F ;

тодi i тiльки тодi, коли iснує псевдоультраметрика d � Od така, що F D

sub d .

ДОВЕДЕННЯ. Необхiднiсть 1)–6) була доведена вище. Тепер покажемо

достатнiсть.

Маючи пiдграфiк sub d , можна вiдновити псевдоультраметрику насту-

пним чином: d.x; y/ D maxfa 2 Œ0I C1/ j .x; y; a/ 2 sub dg. Отже, єдина d

iз пiдграфiком F (якщо вона iснує) має бути рiвною:

d.x; y/ D supfa 2 Œ0IM�j.x; y; a/ 2 F g:

Покажемо, що така d справдi є псевдоультраметрикою. Перевiримо озна-

чення.
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Iснування та невiд’ємнiсть супремуму гарантуєтьсяX �X �f0g � F , от-

же fa 2 Œ0IM� j .x; y; a/ 2 F g � f0g, а множина, про яку йде мова, непорожня

i обмежена зверху M .

З замкненостi F випливає замкненiсть F \
�

fxg � fyg � Œ0IM�
�

, тому

множина fa 2 Œ0IM�j.x; y; a/ 2 F g � R теж замкнена, непорожня, обмежена,

i мiстить найбiльший елемент b D supfa 2 Œ0IM�j.x; y; a/ 2 F g. Оскiльки

.x; y; b/ 2 F , то тут досягнуто найменшої верхньої гранi, тому ми можемо

написати d.x; y/ D maxfa 2 Œ0IM�j.x; y; a/ 2 F g.

Обчислимо d.x; x/ D supfa 2 Œ0IM�j.x; x; a/ 2 F g. З 3) єдиним a тут є

a D 0, отже d.x; x/ D 0.

Щоб перевiрити симетрiю, зауважимо, що з 5) випливає

d.x; y/ D supfa 2 Œ0IM�j.x; y; a/ 2 F g D fa 2 Œ0IM�j.y; x; a/ 2 F g D d.y; x/:

Щоб показати нерiвнiсть трикутника, покладемо a D d.x; y/, b D d.y; z/,

c D d.x; z/. Згiдно 6) з .x; z; c/ 2 F випливає .x; y; c/ 2 F або .y; z; c/ 2 F ,

звiдки c 6 a або c 6 b. Таким чином, c 6 maxfa; bg, що завершує доведення

того, що d є псевдоультраметрикою.

За припущенням леми d.x; y/ 6 Od.x; y/ для всiх x; y 2 X .

З побудови d маємо .x; y; d.x; y// 2 F для всiх x; y 2 X , i з 4) випливає

.x; y; a/ 2 F для всiх a 2 Œ0; d.x; y/�. Тому sub d � F .

З iншого боку, з означення d.x; y/ D supfa 2 Œ0IM�j.x; y; a/ 2 F g i 4)

маємо F � sub d .

Це завершує доведення того, що у припущеннях 1–6) множина F є пiд-

графiком псевдоультраметрики d , що передує Od . �

ЗАУВАЖЕННЯ 4.1.6. Пункт 3) вище є наслiдком F � sub

Od у 1) i 3) для

sub

Od , тому його перевiрку можна опустити.
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Зрозумiло, що, якщо псевдоультраметрика Od є компактною, то d є непе-

рервною вiдносно Od , отже теж є компактною псевдоультраметрикою. Надалi

нас переважно цiкавитиме саме цей випадок.

Аналогiчно можемо описати пiдмножини, якi є надграфiками псевдоуль-

траметрик, що передують псевдоультраметрицi Od .

ТВЕРДЖЕННЯ 4.1.7. Нехай псевдоультраметрика Od обмежена згори

числом M , F � X �X � Œ0;C1/. Множина F задовольняє умови:

1) F мiстить epi Od i замкнена в X �X � Œ0;C1/ вiдносно �;

2) X �X � ŒM;C1/ � F ;

3) .x; x; 0/ 2 F для довiльного x 2 X;

4) якщо .x; y; a/ 2 F , то .x; y; b/ 2 F для всiх b > a;

5) якщо .x; y; a/ 2 F , то .y; x; a/ 2 F ;

6) для всiх x; y; z 2 X , якщо .x; y; a/ 2 F , .y; z; a/ 2 F , то виконано

.x; z; a/ 2 F ;

тодi i тiльки тодi, коли iснує псевдоультраметрика d � Od така, що F D

sub d .

Тут теж пункт 2) випливає з X � X � Œ0;C1/ � epi

Od та 1), тому його

перевiрку можна опустити.

4.2. Метризацiя через пiдграфiки

Нагадаємо, що множина всiх непорожнiх замкнених пiдмножин (псев-

до)метричного простору .X; d/ називається гiперпростором цього простору

i позначається expX . Її можна надiлити метрикою Гаусдорфа

dH .A;B/ D max

˚

supfd.a;B/ j a 2 Ag; supfd.b;A/ j b 2 Bg
	

для кожних A;B 2 expX .
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Зафiксуємо псевдоультраметрику Od на X , обмежену згори числом M ,

тодi формула

�..x1; y1; a1/; .x2; y2; a2// D maxf Od.x1; x2/; Od.y1; y2/; ja1 � a2jg

визначає псевдометрику на добутку X � X � Œ0;M �. Вiдповiдно на множинi

exp.X �X � Œ0;M �/ непорожнiх замкнених пiдмножин X �X � Œ0;M � маємо

метрику Гаусдорфа �H .

Оскiльки було показано, що iснує однозначна вiдповiднiсть мiж компа-

ктними псевдоультраметриками та їх пiдграфiками, ми можемо визначити вiд-

стань (метрику) мiж d1; d2 2 Od# як вiдстань Гаусдорфа мiж їхнiми пiдграфi-

ками: D
Od

H .d1; d2/ D �H .sub d1; sub d2/, тобто

D
Od

H .d1; d2/ D maxf sup

u2subd1

�.u; sub d2/; sup

v2subd2

�.v; sub d1/g

де �.u; sub d2/ D infv2subd2
�.u; v/, i аналогiчно для �.v; sub d1/.

ЛЕМА 4.2.1. Множина

S D
˚

sub d
ˇ
ˇ d — псевдоультраметрика на X; d � Od

	

замкнена в гiперпросторi exp.X �X � Œ0;M �/.

ДОВЕДЕННЯ. Ми збираємося довести, що множина всiх F 2 exp.X �

X � Œ0;M �/, якi задовольняють умови останнього твердження, замкнена.

Якщо F 6� sub

Od , то є точка .x0; y0; a0/ 2 .X � X � Œ0;M �/ n sub

Od ,

а через замкненiсть sub

Od iснує куля Bı

�

.x0; y0; a0/
�

з порожнiм перетином з

sub

Od . Тому для будь-якогоG 2 exp.X�X�Œ0;M �/ такого, що �H .G; F / < ı,

маємо G \ Bı

�

.x0; y0; a0/
�

¤ ¿, отже G 6� sub

Od . Таким чином, множина

всiх F 2 exp.X � X � Œ0;M �/ таких, що F � sub

Od , тобто виконується 1), є

замкненою. Нагадаємо, що 3) також iстинне для всiх цих F .

Аналогiчно, якщоX�X�f0g 6� F , то iснує .x0; y0; 0/ 2 .X�X�Œ0;M �/n

F i тому куля Bı

�

.x0; y0; a0/
�

, яка має порожнiй перетин з F . Тодi для G 2
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exp.X � X � Œ0;M �/ нерiвнiсть �H .G; F / < ı випливає .x0; y0; 0/ … G, отже,

G також не задовольняє 2). Таким чином, 2) видiляє замкнену пiдмножину в

exp.X �X � Œ0;M �/.

Якщо 4) не виконується для F 2 exp.X � X � Œ0;M �/, то є 0 6 a0 <

b0 6 M i x0; y0 2 X так, що .x0; y0; b0/ 2 F , але .x0; y0; a0/ … F . Вибе-

ремо ı > 0 таке, що Bı

�

.x0; y0; a0/
�

, який має порожнiй перетин з F . Якщо

G 2 exp.X � X � Œ0;M �/ i �H .G; F / < ı=2, то iснує .x; y; b/ 2 G така що

�
�

.x; y; b/; .x0; y0; b0/
�

< ı=2. Позначимо a D maxf0; a0 C .b � b0/g, i заува-

жимо, що 0 6 a 6 b i �
�

.x; y; a0/; .x0; y0; a/
�

6 �
�

.x; y; b/; .x0; y0; b0/
�

, отже

�
�

.x; y; a/; .x0; y0; a0/
�

< ı=2. Звiдси

�
�

.x; y; a/; F
�

> �
�

.x; y; a/; .X �X � Œ0;M �/ n Bı..x0; y0; a0//
�

> ı=2;

отже .x; y; a/ … G. Беручи до уваги .x; y; b/ 2 G, ми бачимо, що всi G 2

exp.X �X � Œ0;M �/ такi, що �H .G; F / < ı=2, не задовольняють 4).

Припустимо, що множина F не задовольняє 5), тобто .x0; y0; a0/ 2 F ,

але .y0; x0; a0/ … F . З замкненостi F випливає, що iснує ı > 0 таке, що

Bı..y0; x0; a0//
T
F D ¿. Нехай G 2 exp.X � X � Œ0;M �/ буде таким, що

�H .G; F / < ı=2. Далi, з одного боку, iснує точка .x; y; a/ 2 G така, що

�
�

.x; y; a/; .x0; y0; a0/
�

< ı=2. З iншого боку, з �
�

.y; x; a/; .y0; x0; a0/
�

< ı=2

маємо

�
�

.y; x; a/; F
�

> �
�

.y; x; a/; .X �X � Œ0;M �/ n Bı..y0; x0; a0//
�

> ı=2;

отже .y; x; a/ … G. Таким чином, 5) не виконується для всiх G таких, що

�H .G; F / < ı=2, i множина усiх F 2 exp.X � X � Œ0;M �/ таких, що 5) вико-

нується, є замкненою.

Нехай F 2 exp.X �X � Œ0;M �/ не задовольняє 6), тобто є x0; y0; z0 2 X

i c0 2 Œ0;M � такi, що .x0; z0; c0/ 2 F , але .x0; y0; c0/ … F , .y0; z0; c0/ … F .

Виберемо ı > 0 так, щоб Bı.x0; y0; c0//
T
F D Bı.y0; z0; c0//

T
F D ¿.
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Якщо G 2 exp.X � X � Œ0;M �/, �H .G; F / < ı=2, то є .x; z; c/ 2 G така, що

�
�

.x; z; c/; .x0; z0; c0/
�

< ı=2. Звiдси випливає

�
�

.x; y0; c/; .x0; y0; c0/
�

< ı=2; �
�

.y0; z; c/; .y0; z0; c0/
�

< ı=2;

тому

�
�

.x; y0; c/; G
�

> ı=2; �
�

.y0; z; c/;G
�

> ı=2;

отже .x; y0; c/ … G, .y0; z; c/ … G. Таким чином, такi G не задовольняють 6),

що завершує доведення того, що родина S є замкненою множиною в exp.X �

X � Œ0;M �/. �

Вiдомо, що для компактної (псевдо)метрики d метричний простiр

.expX; dH / також є компактним. Отже, для будь-якого Od 2 CPsU .X/ i числа

M > max

Od , з компактностi добутку X � X � Œ0;M � вiдносно введеної вище

псевдометрики

�..x1; y1; a1/; .x2; y2; a2// D maxf Od.x1; x2/; Od.y1; y2/; ja1 � a2jg

випливає, що множина exp.X �X � Œ0;M �/ непорожнiх замкнених пiдмножин

X �X � Œ0;M � з метрикою �H є компактною.

Замкнена пiдмножина метричного компакта також є метричним компа-

ктом, тому ми вiдразу отримуємо:

НАСЛIДОК 4.2.2. Для компактної псевдоультраметрики Od на X мно-

жина Od# � CPsU .X/ з метрикою D
Od

H є компактним метричним просто-

ром.

Надалi вважаємо Od компактною. Ми отримали компактну метрику на пiд-

множинi Od#. Покажемо, що точнi верхнi гранi в гратцi Od# є неперервними вiд-

носно цiєї метрики.

Зрозумiло, що sub supfd1; d2g D sub d1 [ sub d2 для будь-яких d1; d2 2

Od#. Крiм того:
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ЛЕМА 4.2.3. Якщо множина fd˛ j ˛ 2 Ag � Od# є непорожньою, то

supfd˛ j ˛ 2 Ag iснує, i рiвнiсть sub supfd˛ j ˛ 2 Ag D Cl

S

˛2A sub d˛

виконується для його пiдграфiку.

ДОВЕДЕННЯ. За наведеним вище спостереженням ми можемо припу-

стити без втрати загальностi, що множина fd˛j˛ 2 Ag напрямлена, тодi мно-

жина fsub d˛j˛ 2 Ag � exp.X � X � Œ0;M �/ пiдграфiкiв також напрямлена, i

всi її елементи F˛ D sub d˛ задовольняють умови 1)–6) вище. Тодi легко пере-

вiрити, що множина F D Cl.
S

˛2A F˛/ задовольняє 1)–6), отже, це пiдграфiк

єдиної компактної псевдоультраметрики d 2 Od#. Очевидно, для будь-якого

d 0 2 Od# :

d 0 > d˛ для всiх ˛ 2 A ” sub d 0 � sub d˛ для всiх ˛ 2 A

” sub d 0 � Cl

[

˛2A

sub d˛ D sub d

” d 0 > d;

тобто d є найменшою верхньою гранню всiх d˛. �

ЗАУВАЖЕННЯ 4.2.4. Якщо множина fd˛j˛ 2 Ag непорожня i замкнена в

Od# щодо D
Od

H , тобто множина вiдповiдних пiдграфiкiв є замкненою вiдносно

вiдстанi Гаусдорфа, то об’єднання
S

˛2A sub d˛ замкнене i є є пiдграфiком

супремуму d , про який йдеться.

Отже, ми отримуємо вiдображення sup W exp. Od#/ ! Od#, яке при перехо-

дi до пiдграфiкiв дiє просто як об’єднання замкненої сiм’ї замкнених множин.

Добре вiдомо i легко перевiрити, що така операцiя об’єднання є неперервною

вiдносно метрики Гаусдорфа. Нагадаємо, що компактна гаусдорфова (отже,

повна) топологiчна верхня пiвгратка S така, що вiдображення sup W expS ! S

є незперервною щодо топологiї Вiєторiса на гiперпросторi expS , називається

компактною гаусдорфовою верхньою напiвграткою Лоусона [13]. З того, що
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топологiя Вiєторiса на гiперпросторi метричного компакта iндукується метри-

кою Гаусдорфа, ми доходимо до висновку.

НАСЛIДОК 4.2.5. Напiвгратка Od# з топологiєю, iндукованоюD
Od

H є ком-

пактною гаусдорфовою верхньою напiвґраткою Лоусона.

Запропонований метод метризацiї має суттєвий недолiк: вiн залежить вiд ви-

бору псевдоультраметрики Od вибраної “вище” псевдоультраметрики. Пiзнiше

ми покажемо, що для будь-яких Od; Nd 2 CPsU .X/ вiдстанi D
Od

H i D
Nd

H iндуку-

ють ту саму топологiю на Od# \ Nd#.

4.3. Метрика рiвномiрної збiжностi

Усi d1; d2 2 Od# � CPsU .X/ є обмеженими функцiями на X , тому ми

можемо використовувати метрику рiвномiрної збiжностi

Du.d1; d2/ D sup

˚

jd1.x; y/ � d2.x; y/j
ˇ
ˇ x; y 2 X

	

:

Крiм того, завдяки компактностi тут досягається найменша верхня грань,

тому ми можемо написати max замiсть sup. Ця функцiя виявляється тiсно

пов’язаною з ранiше визначеною метрикою на основi метрики Гаусдорфа.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.3.1. Нехай d; d1; d2 — компактнi псевдоультраметри-

ки на множинi X , i d1 6 d , d2 6 d . Тодi

Dd
H .d1; d2/ 6 Du.d1; d2/ 6 2 �Dd

H .d1; d2/:

ДОВЕДЕННЯ. Для будь-якого числа " > 0 нерiвнiсть Dd
H .d1; d2/ 6 "

еквiвалентна до наступного: для кожної точки .x; y; ˛/ 2 sub d1 iснує точка

.x0; y0; ˛0/ 2 sub d2 така, що d.x; x0/ 6 ", d.y; y0/ 6 ", j˛ � ˛0j 6 ", i навпаки

— для усiх точок .x0; y0; ˛0/ 2 sub d2.
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Тодi першу умову можна сформулювати еквiвалентно як A
1

."/: для всiх

x; y 2 X iснують x0; y0 2 X такi, що
8

<̂

:̂

d.x; x0/ 6 "; d.y; y0/ 6 ";

d2.x
0; y0/ > d1.x; y/ � ";

i аналогiчно A
2

."/ для другої: для всiх x0; y0 2 X є такi x; y 2 X , що
8

<̂

:̂

d.x; x0/ 6 "; d.y; y0/ 6 ";

d1.x; y/ > d2.x
0; y0/ � ";

Лишилося показати, що для будь-якого фiксованого " > 0 з виконання

нерiвностiDu.d1; d2/ 6 ", тобто jd1.x; y/�d2.x; y/j 6 " для всiх x; y 2 X , що

ми позначимо B."/, випливає наведена вище пара умов A
1

."/, A
2

."/, з яких, у

свою чергу, випливає B.2"/.

ЯкщоB."/ виконано, то для всiх x; y 2 X можна покласти x0 D x, y0 D y

i, очевидно, iстинне A
1

."/ (та аналогiчно A
2

."/).

Припустимо A

1

."/+A
2

."/, тодi iснують x; y 2 X такi, що d2.x; y/ <

d1.x; y/� 2", отже d1.x; y/ > 2". ВикористовуючиA
1

."/, виберемо x0; y0 2 X

такi, що
8

<̂

:̂

d.x; x0 6 "; d.y; y0/ 6 ";

d2.x
0; y0/ > d1.x; y/ � " > ":

Беручи до уваги d2.x; x
0/ 6 ", d2.y; y

0/ 6 ", за нерiвнiстю трикутника для

псевдоультраметрики ми отримуємо

d2.x
0; y0/ D d2.x

0; y/ D d2.x; y/ H) d2.x; y/ > d1.x; y/ � ";

що суперечить d2.x; y/ < d1.x; y/ � 2". Отже, остання нерiвнiсть неможлива

для всiх x; y 2 X i d2.x; y/ > d1.x; y/ � 2".

Аналогiчно можна вивести d1.x; y/ > d2.x; y/ � 2" з A
2

."/, i отримаємо

jd1.x; y/ � d2.x; y/j 6 2", тобто B.2"/. �
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ЗАУВАЖЕННЯ 4.3.2. Коефiцiєнт 2 у наведенiй вище нерiвностi немо-

жливо зменшити, що показано наступним прикладом: розглянемо множину

X D fa1; a2; b1; b2g, i для всiх x; y 2 X задамо компактнi псевдоультраме-

трики формулами

d1.x; y/ D

8

ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
:

0; x D y;

1; fx; yg D fa1; a2g або fx; yg D fb1; b2g;

2 iнакше;

d2.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x D y або fx; yg D fa1; b1g;

1 iнакше:

Очевидно d2 6 d1,Du.d1; d2/ D d1.a1; b1/�d2.a1; b1/ D 2�0 D 2, але легко

перевiрити, що Dd
H .d1; d2/ D 1.

З останнього твердження випливає, що метрики Du i Dd
H iндукують ту

саму топологiю на пiдмножинi d# � CPsU .X/. Крiм того, ми легко отриму-

ємо:

НАСЛIДОК 4.3.3. Якщо Od � Nd виконується для компактної псевдо-

ультраметрики на X , то включення . Od#;D
Od

H / в . Nd#;D
Nd

H / є топологiчним

вкладенням.

Тому для всiх Od ; Nd 2 CPsU .X/ топологiї iндукованi D
Od

H i D
Nd

H на Od# \

Nd# узгоджуються, i всi . Od#;D
Od

H / Š . Od#;Du/ є топологiчними пiдпросторами

.CP sU .X/;Du/.

Розглянемо простiр . Od#;Du/ для конкретного Od 2 CPsU .X/.

ЛЕМА 4.3.4. Будь-який елемент d 2 Od# є нерозтягуючою функцiєю

X�X ! R вiдносно псевдометрики Od� наX�X ,яка визначена за допомогою

формули

Od�

�

.x; y/; .x0; y0/
�

D maxf Od.x; x0/; Od.y; y0/g:
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ДОВЕДЕННЯ. Нехай Od�

�

.x; y/; .x0; y0/
�

6 ", тодi Od.x; x0/ 6 ", Od.y; y0/ 6

". Беручи до уваги d.x; x0/ 6 Od.x; x0/, d.y; y0/ 6 Od.y; y0/, отримуємо d.x; x0/ 6

", d.y; y0/ 6 ". З нерiрностi трикутника

d.x0; y0/ 6 maxfd.x0; x/; d.x; y/; d.y; y0/g 6 maxfd.x; y/; "g 6 d.x; y/C ";

i, аналогiчно, d.x; y 6 d.x0; y0/C ", що дає jd.x; y/ � d.x0; y0/j 6 ". Це завер-

шує доведення. �

Нагадаємо, що за теоремою Арцела-Асколi множинаF неперервних фун-

кцiй на компактному (псевдо)метричному просторi є вiдносно компактною

щодо метрики рiвномiрної збiжностi (тобто її замикання є компактним) тодi

i тiльки тодi, коли F є рiвноступенево неперервною i поточково обмеженою.

Елементи Od# є нерозтягуючими функцiями на .X �X; Od�/, отже Od# рiвносту-

пенево неперервна. Вона обмежена деякимM > max

Od , i легко перевiрити, що

границя рiвномiрно збiжної послiдовностi dn в Od# є псевдоультраметрикою в

Od#. Таким чином Od# замкнена, i ми отримуємо альтернативне доведення того,

що . Od#;D
Od

H / Š . Od#;Du/ є компактною.

Нехай Od 6 Nd , тодi ми маємо псевдометрику на X � X � Œ0;M �, де

M > sup

Nd > sup

Od :

O�..x1; y1; a1/; .x2; y2; a2// D maxf Od.x1; x2/; Od.y1; y2/; ja1 � a2jg

i

N�..x1; y1; a1/; .x2; y2; a2// D maxf Nd.x1; x2/; Nd.y1; y2/; ja1 � a2jg:

Очевидно O� 6 N�, отже O�H 6 N�H , що означає для всiх d1; d2 2 Od# � Nd# :

D
Od

H .d1; d2/ D O�H .sub d1; sub d2/ 6 N�H .sub d1; sub d2/ D D
Nd

H .d1; d2/;

отже, чим бiльша Od , тим бiльша метрика D
Od

H .

Нагадаємо, що напрямленiсть — це сукупнiсть .x˛/˛2.A;�/ елементiв x˛,

iндексованих напрямленою вгору частково впорядкованою множиною .A;�/.

Якщо всi x˛ самi є елементами деякої частково впорядкованої множини, то ми
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називаємо напрямленiсть .x˛/˛2.A;�/ неспадною, якщо з ˛ � ˇ в A випливає

x˛ 6 xˇ .

ОЗНАЧЕННЯ 4.3.5. Ми кажемо, що неспадна напрямленiсть .d˛/˛2.A;�/ в

CPsU .X/ подрiбнює компактну псевдоультраметрику d на X , якщо для всiх

x0 2 X i r > 0 дiаметри вiдносно d куль B˛
r .x0/ D fx 2 X j d˛.x; x0/ < rg

збiгаються до 0.

Це еквiвалентно твердженню, що для всiх x0 2 X , r > 0, " > 0 iснує

˛ 2 A таке, що d.x; x0/ < " для всiх x 2 X таких, що d˛.x; x0/ < r .

Легко помiтити, що звiдси випливає lim˛2.A;�/ sup d˛ D C1.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.3.6. Нехай .d˛/˛2.A;�/ — неспадна напрямленiсть вCPsU .X/,

яка подрiбнює обидвi d; d 0 2 CPsU .X/, i припустимо, що iснує ˇ 2 A таке,

що d 6 dˇ , d 0 6 dˇ . Тодi lim˛2.A;�/D
d˛

H .d; d 0/ D Du.d; d
0/.

Тут ми iгноруємо “вiдсутнi” елементи напрямленостi для ˛ 6> ˇ, беручи

границю.

ДОВЕДЕННЯ. Без втрати загальностi можна вважати, що d 6 d˛ , d 0 6

d˛ для всiх ˛ 2 A. Напрямленiсть .Dd˛

H .d; d 0//˛2.A;�/ у R є неспадною i обме-

жена зверху Du.d; d
0/, отже має границю, яку позначимо C . Очевидно, що

C 6 Du.d; d
0/, i залишилося показати, що C < Du.d; d

0/ неможливе.

Припускаючи протилежне, ми отримуємо iснування таких x; y 2 X , що

jd.x; y/ � d 0.x; y/j > C > D
d˛

H .d; d 0/

для всiх ˛ 2 A. Нехай, наприклад, d.x; y/ D a, d 0.x; y/ D b, b � a > C .

Тодi .x; y; b/ 2 sub d2 n sub d , i для псевдометрики �˛ на X �X � Œ0; sup d˛�,

означеної за допомогою d˛ способом, описаним вище, �˛..x; y; b/; sub d/ 6 C

для всiх ˛ 2 A. Звiдси випливає iснування .x˛; y˛; a˛/ 2 sub d таких, що

maxfd˛.x˛; x/; d˛.y˛; y/; ja˛ � bjg 6 C;
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отже d˛.x˛; x/ 6 C , d˛.y˛; y/ 6 C , a˛ > b � C , тому d.x˛; y˛/ > d 0.x; y/ �

C D b � C .

З iншого боку, iснує таке ˛ 2 A, що для всiх x0; y0 2 X нерiвностi

d˛.x; x
0/ < C , d˛.y; y

0/ < C означають d.x; x0/ < b � C , d.y; y0/ < b � C .

Отже d.x˛; x/ 6 b�C , d.y˛; y/ 6 b�C , i, враховуючи нерiвнiсть d.x˛; y˛/ >

b�C i нерiвнiсть трикутника, отримуємо d.x; y/ D a > b�C , що суперечить

припущенню b � a > C . Це завершує доведення. �

ЗАУВАЖЕННЯ 4.3.7. Ймовiрно, найпростiший спосiб отримати напрям-

ленiсть, яка задовольняє вищезазначенi вимоги для заданих d; d 0, це вибра-

ти довiльну компактну псевдоультраметрику Od > d , Od > d 0 (наприклад,

supfd; d 0g, якщо вона компактна), i покласти A D N, dn.x; y/ D n � Od.x; y/.

4.4. Метризацiя простору псевдоультраметрик через надграфiки у

стилi Гартоґа-де Вiнка

Для довiльних компактних псевдоультраметрик d; d 0 на множинi X , як

було показано, поточковий супремум Od D supfd; d 0g є псевдоультраметри-

кою, однак не обов’язково компактною. Тим не менш, d i d 0 є неперервними

щодо Od , тому їх пiдграфiки sub d; sub d 0 � X � X � Œ0;C1/ та надграфiки

epi d; epid 0 � X�X�Œ0;C1/ є замкненими щодо псевдометрики �, означеної

ранiше як

�..x1; y1; a1/; .x2; y2; a2// D maxf Od.x1; x2/; Od.y1; y2/; ja1 � a2jg:

Щобiльше, для довiльного k 2 RC функцiї k � d i k � d 0 є компактними

псевдоультраметриками на множинiX , неперервними щодо Od , тому їх пiдгра-

фiки та надграфiки теж замкненi щодо �. Отже, можна застосувати вiдстань

Гаусдорфа �H до множин epi.k � d/ i epi.k � d 0/.
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ЛЕМА 4.4.1. Вiдстань �H

�

epi.k � d/; epi.k � d 0/
�

неспадна при зростаннi

k 2 RC, i виконано

lim

k!1
�H

�

epi.k � d/; epi.k � d 0/
�

D max

06a6sup

Od

DH .d6a; d
0
6a/;

де D є псевдоультраметрикою на X �X , заданою як

D..x1; y1/; .x2; y2// D maxf Od.x1; x2/; Od.y1; y2/g;

а множини d6a; d6a0 � X �X є “зрiзами”

d6a D
˚

.x; x0/ 2 X�X
ˇ
ˇ d.x; x0/ 6 a

	

; d 0
6a D

˚

.x; x0/ 2 X�X
ˇ
ˇ d 0.x; x0/ 6 a

	

надграфiкiв на висотi a > 0.

ДОВЕДЕННЯ є прямолiнiйним. Позначимо границю вище як DHV .d; d
0/

(мотиви такого позначення пояснимо пiзнiше).

Отже, детально вивчимо вiдстаньDH .d6a; d
0
6a/. З компактностi псевдо-

ультраметрик d i d 0 випливає, що вiдносно кожної з них iснує тiльки скiнченна

кiлькiсть замкнених куль радiуса a > 0 :

X D NBa.x1/

=

NK1

t NBa.x2/

=

NK2

t : : : t NBa.xm/

=

NKm

D NB 0
a.x

0
1/

=

NK0
1

t NB 0
a.x

0
2/

=

NK0
2

t : : : t NB 0
a.x

0
n/

=
NK0

n

;

де NBa.xi / означає замкнену кулю щодо псевдоультраметрики d , а NB 0
a.x

0
j / за-

мкнену кулю щодо псевдоультраметрики d 0. Тодi

d6a D . NK1 � NK1/ t . NK2 � NK2/ t : : : t . NKm � NKm/;

d 0
6a D . NK 0

1 � NK 0
1/ t . NK 0

2 � NK 0
2/ t : : : t . NK 0

n � NK 0
n/:

Розглянемо вiдстань вiд точки .x; y/ 2 d6a n d 0
6a до d 0

6a, тобто то-

чну нижню грань вiдстаней до точок .x0; y0/ 2 d 0
6a. За припущенням вико-

нано d.x; y/ 6 a, d 0.x; y/ > a, а з посиленої нерiвностi трикутника випли-

ває d 0.x; y/ 6 maxfd 0.x; x0/; d 0.x0; y0/; d 0.y0; y/g. Отже, для кожної точки
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.x0; y0/ 2 d 0
6a матимемо maxfd 0.x; x0/; d 0.y0; y/g > d 0.x; y/ > a, звiдки ви-

пливає D
�

.x; y/; .x0; y0/
�

> d 0.x; y/. З iншого боку, .x; x/ 2 d 0
6a, i

D
�

.x; x/; .x; y/
�

D maxfd.x; x/; d 0.x; x/; d.x; y/; d 0.x; y/g D d 0.x; y/:

Цим показано, що вiдстань вiд точки .x; y/ 2 d6a n d 0
6a до d 0

6a дорiвнює

d 0.x; y/. Аналогiчно, якщо точка .x0; y0/ належить до d 0
6a n d6a, то вiдстань

вiд неї до до d6a дорiвнює d.x0; y0/.

НАСЛIДОК 4.4.2. Нехай псевдоультраметрика Od на X є поточковим су-

премумом компактних псевдоультраметрик d i d 0, а � є псевдометрикою на

X �X � Œ0;C1/, заданою як

�..x1; y1; a1/; .x2; y2; a1// D maxf Od.x1; x2/; Od.y1; y2/; ja1 � a2jg:

Тодi границя DHV .d; d
0/ вiдстанi Гаусдорфа �H мiж надграфiками epi.k � d/

i epi.k � d 0/ при k ! C1 дорiвнює

max

˚

supfd 0.x; y/ j x; y 2 X; d 0.x; y/ > d.x; y/g;

supfd.x0; y0/ j x0; y0 2 X; d.x0; y0/ > d 0.x0; y0/g
	

:

Iнакше кажучи, для всiх пар точок, для яких значення d i d 0 вiдрiзняю-

ться, беремо бiльше з них, а тодi знаходимо точну верхню грань таких значень,

яка на пiдставi компактностi досягається. Отримуємо:

ТЕОРЕМА 4.1. Формула

DHV .d; d
0/ D max

˚

supfd 0.x; y/ j x; y 2 X; d 0.x; y/ > d.x; y/g;

supfd.x0; y0/ j x0; y0 2 X; d.x0; y0/ > d 0.x0; y0/g
	

визначає повну ультраметрику на множинi CPsU .X/ компактних псевдо-

ультраметрик на фiксованiй множинi X .
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ДОВЕДЕННЯ. Зауважимо, що вiдстань мiж d та d 0 — це найменше таке

" > 0, що для кожних точок x; y 2 X , d.x; y/ ¤ d 0.x; y/, маємо d.x; y/ 6 ",

d 0.x; y/ 6 ". Тодi виконання означення ультраметрики очевидне.

Для доведення повноти розглянемо фундаментальну щодо DHV послi-

довнiсть .dn/ компактних псевдоультраметрик. Для кожного " > 0 iснує таке

n0 2 N, що для кожних x; x0 2 X маємо або dm.x; x
0/ D dn.x; x

0/ для всiх

m;n > n0, або dn.x; x
0/ < " для всiх n > n0. Задамо d0.x; x

0/ так :

d.x; x0/ D

8

<̂

:̂

a; якщо iснують a > 0; n0 2 N; що dn.x; x
0/ D a для всiх n > 0;

0 в iншому випадку.

Неважко перевiрити, що d0 є компактною псевдоультраметрикою на X , до

якої dn збiгаються щодо DHV . �

ЗАУВАЖЕННЯ. Хоча вiдстань DHV .d; d
0/ є граничним значенням топо-

логiчно еквiвалентних мiж собою метрик з формулами �H .epi.k�d/; epi.k�d 0//,

вона не є топологiчно еквiвалентною до них, наприклад, псевдоультраметрики

.1 � 1
n
/d при n ! 1 вже не збiгаються до d щодо DHV , зате на вiдмiну вiд

них є ультраметрикою.

Ультраметрика DHV є аналогом ультраметрики Гартоґа-де Вiнка [15],

означеної на не обов’язково адитивних мiрах на ультраметричних просторах:

вiдстань мiж мiрами � i �0 є найменшим таким " > 0, що �.B/ D �0.B/ для

кожної множини B , яка є об’єднанням куль радiуса ". Цей пiдхiд виявився

плiдним i для iнших конструкцiй на ультраметричних просторах — iдемпо-

тентних мiр, ймовiрнiсних мiр, ємностей, вiльних груп тощо, див. [5, 16, 17, 50,

52, 53] та iн. Тому ми називаємоDHV .d; d
0/ вiдстанню Гартоґа-де Вiнка мiж

псевдоультраметриками d i d 0. На жаль, вона не узгоджується з розглядуваним

порядком на CPsU .X/, тому стоїть дещо осторонь теми нашого дослiдження.
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4.5. Метризацiя, топологiя та зв’язана двонеперервнiсть

Ми використаємо вiдому ФУНДАМЕНТАЛЬНУ ТЕОРЕМУ ПРО КОМПА-

КТНI НАПIВҐРАТКИ, навiвши лише необхiдну нам частину. Як вже було ска-

зано у вступному роздiлi, неперервна напiвґратка — це напрямлено повна ни-

жня напiвгратка, яка є неперервною як частково впорядкована множина. То-

пологiчна напiвґратка має малi напiвґратки, якщо в кожнiй точцi вона має

базу околiв, якi є пiдпiвґратками [28].

ТЕОРЕМА 4.2 (Теорема VI-3.4, [13]). (i) Нехай S — повна неперервна на-

пiвґратка. Тодi вiдносно топологiї Лоусона S є компактною топологiчною

напiвграткою з малими напiвґратками.

(ii) I навпаки, якщо S є компактною топологiчною напiвграткою з ма-

лими напiвгратками, тодi вiдносно своєї напiвґраткової структури S є пов-

ною неперервною напiвграткою. Крiм того, топологiя S є топологiєю Ло-

усона.

За теоремою III-1.10 [13] топологiя Лоусона на неперервнiй напiвгратцi є

гаусдорфовою.

Подiбнi твердження вiрнi для двоїсто неперервних напiвграток, тобто

на фiльтровано повних верхнiх напiвграток, якi є двоїсто неперервними, i для

двоїстих топологiй Лоусона.

Тепер ми покажемо, що для кожної фiксованої компактної псевдоультра-

метрики Od iснує компактна гасдорфова топологiя на множинi Od#, що робить

її топологiчною ґраткою з малими пiдґратками (в очевидному сенсi). Ця топо-

логiя визначається за допомогою розглянутої вище метрики рiвномiрної збi-

жностi Du, яка дорiвнює Du.d1; d2/ D sup

˚

jd1.x; y/ � d2.x; y/j
ˇ
ˇ x; y 2 X

	

для всiх d1; d2 2 Od#. Усi d 2 Od# є нерозтягуючими функцiями на l1-добутку
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.X; Od/ � .X; Od/, а їхнi значення знаходяться мiж 0 i значеннями Od . За теоре-

мою Арцела-Асколi множина Od# функцiй є передкомпактною вiдносно Du i є

повною як метричний простiр, тому є компактною.

Нехай d1; d
0
1; d2; d

0
2 2 Od#, Du.d1; d

0
1/ 6 ", Du.d2; d

0
2/ 6 ", тобто

d1.x; y/�" 6 d 0
1.x; y/ 6 d1.x; y/C"; d2.x; y/�" 6 d 0

2.x; y/ 6 d2.x; y/C";

для всiх x; y 2 X . Звiдси

d1 _ d2.x; y/ � " D maxfd1.x; y/ � "; d2.x; y/ � "g 6

6 maxfd 0
1.x; y/; d

0
2.x; y/g D d 0

1 _ d 0
2.x; y/ 6

6 maxfd1.x; y/C "; d2.x; y/C "g D d1 _ d2.x; y/C ";

отже jd1_d2.x; y/�d
0
1_d 0

2.x; y/j 6 " для всiх x; y 2 X , тобтоDu.d1_d2; d
0
1_

d 0
2/ 6 ". Таким чином, супремум двох елементiв в . Od;Du/ є неперервним i

навiть нерозтягуючим вiдносно своїх аргументiв.

Аналогiчно

d1 ^ d2.x; y/ � " D inf

˚

max

n
iD1 minfd1.xi�1; xi / � "; d2.xi�1; xi / � "g

ˇ
ˇ

n 2 N; x0 D x; xn D y; x1; : : : ; xn�1 2 X
	

6 d 0
1 ^ d 0

2.x; y/ D inf

˚

max

n
iD1 minfd 0

1.xi�1; xi /; d
0
2.xi�1; xi /g

ˇ
ˇ

n 2 N; x0 D x; xn D y; x1; : : : ; xn�1 2 X
	

6 d1 ^ d2.x; y/C " D inf

˚

max

n
iD1 minfd1.xi�1; xi /C "; d2.xi�1; xi /C "g

ˇ
ˇ

n 2 N; x0 D x; xn D y; x1; : : : ; xn�1 2 X
	

;

тобто Du.d1; d
0
1/ 6 ", Du.d2; d

0
2/ 6 " означає, що Du.d1 ^ d2; d

0
1 ^ d2/ 6 ".

Тому Od# iз топологiєю, визначеною Du — компактна гаусдорфова топологi-

чна гратка. Це також означає, що якщо Du.d0; d1/ 6 " i Du.d0; d2/ 6 ", то

Du.d0; d1 _ d2/ 6 " i Du.d0; d1 ^ d2/ 6 ", отже замкнена куля B".d0/ D fd 2

Od# j Du.d; d0/ 6 "g є пiдграткою. Сiм’я fB".d0/ j " > 0g є базою околiв в d0,
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отже (ii) в Фундаментальнiй теоремi про компактнi напiвгратки виконується

для Od# i як нижньої напiвгратки, i (у дуальнiй версiї) як верхньої напiвгратки.

Звiдси топологiя Лоусона i двоїста топологiя Лоусона на Od# узгоджується, i

ми приходимо до основного результату роздiлу.

ТЕОРЕМА 4.3. Для компактної псевдоультраметрики Od на множинi

X гратка . Od#;6/ є зв’язано двонеперервною, а топологiя Лоусона (� дво-

їста топологiя Лоусона) на нiй є метризованою метрикою рiвномiрної збi-

жностi.

На жаль, було доведено у першому роздiлi, цiй гратцi бракує дистри-

бутивностi, тому вона не належить до “iдеального” з погляду властивостей

класу цiлком дистрибутивних граток [11, 47]. Тим не менш, отриманi резуль-

тати дозволяють змiстовно розглядати проблему iснування продовжень псев-

до(ультра)метрик [2, 3, 55, 59], неперервних у метричному та/чи порядково-

му сенсах i таких, що зберiгають кориснi властивостi, як повнота чи компа-

ктнiсть.

4.6. Замкнена лiнiйна оболонка та замкнений конус, породженi мно-

жиною псевдоультраметрик

Як ми показали вище, найприроднiшою i найзручнiшою є метризацiя мно-

жини Od# псевдоультраметрик, що не перевищують даної компактної псевдо-

ультраметрики Od на множинi X , метрикою рiвномiрної збiжностi. Ця метрика

отримується iзометричним вкладенням Od# у банахiв простiр C Od
.X � X;R/

неперервних щодо Od (тому обмежених) дiйснозначних функцiй на X � X з

нормою рiвномiрної збiжностi. Норми елементiв множини Od# обмеженi згори
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max

Od , i легко довести, що ця множина замкнена. Тим не менш, вона не є опу-

клою, оскiльки для псевдоультраметрик d1; d2 опукла комбiнацiя 1
2
d1 C 1

2
d2

не обов’язково є псевдоультраметрикою, хоча є псевдометрикою.

Отже, виникає природне запитання про найменшi (замкнений) конус та

(замкнений) пiдпростiр у C Od
.X �X;R/, породженi множиною Od#.

Почнемо з випадку скiнченної множини X та довiльної псевдоультраме-

трики Od наX , що розрiзняє точки цiєї множини (тобто ульльтраметрики). Тодi

всi псевдометрики на X утворюють замкнений конус Ps.X/ � C Od
.X � X;R/,

а псевдоультраметрики на X — замкнену пiдмножину PsU .X/ � Ps.X/, яка

не є конусом, хоча i замкнена щодо множення на невiд’ємнi числа. Виникає

природне припущення, що Ps.X/ як конус породжується множиноюPsU .X/.

Це рiвносильне до того, що кожна псевдометрика на X є сумою псевдоультра-

метрик.

Представлення псевдометрик у виглядi суми (чи композицiї з невiд’ємними

коефiцiєнтами, що є рiносильним) псевдоультраметрик має практичне значен-

ня у функцiональному аналiзi. Це дозволяє спростити складнi проблеми, пра-

цюючи з добре зрозумiлими псевдоультраметричними компонентами та отри-

мати краще розумiння структури та властивостей функцiональних просторiв.

ПРИКЛАД 4.6.1. При вивченнi функцiональних просторiв, таких, якLpŒ0; 1�,

значну роль вiдiграють системи Хаара. Iєрархiчна природа псевдоультраме-

трик вiдповiдає побудовi функцiй Хаара, що має застосування у комп’ютерних

науках [33].

Подiбна задача розглядалася у [30], однак у загальнiшому формулюван-

нi — дослiджувалось, чи можна подати псевдометрику на скiнченнiй множинi

як суму псевдометрик, непропорцiйних до вихiдної. Результати [30] сформу-

льованi у термiнах лiнiйних систем (фактично лiнiйного програмування), тому

громiздкi i незручнi для практичного використання.
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Отже, запропонуємо бiльш геометричний пiдхiд. У псевдометричному

просторi .X; d/ кажемо, що точка b розташована мiж точками a i c, якщо ви-

конано рiвнiсть d.a; b/ C d.b; c/ D d.a; c/ (строго мiж цими точками, якщо,

крiм того, точки a; b; c рiзнi). Очевидно, що при d.a; b/ D 0 чи d.b; c/ D 0

точка b розташована мiж a i c.

Називаємо множину C � X опуклою щодо метрики d на X , якщо кожна

точка b, розташована мiж довiльними точками a; c 2 C , теж належить до C .

Зауважимо, що у лiтературi трапляється i iнше поняття метричної опу-

клостi, яке вимагає, щоб строго мiж кожними рiзними точками a; c 2 C була

розташована точка b 2 C . Це неможливо для скiнченної множини C з бiльш,

нiж з однiєю точкою, тому така версiя означення опуклостi не становить для

нас iнтересу.

Якщо � — псевдоультраметрика зi значеннями

0 D r0 < r1 < r2 < : : : < rk�1 < rk ;

то � є сумою ненульових (тобто не рiвних тотожно нулю) псевдоультраметрик

�1, �2, . . . , �k�1, �k , де

�i .x; y/ D

8

<̂

:̂

0; �.x; y/ < ri ;

ri � ri�1; �.x; y/ > ri ;

x; y 2 X:

Далi, кожна псевдоультраметрика з тiльки одним ненульовим значенням

a розбиває простiр X на скiнченну кiлькiсть класiв F1; F2; : : : ; Fm, таких, що

псевдовiдстань мiж двома точками рiвна 0, якщо вони в одному класi, i a, якщо

в рiзних. Вона є сумою m псевдометрик, j -та з яких для j D 1; 2; : : : ; m має

для точок x; y значення 0, якщо вони лежать в однiй з множин Fj i X n Fj , i
a

m
, якщо у рiзних.

Звiдси випливає, що псевдометрику на скiнченнiй множинi можна подати

як суму псевдоультраметрик тодi i тiльки тодi, коли її можна подати як суму
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псевдоультраметрик, визначених розбиттями X на двi пiдмножини, тобто ви-

гляду

�.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x; y 2 A або x; y 2 B;

a — iнакше;
x; y 2 X;

де X D A t B , a > 0.

Тому дослiдимо, коли псевдометрику d можна подати як �Cd 0, де � має

вигляд вище, а d 0 — довiльна псевдометрика. Нехай x; z 2 A, y 2 B , тодi

d.x; z/ D d 0.x; z/ 6 d 0.x; y/C d 0.y; z/

D d.x; y/ � aC d.y; z/� a D d.x; y/C d.y; z/ � 2a

< d.x; y/C d.y; z/;

тобто жодна точка y 2 B не може бути розташованою щодо d мiж точка-

ми x; z 2 A, i аналогiчно жодна точка множини A не може бути мiж двома

точками множини B . Iнакше кажучи, множини A i B є опуклими щодо d . За-

уважимо, що тодi вiдстанi мiж точками A i точками B додатнi.

Виявляється, що ця вимога є i достатньою для iснування описаного по-

дання d D �C d 0.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.6.2. Нехай d — псевдометрика на скiнченнiй множи-

нi X . Якщо X не можна подати як об’єднання непорожнiх неперетинних

опуклих щодо d пiдмножин A;B , то d не можна подати як � C d 0, де � —

псевдоультраметрика, не рiвна тотожно нулю, а d 0 — довiльна псевдоме-

трика.

Якщо ж розбиття X на непорожнi опуклi щодо d пiдмножини A i B

iснує, то можна подати d як �Cd 0, де � — ненульова псевдоультраметри-

ка, а d 0 — деяка псевдометрика, для якої множина трiйок .x; y; z/, у яких

y є мiж x i z, строго бiльша вiд аналогiчної множини трiйок для d .
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ДОВЕДЕННЯ. Необхiднiсть iснування вiдповiдного розбиття X D A t

B доведено вище. Припустимо, що воно iснує. Позначимо ı найменше серед

чисел d.x; y/ C d.y; z/ � d.x; z/, де x; z 2 A, y 2 B чи x; z 2 B , y 2 A. За

припущенням воно додатне. Крiм того, серед цих чисел є всi значення 2d.x; y/

для x; y з рiзних множин A;B (якщо покласти z D x).

Розглянемо псевдоультраметрику

�.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x; y 2 A або x; y 2 B;

ı

2
— iнакше;

x; y 2 X;

i покажемо, що рiзниця d 0 D d � � невiд’ємна. Вона вiдрiзняється вiд d тiльки

для аргументiв x; y з рiзних множин A;B , а тодi d.x; y/ > ı
2

D �.x; y/.

Симетричнiсть функцiї d 0 i рiвнiсть нулю при однакових аргументах оче-

видна, а нерiвнiсть трикутника перевiряється прямолiнiйно.

Нехай jX j > 3 i .x0; y0; z0/— трiйка точок, для якої досягається описане

мiнiмальне значення ı, тодi d.x0; y0/C d.y0; z0/ � d.x0; z0/ D ı, звiдки

d.x0; y0/ �
ı

2
„ ƒ‚ …

=

d 0.x0;y0/

C d.y0; z0/ �
ı

2
„ ƒ‚ …

=

d 0.y0;z0/

D d.x0; z0/
„ ƒ‚ …

=

d 0.x0;z0/

:

Це означає, що y0 щодо d 0 є мiж x0 i z0, що не виконано щодо d . �

Тепер для спростування нашої гiпотези залишається знайти псевдометри-

чний простiр, для якого не iснує описаного вище розбиття на непорожнi опуклi

щодо псевдометрики множини.

ПРИКЛАД 4.6.3. Розглянемо зваженi графи, у яких вiдстанню мiж кожни-

ми вершинами вважаємо довжину найкоротшого маршруту мiж ними. Граф
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як метричний простiр має властивiсть: якщо у ньому опукла щодо метрики

множина мiстить точки x; y, то вона мiстить i точки z; t та всi iншi (непозна-

ченi) вершини, i навпаки.

Два екземпляри такої стрiчки приклеїмо до графа

a

2

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

b

2
⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

2
c

(вершин правильного трикутника зi стороною 2). Першу стрiчку вершинами

x; y приклеюємо вiдповiдно до a; b, а вершинами z; t до b; c. Другу стрiчку —

вершинами x; y вiдповiдно до b; c, а вершинами z; t до c; a.

Припустимо, що множину X вершин утвореного графа розбито на непе-

ретиннi непорожнi опуклi щодо метрики множини A i B . Принаймнi в однiй

з них, наприклад, в A, є двi з трьох вершин a; b; c, тодi стрiчкою можна дiйти

до третьої вершини, яка теж є у A, звiдки всi елементи X мiстяться у A, що

суперечить непорожньостi B .

Звiдси випливає, що метрику на отриманому просторiX не можна подати

як суму псевдоультраметрик. Цей простiр має 15 елементiв. Нижче ми надамо

приклад такого простору з меншою кiлькiстю точок, однак нерозкладнiсть для

нього є менш наочною.

Як наслiдок, для цiєї множини X конус псевдометрик Ps.X/ не поро-

джується множиною PsU .X/ псевдоультраметрик.

Навiть якщо псевдометрику d можна подати як суму псевдоультраме-

трик, останнє твердження не надає можливостi будувати цю суму “по кроках”,

вiдщеплюючи їх по однiй.

ПРИКЛАД 4.6.4. Розглянемо дискретну ультраметрику d на множинiX D

fa1; a2; a3; b1; b2g. Опуклi щодо d множини A D fa1; a2; a3g, B D fb1; b2g
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утворюють розбиття X , тому згiдно з останнiм твердженням d є сумою псев-

доультраметрики

�.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x; y 2 A або x; y 2 B;

1

2
— iнакше;

x; y 2 X;

та псевдометрики d 0, яка тодi має формулу

d 0.x; y/ D

8

ˆ̂
ˆ̂

<̂

ˆ̂
ˆ̂

:̂

0; x D y;

1; x ¤ y i x; y 2 A або x; y 2 B;

1

2
— iнакше;

x; y 2 X:

Припустимо, щоX можна розбити на непорожнi опуклi щодо d 0 множини

F i G, тодi в однiй з них, наприклад, у F , мiстяться принаймнi двi з точок

a1; a2; a3. Оскiльки кожна з точок b1; b2 лежить щодо d 0 мiж кожними двома

з точок a1; a2 та a3, точки b1; b2 теж належать до опуклої множини F , а тодi

мiж ними лежить кожна з точок a1; a2; a3. Отже, i вони належать до F , що

суперечить непорожньостi G.

Ми цим показали, що d 0 не можна подати у виглядi суми псевдоультра-

метрик.

Зрозумiло, що скiнченна кiлькiсть точок bi у прикладi вище може бути

довiльною, не меншою вiд 2. Тому одночасно ми отримали загальнiший наслi-

док.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.6.5. Конус псевдометрик на скiнченнiй множин з не

менш, нiж п’ятьма точками не породжується пiдмножиною з усiх псев-

доультраметрик на цiй множинi.
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Розглянемо скiнченнi множини з меншою кiлькiстю точок. На порожнiй,

одно- та двоелементнiй множинi всi псевдометрики є i псевдоультраметри-

ками, тому задача стає тривiальною. До три- i чотириелементних множин ми

застосуємо пiдхiд, запропонований у [30].

На множинi X D fx1; x2; x3g кожна псевдометрика d визначається ве-

ктором — трiйкою невiд’ємних чисел

.d12; d13; d23/ D .d.x1; x2/; d.x1; x3/; d.x2; x3//;

що задовольняють нерiвнiсть трикутника, тобто кожне з них не перевищує су-

ми двох iнших. Зокрема, трiйки .1; 1; 0/, .1; 0; 1/, .0; 1; 1/ вiдповiдають псевдо-

ультраметрикам �1, �2, �3, визначеним вiдповiдно розбиттями на пари множин

.f1g; f2; 3g/, .f2g; f1; 3g/ та .f3g; f1; 2g/.

Вiдповiдно, щоб подати псевдометрику d як k1 � �1 C k2 � �2 C k3 � �3,

потрiбно пiдiбрати коефiцiєнти k1; k2; k3, для яких

.d12; d13; d23/ D k1 � .1; 1; 0/C k1 � .1; 0; 1/C k1 � .0; 1; 1/;

звiдки отримуємо k1 D d12Cd13�d23

2
, k2 D d12Cd23�d13

2
, k3 D d13Cd23�d12

2
.

З нерiвностей трикутника випливає невiд’ємнiсть k1; k2; k3. Ми показали, що

множина f�1; �2; �3g псевдоультраметрик породжує конус псевдометрик на

триелементнiй множинi X .

На чотириелементнiй множинi X D fx1; x2; x3; x4g довiльна псевдоме-

трика d представляється вектором — шiсткою невiд’ємних чисел

.d12; d13; d14; d23; d24; d34/

D .d.x1; x2/; d.x1; x3/; d.x1; x4/; d.x2; x3/; d.x2; x4/; d.x3; x4//;

що задовольняють зрозумiлi нерiвностi трикутника, наприклад, d23 6 d24 C

d34.
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Покажемо, що кожну таку псевдометрику d можна отримати як комбi-

нацiю з невiд’ємними коефiцiєнтами псевдоультраметрик, визначених векто-

рами i розбиттями

�1 $ .1; 1; 1; 0; 0; 0/ $ .f1g; f2; 3; 4g/

�2 $ .1; 0; 0; 1; 1; 0/ $ .f2g; f1; 3; 4g/

�3 $ .0; 1; 0; 1; 0; 1/ $ .f3g; f1; 2; 4g/

�4 $ .0; 0; 1; 0; 1; 1/ $ .f1g; f1; 2; 3g/

�12 $ .0; 1; 1; 1; 1; 0/ $ .f1; 2g; f3; 4g/

�13 $ .1; 0; 1; 1; 0; 1/ $ .f1; 3g; f2; 4g/

�14 $ .1; 1; 0; 0; 1; 1/ $ .f1; 4g; f2; 3g/

Серед сум d12 C d34, d13 C d24, d14 C d23, виберемо найбiльшу (чи одну

з найбiльших), нехай для визначеностi це остання, i покажемо, що d є комбi-

нацiєю вказаних вище псевдоультраметрик, крiм �14. Тодi тотожнiсть

d D k1 � �1 C k2 � �2 C k3 � �3 C k4 � �4 C k12 � �12 C k13 � �13

рiвносильна до матричної рiвностi

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 1 0 0 0 1

1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 0 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

k1

k2

k3

k4

k12

k13

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

D

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

d12

d13

d14

d23

d24

d34

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;
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яка, у свою, чергу, є рiвносильною до
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

k1

k2

k3

k4

k12

k13

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

D

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1=2 1=2 0 �1=2 0 0

1=2 0 �1=2 0 1=2 0

0 1=2 �1=2 0 0 1=2

0 0 0 �1=2 1=2 1=2

�1=2 0 1=2 1=2 0 �1=2

0 �1=2 1=2 1=2 �1=2 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

d12

d13

d14

d23

d24

d34

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Звiдси k1 D
d12 C d12 � d23

2
, i чисельник невiд’ємний за нерiвнiстю три-

кутника. Отже, k1, i аналогiчно k2; k3; k4 є невiд’ємними. Коефiцiєнти

k12 D
.d14 C d23/ � .d12 C d34/

2
; k13 D

.d14 C d23/ � .d13 C d24/

2

невiд’ємнi за вибором суми d14 C d23 як найбiльшої. Iншi випадки аналогiчнi.

Ми отримали наступне твердження.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.6.6. Конус псевдометрик на скiнченнiй множин з не

бiльш, нiж чотирма точками породжується пiдмножиною з усiх псевдо-

ультраметрик на цiй множинi.

Отже, задача характеризацiї псевдометрик, якi можна подати у виглядi

суми (або, що рiвносильне, у виглядi лiнiйної комбiнацiї з невiд’ємними кое-

фiцiєнтами) псевдоультраметрик, а тодi ефективного знаходження такого по-

дання, є складнiшою, нiж очiкується, навiть для скiнченних просторiв, i ми

звернемось до неї у подальших дослiдженнях. Нижче ми знiмемо вимогу не-

вiд’ємностi коефiцiєнтiв i розглянемо лiнiйну оболонку множини псевдоуль-

траметрик на фiксованiй скiнченнiй множинi X .

ТВЕРДЖЕННЯ 4.6.7. Функцiю f W X � X ! R, де X — скiнченна мно-

жина, можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї псевдоультраметрик

на X , якщо i тiльки якщо f задовольняє тотожностi f .x; x/ D 0 та

f .x; y/ D f .y; x/ для всiх x; y 2 X .
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ДОВЕДЕННЯ. Необхiднiсть є очевидною. Для доведення достатностi при-

пустимо, що X D fx1; x2; : : : ; xng i функцiя f має вказанi властивостi. Тодi її

можна подати як лiнiйну комбiнацiю

f .a; b/ D
X

16i<j 6n

f .xi ; xj / � 'ij .a; b/ для кожних a; b 2 X;

де функцiї 'ij W X �X ! R для 1 6 i < j 6 n визначаються формулами

'ij .a; b/ D

8

<̂

:̂

1; a D xi ; b D xj або a D xj ; b D xi ;

0 — iнакше;
a; b 2 X:

Отже, залишається показати, що кожну з функцiй 'ij можна отримати у вигля-

дi лiнiйної комбiнацiї псевдоультраметрик.

Розглянемо псевдоультраметрики �i , �j та �ij , заданi вiдповiдно розбит-

тями X на пари множин Ai D fxi g, Bi D X n fxi g, Aj D fxj g, Bj D X n fxj g,

Aij D fxi ; xj g, Bij D X n fxi ; xj g, тобто

�i .a; b/ D

8

<̂

:̂

0; a D xi ; b D xi або a ¤ xi ; b ¤ xi ;

1 — iнакше;

�j .a; b/ D

8

<̂

:̂

0; a D xj ; b D xj або a ¤ xj ; b ¤ xj ;

1 — iнакше;

�ij .a; b/ D

8

<̂

:̂

0; a; b 2 fxi ; xj g або a; b … fxi ; xj g;

1 — iнакше;

для всiх a; b 2 X . Тодi неважко перевiрити, що

'ij .a; b/ D
1

2
�i .a; b/C

1

2
�j .a; b/ �

1

2
�ij .a; b/;

що завершує доведення. �

Перейдемо до загальнiшого випадку множини X довiльної потужностi з

зафiксованою компактною псевдоультраметрикою.
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ТЕОРЕМА 4.4. Нехай Od — компактна псевдоультраметрика на мно-

жинiX . Замкненою лiнiйною оболонкою множини Od# всiх компактних псев-

доультраметрик на X , що не перевищують Od , у просторi C Od
.X � X;R/ не-

перервних щодо Od дiйснозначних функцiй на X � X з нормою рiвномiрної

збiжностi є множина всiх неперервних щодо Od по сукупностi аргументiв

функцiй f W X � X ! R з властивостями f .x; x/ � 0 та f .x; y/ � f .y; x/

для всiх x; y 2 X .

ДОВЕДЕННЯ. Очевидно, що згадана у формулюваннi множина є замкне-

ним векторним пiдпростором у просторi C Od
.X �X;R/, який мiстить всi псев-

доультраметрики з Od . Залишається довести, що кожну функцiю f з вказаними

властивостями можна наблизити лiнiйною комбiнацiєю елементiв Od .

Оскiльки простiр .X; Od/ компактний, то неперервна функцiя f є рiвно-

мiрно неперервною, i для довiльного " > 0 можна знайти таке ı > 0, що

з Od.x; x0/ 6 ı, Od.y; y0/ 6 ı випливає jf .x; y/ � f .x0; y0/j 6 ". Нагадає-

мо, що X розбивається на скiнченну кiлькiсть диз’юнктних замкнених куль

B1 D NBı.x1/, B2 D NBı.x2/, . . . , Bn D NBı.xn/. Вiдстанi мiж елементами рiзних

куль бiльшi за ı, тому Od не менша вiд псевдоультраметрики d на X , рiвної ı

для пар точок з рiзних куль i 0 для пар точок з однiєї кулi. Псевдоультраме-

трика d компактна i виконано d# � Od#.

Її d0 обмеження на скiнченний простiр X0 D fx1; x2; : : : ; xng є дискре-

тною ультраметрикою, помноженою на коефiцiєнт ı. Згiдно з попереднiм твер-

дженням обмеження f наX0�X0 можна подати як лiнiйну комбiнацiю ˛1 ��1C

˛2 ��2 C : : :C˛k ��k псевдоультраметрик �1, �2, . . . , �k наX0, якi автоматично

є неперервними щодо d0. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що вони

не перевищують d0. Продовжимо їх на X , вважаючи, що dl.a; b/ D �l .xi ; xj /,

якщо a 2 Bi , b 2 Bj , тодi кожна з псевдоультраметрик dl є компактною i не
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перевищує Od . Згiдно з вибором ı маємо

" > jf .a; b/ � f .xi ; xj /j

D jf .a; b/ �

k
X

lD1

˛l � dl .xi ; xj /j D jf .a; b/ �

k
X

lD1

˛l � dl.a; b/j;

тобто норма рiвномiрної збiжностi рiзницi мiж функцiєю f i лiнiйною комбiна-

цiєю
Pk

lD1 ˛l � dl елементiв Od# не перевищує ". Цим доведення закiнчено. �

4.7. Iдемпотентний нормований простiр компактних псевдоультра-

метрик

Вище ми розглянули властивостi множин компактних псевдоультраме-

трик у класичних просторах неперервних функцiй. Однак значно природнiше

вони вписуються у контекст iдемпотентного функцiонального аналiзу, огляд

якого виконано у однойменнiй статтi [27]. Основна iдея iдемпотентної мате-

матики полягає у замiнi поля .R;C; �/ дiйсних чисел структурою .I;˚;˝/, яка

є не полем, в iдемпотентним напiвкiльцем з нулем i одиницею, тобто:

(1) ˛ ˚ ˇ � ˇ ˚ ˛;

(2) .˛ ˚ ˇ/˚ ˛ � ˛ ˚ .ˇ ˚ 
/;

(3) ˛ ˚ ˛ � ˛;

(4) .˛ ˝ ˇ/˝ 
 � ˛ ˝ .ˇ ˝ 
/;

(5) iснує елемент 0 2 I , для якого ˛ ˝ 0 � 0˝ ˛ � 0 (нуль);

(6) iснує елемент 1 2 I , для якого ˛ ˝ 1 � 1˝ ˛ � ˛ (одиниця);

(7) .˛ ˚ ˇ/˝ 
 � .˛ ˝ 
/˚ .ˇ ˝ 
/;

(8) ˛ ˝ .ˇ ˚ 
/ � .˛ ˝ ˇ/˚ .˛ ˝ 
/.

Зауважимо, що iснування протилежних щодо ˚ елементiв не вимагає-

ться (звiдки i “напiв-”), натомiсть ця операцiя є iдемпотентною (четверта тото-
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жнiсть). Тодi 0 є нейтральним елементом для додавання, тобто ˛˚0 � 0˚˛ �

˛. Переважно розглядають комутативнi напiвкiльця, у яких ˛ ˝ ˇ � ˇ ˝ ˛.

Неважко помiтити, що вище .I;˚/ — верхня напiвгратка, якщо порядок

означити як ˛ 6 ˇ ” ˛ ˚ ˇ D ˇ. Тодi ˛ ˚ ˇ є точною верхньою гранню ˛

та ˇ, а 0— найменшим елементом I . З означення випливає, що множення “˝”

монотонне за обома аргументами.

Iдемпотентним аналогом векторного простору є iдемпотентний напiвмо-

дуль [27] над iдемпотентним напiвкiльцем .I;˚;˝/ з нулем i одиницею, тобто

трiйка .X; N̊ ; N̋ /, де операцiї N̊ W X �X ! X i N̋ W I �X ! X задовольняють

тотожностi (зрозумiло, з яких множин довiльнi аргументи):

(1) x N̊ y � y N̊ x;

(2) .x N̊ y/ N̊ z � x N̊ .y N̊ z/;

(3) iснує елемент N0 2 X , для якого x N̊ N0 � N0 N̊ x � x;

(4) x N̊ x � x;

(5) .˛ ˝ ˇ/ N̋ x � ˛ N̋ .ˇ N̋ x/;

(6) 1 N̋ x � x;

(7) .˛ ˚ ˇ/ N̋ x � .˛ N̋ x/ N̊ .ˇ N̋ x/;

(8) ˛ N̋ .x N̊ y/ � .˛ N̋ x/ N̊ .˛ N̋ y/.

Вище .X; N̊ / теж є верхньою напiвграткою з найменшим елементом N0 i

аналогiчно означеним порядком i супремумом двох елементiв.

Вживаємо позначення
L

i2I

˛i i NL

i2I

xi для точних верхнiх граней вiдповiдно

множин f˛i j i 2 Ig � I та fxi j i 2 Ig � X , якщо вони iснують.

Називаємо iдемпотентний напiвмодуль .X; N̊ ; N̋ / над iдемпотентним на-

пiвкiльцем .I;˚;˝/ з одиницею iдемпотентним векторним простором, якщо

(1) .I;˚/ обмежено повна, тобто всi обмеженi згори множини у нiй мають

точнi верхнi гранi ;
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(2) якщо множина f˛i j i 2 Ig � I обмежена згори, ˇ 2 I , то виконано

�M

i2I

˛i

�

˝ ˇ D
M

i2I

�

˛i ˝ ˇ
�

i

ˇ ˝
�M

i2I

˛i

�

D
M

i2I

�

ˇ ˝ ˛i

�

I

(3) для довiльного x i обмеженої згори множини f˛i j i 2 Ig � I виконано

�M

i2I

˛i

�
N̋ x D

NM

i2I

�

˛i N̋ x
�

I

(4) якщо множина fxi j i 2 Ig � X має точну верхню грань i ˛ 2 I , то

виконано

˛ N̋
� NM

i2I

xi

�

D
NM

i2I

�

˛ N̋ xi

�

;

зокрема, точна верхня грань справа iснує.

У [27] для щойно означеного поняття вживається термiн “iдемпотентний

b-простiр”. Враховуючи природнi рiвностi
L

¿ D 0, NL ¿ D N0, отримуємо

0 N̋ x � ˇ N̋ N0 � N0.

Рiзнi iдемпотентнi напiвкiльця розглянуто у [27], однак нас цiкавитиме

випадок .RC;_; �/, де RC D Œ0I C1/, ˛ _ ˇ D maxf˛; ˇg, а “�” — звичайне

множення дiйсних чисел. Нулем i одиницею у ньому є числа 0 i 1, що узгоджу-

ється з позначеннями вище.

Тодi множина C Od
.X � X;RC/ неперервних щодо фiксованої компактної

псевдоультраметрики Od (i тодi обмежених) невiд’ємних дiйснозначних фун-

кцiй на X � X стає iдемпотентним векторним простором над .RC;_; �/, якщо

операцiї над функцiями означаються поточково, тобто для ˛ 2 RC, '; 2

C Od
.X �X;RC/ покладаємо .' N̊  /.x; y/ D '.x; y/_ .x; y/, .˛ N̋ '/.x; y/ D

˛ � '.x; y/ для всiх x; y 2 X .
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На iдемпотентнi векторнi простори тривiально переноситься поняття пiд-

простору як непорожньої множини, замкненої щодо операцiй “ N̊ ” та “ N̋ ”. Оми-

наємо прямолiнiйне доведення наступного твердження.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.7.1. Множини всiх компактних псевдометрик та всiх

компактних псевдоультраметрик, неперервних щодо фiксованої компактної

псевдоультраметрики Od на довiльнiй множинi X , є пiдпросторами iдемпо-

тентного векторного простору C Od
.X �X;RC/ над .RC;_; �/.

Нагадаємо, що простiр C Od
.X �X;R/ є нормованим i повним щодо поро-

дженої нормою метрики. Нижче нашою метою є перенесення поняття (повно-

го) нормованого простору на iдемпотентнi векторнi простори. Звернемо увагу,

що для їх елементiв не означена рiзниця, тому вважати вiдстанню мiж елемен-

тами x та y iдемпотентного векторного простору норму рiзницi x � y немо-

жливо. Очевидно, що метрика D на дiйсному векторному просторi породжу-

ється нормою, якщо i тiльки якщо вона має властивостi D.x C x0; y C y0/ 6

D.x; y/CD.x0; y0/ та D.˛ � x; ˛ � y/ 6 j˛j �D.x; y/, i вiдповiдна норма одно-

значно визначена.

Тому ми за аналогiєю всупереч традицiї означимо норму на iдемпотен-

тному векторному просторi як метрику (тобто функцiю двох аргументiв) з

певними властивостями.

Нормою на iдемпотентному векторному просторi .X; N̊ ; N̋ / над .RC;_; �/

називаємо метрикуD W X � X ! R, для якої нерiвнiсть

D.˛1 N̋ x1 N̊ ˛2 N̋ x2 N̊ : : : N̊ ˛n N̋ xn; ˛1 N̋ y1 N̊ ˛2 N̋ y2 N̊ : : : N̊ ˛n N̋ yn/

6 ˛1 �D.x1; y1/ _ ˛2 �D.x2; y2/ _ : : : _ ˛n �D.xn; yn/

iстинна для всiх n 2 N, ˛1; ˛2; : : : ; ˛n 2 RC, x1; x2; : : : ; xn; y1; y2; : : : ; yn 2 X .

Зауважимо, що ця нерiвнiсть рiвносильна до виконання пари нерiвностей

D.x N̊ x0; y N̊ y0/ 6 maxfD.x; y/;D.x0; y0/g та D.˛ N̋ x; ˛ N̋ y/ 6 ˛ �D.x; y/
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для всiх x; y; x0; y0 2 X , ˛ 2 RC, причому друга з них насправдi рiвносильна

до рiвностi D.˛ N̋ x; ˛ N̋ y/ D ˛ �D.x; y/.

Тодi даний простiр з зафiксованою нормою називаємо нормованим iдем-

потентним векторним простором. Замкненiсть i повноту у ньому розумiємо у

звичайному для метричних просторiв сенсi.

Останнє твердження можна посилити.

ТЕОРЕМА 4.5. Множина C Od
.X � X;RC/ неперервних щодо фiксованої

компактної псевдоультраметрики Od невiд’ємних дiйснозначних функцiй на

X�X з операцiями поточкового множення на невiд’ємнi числа та поточко-

вого максимуму i метрикою рiвномiрної збiжностi є повним нормованим

iдемпотентним векторним простором над .RC;_; �/. Її пiдмножина усiх

компактних псевдоультраметрик на X , неперервних щодо Od , є найменшим

замкненим пiдпростором, що мiстить всi псевдоультраметрики вигляду

�.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x; y 2 A або x; y 2 B;

1 — iнакше;
x; y 2 X;

де X D A t B , а множини A та B непорожнi i вiдкрито-замкненi щодо Od .

ДОВЕДЕННЯ отримується модифiкацiєю доведення Теореми 4.4.

4.8. Симетричнi функцiонали на просторах, породжених псевдоме-

триками

Для фiксованого компактного псевдоультраметричного простору .X; Od/

всi iзометрiї X на себе (бiєкцiї, що зберiгають псевдовiдстань) утворюють гру-

пу Iso.X; Od/ щодо композицiї. Зафiксуємо iзометрiю ' 2 Iso.X/, тодi для ко-

жної неперервної функцiї f W X�X ! R функцiя f ı.'�'/ W X�X ! R, тоб-

то .x; y/ 7! f .'.x/; '.y//, теж є неперервною. Вiдповiднiсть f 7! f ı .' � '/
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є бiєкцiєю C Od
.X �X;R/ ! C Od

.X � X;R/, яку позначимо C Od
.' � ';R/. Вона

зберiгає метрику рiвномiрної збiжностi, i множини

˚

d 2PsU .X/
ˇ
ˇ d 6 Od

	

�
˚

d 2 PsU .X/
ˇ
ˇ d неперервна щодо Od

	

�
˚

d 2 Ps.X/
ˇ
ˇ d неперервна щодо Od

	

�
˚

f W X �X ! R
ˇ
ˇ f неперервна щодо Od ; f .x; x/ D 0 i

f .x; y/ D f .y; x/ для всiх x; y 2 X
	

є iнварiантними щодо неї. Остання множина, яку позначимо S Od
.X�X;R/, є за-

мкненим пiдпростором банахового просторуC Od
.X�X;R/. Позначимо S Od

.'�

';R/ W S Od
.X�X;R/ ! S Od

.X�X;R/ звуження вiдображенняC Od
.'�';R/. Ми

отримали дiю групи Iso.X; Od/ на пiдпросторi S Od
.X � X;R/ та згаданих вище

його пiдмножинах, що складаються з псевдоультраметрик та псевдометрик.

Нижче ми дослiдимо Iso.X; Od/-симетричнi неперервнi функцiонали

ˆ W S Od
.X � X;R/ ! R, тобто функцiонали, що задовольняють тотожнiсть

ˆ.f / D ˆ.f ı .' � '// для кожної iзометрiї ' 2 Iso.X; Od/ [38].

Розглянемо найпростiший випадок — скiнченного X D fx1; x2; : : : ; xng,

де n > 2, з дискретною ультраметрикою

Od.x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x D y;

1; x ¤ y;

x; y 2 X:

Тодi Iso.X; Od/ — це група перестановок множини X . Як було показано при

доведеннi Твердження 4.6.7, пiдпростiр S Od
.X�X;R/ породжується множиною

псевдоультраметрик вигляду

�i1i2:::ik .x; y/ D

8

<̂

:̂

0; x; y 2 fxi1 ; xi2 ; : : : ; xik g або x; y … fxi1 ; xi2 ; : : : ; xik g;

1 — iнакше;

де x; y 2 X , 0 < k < n, 1 6 i1 < i2 < : : : < ik 6 n.
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Очевидно, що для довiльних xi ; xj 2 X iснує бiєкцiя ' 2 Iso.X; Od/, для

якої '.xi / D xj . Тодi �j ı .' � '/ D �i , звiдки для Iso.X; Od/-симетричного

функцiонала ˆ випливає ˆ.�i / D ˆ.�j /. Аналогiчно доводиться, що всi зна-

чення ˆ.�i1i2:::ik / для фiксованого k збiгаються.

Розглянемо суму

fk.x; y/ D
X˚

�xi1
i2:::ik .x; y/

ˇ
ˇ 1 6 i1 < i2 < : : : < ik 6 n

	

для всiх x; y 2 X . Ця сума мiстить C k
n доданкiв, є нульовою при x D y i

дорiвнює 2C k�1
n�2 при x ¤ y, тобто збiгається зi значеннями ультраметрики

2C k�1
n�2 � Od . Отже,

ˆ.fk/ D C k
nˆ.�i1i2:::ik / D 2C k�1

n�2ˆ.
Od/;

звiдки

ˆ.�i1i2:::ik / D
2C k�1

n�2

C k
n

ˆ. Od/ D
2k.n� k/

n.n � 1/
ˆ. Od/:

Зокрема,

ˆ.�i1/ D
2.n � 1/

n.n � 1/
ˆ. Od/; ˆ.�i1i2/ D

4.n � 2/

n.n � 1/
ˆ. Od/:

ТВЕРДЖЕННЯ 4.8.1. Якщо Od — дискретна ультраметрика на скiнчен-

нiй множинi X D fx1; x2; : : : ; xng, де n > 2, а ˆ W S Od
.X � X;R/ ! R

— Iso.X; Od/-симетричний функцiонал, то його значення для довiльної f 2

S Od
.X �X;R/ визначене формулою

ˆ.f / D
2

n.n � 1/
ˆ. Od/ �

X

16i<j 6n

f .xi ; xj /

ДОВЕДЕННЯ. Використаємо означенi ранiше функцiї 'ij W X � X ! R

для 1 6 i < j 6 n, заданi формулами

'ij .a; b/ D

8

<̂

:̂

1; a D xi ; b D xj або a D xj ; b D xi ;

0 — iнакше;
a; b 2 X:
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Нагадаємо, що цi функцiї можна подати як лiнiйнi комбiнацiї ультрапсевдоме-

трик: 'ij .a; b/ D 1
2
.�i .a; b/C �j .a; b/ � �ij .a; b//, звiдки маємо

ˆ.'ij / D
1

2

�

2 �
2.n � 1/

n.n � 1/
�
4.n � 2/

n.n � 1/

�

ˆ. Od/ D
2

n.n � 1/
ˆ. Od/:

Це узгоджується з рiвнiстю Od D
P

16i<j 6n

'ij , у якiй справа маємо n.n�1/
2

доданкiв.

Тепер досить врахувати рiвнiсть

f .a; b/ D
X

16i<j 6n

f .xi ; xj / � 'ij .a; b/ для кожних a; b 2 X

та лiнiйнiсть функцiонала ˆ. �

Висновки до роздiлу 4

(1) Охарактеризовано множини, якi є пiдграфiками i надграфiками компа-

ктних псевдоультраметрик, i запроваджено вiдстанi мiж компактними

псевдоультраметриками як вiдстань Гаусдорфа мiж їх пiдграфiками та

вiдстань Гаусдорфа мiж їх надграфiками.

(2) Доведено, що множина всiх компактних псевдоультраметрик на фiксо-

ванiй множинi X , що передують фiксованiй компактнiй псевдометрицi

на X , з введеною через пiдграфiки метрикою є метричним компактом, i

ця метрика топологiчно еквiвалентна до метрики рiвномiрної збiжностi.

(3) Доведено спiввiдношення мiж метрикою на основi метрики Гаусдорфа

i метрикою рiвномiрної збiжностi на множинi всiх компактних псевдо-

ультраметрик на фiксованiй множинi X , i показано, що метрика рiвно-

мiрної збiжностi є граничним випадком метрик, означених через пiдгра-

фiки.

(4) Введено аналог ультраметрики Гартоґа-де Вiнка мiж компактними уль-

трапсевдометриками, i доведено, що ця ультраметрика є граничним ви-

падком метрик, означених через надграфiки.
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(5) Показано, що множина всiх псевдоультраметрик, що не перевищують

даної компактної псевдоультраметрики, у банаховому просторi непе-

рервних щодо неї функцiй двох змiнних з нормою рiвномiрної збiжностi

у загальному випадку не породжує замкнений конус псевдометрик, але

породжує замкнений пiдпростiр симетричних функцiй, що перетворю-

ються у нуль при рiвних аргументах.

(6) Показано, що множина невiд’ємних функцiй двох змiнних, неперерв-

них щодо даної компактної псевдоультраметрики, є повним нормова-

ним iдемпотентним векторним простором, у якому компактнi псевдо-

ультраметники, неперервнi щодо даної, утворюють замкнений пiдпро-

стiр, породжений множиною псевдометрик, заданих розбиттями на двi

вiдкрито-замкненi пiдмножини.

Результати четвертого роздiлу опублiковано в статтях [38, 39], а також

доповiдалися на конференцiях [36, 37] i наукових семiнарах.
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ВИСНОВКИ

У цiй дисертацiйнiй роботi отриманi наступнi науковi результати:

— Доведено, що множина всiх псевдометрик на довiльнiй фiксованiй мно-

жинiX з поточковим впорядкуванням є умовно повною недистрибутив-

ною граткою, а множина всiх метрик на X D Œ0; 1� не є напрямленою

вниз, тому не є нижньою напiвграткою, а тим бiльше граткою.

— Описано вiдношення апроксимацiї знизу на множинi всiх псевдометрик

на скiнченнiй множинi X i доведено, що, якщо нетривiальна псевдоме-

трика d0 на нескiнченнiй множинi X апроксимує знизу псевдометрику

d на X , то d обмежена, а d0 розбиває X на скiнченну кiлькiсть класiв

еквiвалентностi, якi щодо d є вiдкрито-замкненими.

— Доведено, що жоднi двi псевдометрики на нескiнченнiй множинi X не

перебувають у вiдношеннi апроксимацiї згори у множинi всiх псевдоме-

трик на X , а у пiдмножинi всiх псевдометрик на X , значення яких не

перевищують фiксованого a > 0, кожний елемент є точною нижньою

гранню напрямленої вниз множини елементiв, що апроксимують його

згори.

— Описано гратковi операцiї у поточково впорядкованiй множинi всiх псев-

доультраметрик на фiксованiй множинi X i доведено, що пiдмножини

всiх компактних псевдоультраметрик i всiх локально компактних псев-

доультраметрик на злiченнiй множинi X не є напрямленими вгору.

— Доведено, що у множинi компактних псевдоультраметрик на довiльнiй

множинi X iнфiмум двох елементiв дистрибутивний щодо супремума

довiльної кiлькостi елементiв, а для множин всiх псевдоультраметрик

на злiченнiй множинi X та всiх локально компактних псевдоультраме-

трик на злiченнiй множинi X ця властивiсть не виконана.
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— Доведено, що некомпактну псевдоультраметрику на довiльнiй множинi

X у множинi всiх псевдоультраметрик наX чи у множинi всiх локально

компактних псевдоультраметрик на X апроксимує знизу тiльки тривi-

альна псевдометрика.

— За допомогою допомiжного вiдношення “бути слабко значно нижче”

отримано необхiднi i достатнi умови того, що компактна псевдоультра-

метрика d0 апроксимує знизу компактну псевдоультраметрику d1, i до-

ведено, що кожна компактна псевдоультраметрика є точною верхньою

гранню напрямленої вгору множини компактних псевдоультраметрик,

що апроксимують її знизу.

— Доведено, що жодна компактна псевдоультраметрика на нескiнченнiй

множинi X не апроксимує згори компактну псевдоультраметрику на

цiй множинi.

— Отримано опис вiдношення апроксимацiї згори i алгоритм побудови

апроксимуючих згори елементiв у множинi всiх компактних псевдоуль-

траметрик на фiксованiй множинi X , що не перевищують даної компа-

ктної псевдоультраметрики, з чого випливає двонеперервнiсть цiєї час-

тково впорядкованої множини.

— Охарактеризовано множини, якi є пiдграфiками компактних псевдоуль-

траметрик, i запроваджено вiдстань мiж компактними псевдоультраме-

триками як вiдстань Гаусдорфа мiж їх пiдграфiками.

— Доведено, що множина всiх компактних псевдоультраметрик на фiксо-

ванiй множинi X , що передують фiксованiй компактнiй псевдометрицi

наX , з введеною метрикою є метричним компактом, i ця метрика топо-

логiчно еквiвалентна до метрики рiвномiрної збiжностi.

— Доведено спiввiдношення мiж метрикою на основi метрики Гаусдорфа

i метрикою рiвномiрної збiжностi на множинi всiх компактних псевдо-
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ультраметрик на фiксованiй множинi X , i метрика рiвномiрної збiжно-

стi є граничним випадком метрик, означених через пiдграфiки.

— Показано, що визначена вказаними метриками топологiя на множинi

всiх псевдоультраметрик, що не перевищують даної компактної псевдо-

ультраметрики, є повною граткою, на якiй топологiя Лоусона i двоїста

топологiя Лоусона збiгаються.

— Доведено, що граничним випадком означених через надграфiки метрик

на множинi компактних псевдоультраметрик є ультраметрика Гартоґа-

де Вiнка.

— Показано, що у загальному випадку множина компактних псевдоуль-

траметрик, неперервних щодо даної компактної псевдоультраметрики,

у банаховому просторi неперервних функцiй двох змiнних не породжує

конус псевдометрик, але породжує замкнений пiдпростiр симетричних

функцiй, що перетворюються у нуль при двох однакових аргументах.

— Показано, що множина компактних псевдоультраметрик, неперервних

щодо даної компактної псевдоультраметрики, є замкненим пiдпросто-

ром у iдемпотентному нормованому просторi невiд’ємних неперервних

функцiй двох змiнних, породженим множиною псевдоультраметрик, ви-

значених розбиттями на двi вiдкрито-замкненi множини.

Результати роботи є внеском у дослiдження метричних структур та утво-

рених ними просторiв i дозволяють поєднувати порядковi пiдходи та вибiр

метризацiї при наближеному розв’язаннi задач класифiкацiї. У подальшому

можливi дослiдження у напрямку послаблень властивостей псевдометрик (з

переходом до квазiметрик, метаметрик, преметрик, тощо) та розгляду симе-

тричних функцiоналiв на банахових просторах, породжених множинами псев-

дометрик.



138

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Alimov A., Tsarkov I. Geometric Approximation Theory, Springer Monographs

in Mathematics// London: Springer.— 2022.

2. Banakh T. AE(0)-spaces and regular operators extending (averaging)

pseudometrics // Bull. Polon. Acad. Sci. Ser. Sci. Math. — 1994. — 42,

197–206.

3. Banakh T., Bessaga Cz. On linear operators extending [pseudo]metrics// Bull.

Polish Acad. Sci. Math. — 2000. — 48(1), 35—49.

4. Birkhoff G. Lattice theory// Providence, R.I.: AMS. — 1940.
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60. Uglešić N., On ultrametrics and equivalence relations — duality// International

Mathematical Forum. — 2010.— 5(21), 1037–1048.

61. Vickers S. Topology via Logic// London: Cambridge University Press.— 1996.

62. Vulikh B.Z. Introduction to Functional Analysis for Scientists and Technologi-

sts// Reading: Addison-Wesley and Pergamon Press. — 1963.

63. Willard S. General Topology// Reading, Menlo Park, London, Don Mills:

Addison-Wesley.— 1970.

64. Wyler O. Algebraic theories of continuous lattices// Lect. Notes Math. —

1981.— 871, 390–413.

65. Гуран I.Й., Зарiчний М.М. Елементи теорiї топологiчних груп// K.: НМК

ВО.— 1996.

66. Никифорчин О.Р. Елементи загальної топологiї// Iвано-Франкiвськ: Плай.

— 2003.

67. Никифорчин О.Р., Никорович С.I., Копорх К.М. Компактнi ультрапсев-

дометрики та зворотнi спектри // Прикарпатський вiсник НТШ. Число.

— 2022. — Вип. 17(64), С. 299–314.

Режим доступу до журналу: https://doi.org/10.31471/2304-7399-2022-

17(64)-65-74.

68. Никорович С. I., Порядковi властивостi множин псевдометрик// IXth

Summer School. Algebra, Topology and Analysis. Abstracts of Lectures and

Report 7-18 липня, 2014, Поляниця: тези доп.— 2014.— 59-60.

69. Савченко О.Г. Функтори i розмитi ультраметрики// Вiсник Львiвського

унiверситету, серiя механiко-математична. — 2010.— 72, 255–262.

70. Савченко О. Г. Iдемпотентнi мiри i К-ультраметричнi простори// Працi

мiжнародного геометричного центру. — 2011,— 4(1), 42–49 .



144

ДОДАТОК А

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1. Никорович С.I. Порядковi властивостi множин псевдометрик // IXth

Summer School. Algebra, Topology and Analysis. Abstracts of Lectures and

Report, 7-18 липня, 2014, Поляниця: тези доп. – Поляниця.— 2014. –

С. 59-60.

2. Nykorovych S.I. Approximation relations on the posets of pseudometrics and

of pseudoultrametrics// Carpathian Math. Publ. — 2016. — 8(1), p. 150–157.

3. Никифорчин О.Р., Никорович С.I., Копорх К.М. Компактнi ультра-

псевдометрики та зворотнi спектри // Прикарпатський вiсник НТШ.

Число. — 2022. — Вип. 17(64), С. 299–314.

4. Nykorovych S.I., Nykyforchyn O.R., Zagorodnyuk, A.V. Approximation Relati-

ons on the Posets of Pseudoultrametrics// Axioms.— 2023. – 12(5), p.438.

5. Nykorovych S., Nykyforchyn O. Metric and Topology on the Poset of Compact

Pseudoultrametrics // Carpathian Math. Publ. — 2023. — Vol. 15 (2), p.

321-330.

6. Nykorovych S. Approximation relations on the posets of pseudoultrametri-

cs // Сучаснi проблеми механiки та математики, 23 – 25 травня, 2023,

Львiв: тези доп. – Львiв. — 2023. – С. 425.

7. Nykorovych S. Approximation in Partially Ordered Sets of Pseudoultrametri-

cs // International Workshop On Current Trends In Analysis And Approxi-

mation Theory, July 18, Rome, Italy: Proc. Book. — Rome, 2023. — P. 79.

8. Nykorovych, S. I., Vasylyshyn, T. V. Symmetric linear functionals on the

Banach space generated by pseudometrics// Matematychni Studii — 62(1),

2024. — 81-92.



145

ДОДАТОК Б

ВIДОМОСТI ПРО АПРОБАЦIЮ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

Результати дисертацiї доповiдалися i обговорювалися на таких конфе-

ренцiях та семiнарах:

1. IХ-iй лiтнiй школi “Алгебра, топологiя i аналiз ” (с. Поляниця, Iвано-

Франкiвська обл., 7–18 липня 2014 р.);

2. Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та ма-

тематики”, (м. Львiв, 23–25 травня 2023 р.);

3. Мiжнародному семiнарi з сучасних тенденцiй в аналiзi i теорiї наближень

(м. Рим, Iталiя, 18 липня 2023 р.);

4. Звiтних науково-практичних конференцiях Прикарпатського нацiональ-

ного унiверситету iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ, 2014 –

2016, 2022 – 2024);

5. Наукових семiнарах кафедри математичного i функцiонального аналiзу

Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника

(Iвано-Франкiвськ, 2012 – 2016, 2021 – 2024);

6. Наукових семiнарах кафедри алгебри та геометрiї Прикарпатського на-

цiонального унiверситету iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ,

2012 – 2016, 2021 – 2024);

7. Розширеному засiданнi кафедри алгебри та геометрiї, Прикарпатський

нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ,

21 жовтня 2024 р.).


