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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Основними об’єктами дисертацiйного дослiдження є псев-

дометрики, якi виникають у рiзних галузях математики, передусiм у функцiонально-

му аналiзi, зокрема, у теорiї топологiчних векторних просторiв. Вони забезпечують

ширшу основу для вивчення просторiв iз поняттями вiдстанi. Зокрема, псевдометри-

ки є загальнiшим випадком метрик - вiд них не вимагається невиродженостi. Згiдно з
1 вперше псевдометричнi простори були введенi югославським математиком Джуро

Курепою у 1934 роцi 2. Вже у 1955 роцi Джон Л. Келлi вживає цей термiн у своєму

пiдручнику “Загальна топологiя” 3. У 1970 роцi Стефан Вiллард наводить приклади

псевдоультраметрик у своїй монографiї “Загальна топологiя” 4. Бiльше прикладiв

можна знайти у книзi 1978 року Лiнна Стiна та Дж. Артура Сiбаха молодшого “Кон-

трприклади в топологiї” 5.

У функцiональному аналiзi псевдометрики використовуються для означення

топологiчних векторних просторiв, зокрема в контекстi теорiї локально опуклих

просторiв. Коли топологiя генерується з використанням сiмейства псевдометрик,

простiр називається калiбрувальним простором 6. Часто вживану так звану метри-

ку Мiнковського, яка насправдi є псевдометрикою, у фiзицi називають метрикою

Лоренца. У теорiї вiдносностi псевдометрики використовуються, щоб визначити N-

вектори енергiї та iмпульсу 7.

Псевдоультраметрики 8, з одного боку, є частковим випадком псевдометрик з

посиленою нерiвнiстю трикутника, а, з iншого, є узагальненням ультраметрик (чи не-

1Collatz L. Functional Analysis and Numerical Mathematics/San Francisco, London: Academic Press, —
1966. — P. 51.

2Kurepa D. Tableaux ramifiés d’ensembles, espaces pseudodistanciés.// C. R. Acad. Sci. Paris. — 1934. —
198, — P. 1563–1565

3Kelley J. L. General Topology.// New York: Van Nostrand. — 1955
4 Willard S. General Topology.// Reading, Menlo Park, London, Don Mills: Addison-Wesley. — 1970
5 Steen, L.A., Seebach, J.A. Counterexamples in Topology, 2nd ed.// New York: Springer-Verlag. — 1978
6 Naylor A.W., Sell G.R. Linear Operator Theory in Engineering and Science// Berlin, Heidelberg, New

York: Springer-Verlag. — 1982.
7 Vulikh B.Z. Introduction to Functional Analysis for Scientists and Technologists.// Reading: Addison-

Wesley and Pergamon Press. — 1963.
8 Uglešić N. On ultrametrics and equivalence relations — duality// International Mathematical Forum. —

1978 —5(21)—P. 1037–1048.
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архiмедових метрик 9, 10, яке послаблює вимогу невиродженостi. Псевдо(ультра)-

метрика на множинi може розглядатися як деревоподiбна класифiкацiя її елементiв,

що призводить до застосувань у таких галузях, як таксономiя та побудова фiлоге-

нетичних дерев 11. Ультраметрики довели свою кориснiсть при аналiзi складних

систем, таких як мережi та соцiальнi структури 12. Їх можна розглядати як засiб

зображення “багаторiвневих” грубих множин 13, 14. Вони природно пов’язанi з не-

архiмедовими рiвномiрними структурами 15, 16.

Коренi теорiї ультраметричних просторiв знаходяться в комп’ютерних нау-

ках, тому зрозумiло, що псевдоультраметричнi простори мають застосування в до-

слiдженнi абстрактних типiв даних та алгоритмiв. Як було вказано М. Кроцшем 17,

“Теорiя областей та теорiя метричних просторiв - це два центральнi iнструменти у

вивченнi денотацiйної семантики в комп’ютерних науках.”

Iнший згаданий у тому ж джерелi iнструмент денотацiйної семантики є роздi-

лом теорiї порядку. Виявилося 18, що частковi порядки тiсно пов’язанi з топологi-

ями. Для того, щоб цi топологiї мали гарнi властивостi, вихiдний порядок повинен

вiдповiдати певним вимогам, головним чином пов’язаним з вiдносинами наближен-

9 Monna A.F. Remarques sur les metriques non-archimediennes// II. (French) Nederl. Akad. Wetensch.
Proc. — 1950 —53—P. 625–637.

10 Савченко О. Г. Iдемпотентнi мiри i К-ультраметричнi простори// Працi мiжнародного геоме-
тричного центру. — 2011 — 4(1)—P. 42–49.

11 Legendre P., Legendre L. Numerical Ecology, 3rd ed.// Developments in Environmental Modelling 24.
Amsterdam: Elsevier,. — 2012.

12 Murtagh F. Ultrametric model of mind, I: Review// p-Adic Numbers Ultrametric Anal. Appl. — 2012 —
1–3 —P. 207–221.

13 Gau W.L., Buehrer D.J. Vague sets// IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics. — 1993 — 23
—P. 610–614.

14 Pawlak Z. Rough sets.// Int. J. Computer and Information Sciences. — 1982 — 5 —P. 341–356.
15 van Rooij A.C.M. Non-Archimedean uniformities// Kyungpook Math. J. — 1970 — 10 —P. 21–30.
16 Savchenko A. Normal functors in the category of non-Archimedean uniform spaces.// Matematychni

Studii. — 2009 — 31(2) —P. 165–171.
17 Krötzsch M. Generalized ultrametric upaces in quantitative domain theory// Theor. Comput. Sci. — 2006

— 368 —P. 30–49.
18 Gierz G., Hofmann K.H., Keimel K., Lawson J.D., Mislove M., Scott D.S. Continuous Lattices and

Domains// London: Cambridge University Press — 2003.
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ня i названими “неперервнiстю” в теорiї областей. Наприклад, було обгрунтовано 19

, 20 , чому множини iнформацiйних станiв повиннi бути частково впорядкованими

i неперервними. Цi вимоги виконуються багатьма природними частковими поряд-

ками, наприклад, на множинах замкнених пiдмножин фiксованих топологiчних про-

сторiв 21, 22, на множинах гiперпросторiв включення 23, на множинах ємностей 24

i т.д. Це мало плiднi наслiдки для топологiчних та алгебраїчних властивостей цих

множин.

Для нас є цiнним, що теорiя областей пропонує гармонiйний “порядковий”

пiдхiд до апроксимацiї, що доповнює традицiйний, опертий на метричнi структу-

ри 25. Хоча у функцiональному аналiзi, зокрема, у теорiї просторiв Рiса (векторних

граток) розглядаються збiжностi, означенi через порядок 26, теорiя областей наре-

штi надає порядковiй збiжностi завершений вигляд. Зокрема, саме вона є природною

для опису наближення (псевдо-)метричних структур, якщо ми розумiємо їх як засiб

класифiкацiї.

Практично важливими є не тiльки окремi псевдометрики, а й їх множини, на-

дiленi додатковою структурою (метрикою та/чи порядком) i вкладенi у нормованi

або топологiчнi векторнi простори, що вписує їх у контекст функцiонального ана-

19 Dijkstra E.W. Guarded commands, non-determinacy and formal derivation of programs.// Comm. of the
ACM. — 1975 — 18(8) —P. 453–457.

20 Edalat A. Domains for computation in mathematics, physics and exact real arithmetic..// Bull. Symb.
Logic. — 1997 — 3(4) —P. 401–452.

21 Michael, E. Topologies on spaces of subsets.// . Trans. Amer. Math. Soc. — 1951 — 71 —P. 152–182.
22 Radul T. A functional representation of the hyperspace monad.// Comment. Math. Univ. Carol. — 1997

— 38 —P. 165–168.
23 Nykyforchyn, O.R. Capacities with values in compact Hausdorff lattices.// Appl. Categ. Struct.— 2011

— 15 —P. 243–257.
24 Nykyforchyn, O.R. A monad for the inclusion hyperspace functor is unique.// Mat. Stud.— 2007 — 27

—P. 3–18.
25 Alimov A., Tsarkov I. Geometric Approximation Theory, Springer.// Monographs in Mathematics.

London: Springer — 2022.
26Vulikh B.Z. Introduction to Functional Analysis for Scientists and Technologists..// Reading: Addison-

Wesley and Pergamon Press, — 1963.
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лiзу. Т. Банах, Ч. Бессага 27, О. Пiхурко 28, E. Тимчатин i М. Зарiчний 29 та iншi

отримали серiю результатiв про лiнiйнi неперервнi оператори, що продовжують чи

усереднюють псевдометрики.

Тому логiчним є застосування апарату функцiонального аналiзу та теорiї обла-

стей до природно (тобто поточково) упорядкованих множин метрик або структур,

схожих на метрики. Обґрунтовано, що найбiльш пiдходящим класом для цього пiд-

ходу є псевдоультраметрики. Категорiї ультраметрик вже дослiджувалися 30але

властивостi порядку, особливо з точки зору апроксимацiї, та властивостi множин

(псевдо-)ультраметрик, природно вкладених у нормованi простори, ще не були ви-

вченi, як i замкненi конуси та замкненi векторнi пiдпростори, породженi цими вкла-

деннями.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дослiдження,

що увiйшли в основу дисертацiї, проводились на кафедрi математичного i функцiо-

нального аналiзу Прикарпатського нацiональний унiверситет iменi Василя Стефа-

ника в рамках науково-дослiдної теми «Дослiдження алгебр, породжених симетри-

чними полiномiальними та рацiональними вiдображеннями у банахових просторах»

(номер державної реєстрацiї 0123U101791).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiдження

пов’язаних з вiдношеннями апроксимацiї метричних, топологiчних та порядкових

властивостей частково впорядкованих множин псевдометрик на фiксованих мно-

жинах та вкладень цих множин у нормованi векторнi простори.

Досягнення поставленої мети пов’язане iз розв’язанням наступних завдань:

– дослiдження вiдношень апроксимацiї (неперервнiсть, двоїста неперервнiсть)

у просторi псевдометрик P s.X/;

– дослiдження вiдношень апроксимацiї (неперервнiсть, двоїста неперервнiсть)

у просторi псевдоультраметрик P sU.X/ та його пiдпросторах;

– дослiдження властивостей топологiй на псевдоультраметрик, що визначаю-

ться частковим порядком, та їх зв’язкiв з нормою рiвномiрної збiжностi та

метрикою Гаусдорфа;

– дослiдження породжених множинами псевдоультраметрик замкнених пiдпро-

сторiв i конусiв у нормованих просторах неперервних функцiй.

27 Banakh T., Bessaga Cz. On linear operators extending [pseudo]metrics// Bull. Polish Acad. Sci. Math. —
2000. — 48(1), 35—49.

28 Pikhurko O. Extending metrics in compact pairs // Mat. Studii. — 1994. — 3, 103–106.
29Tymchatyn E.D, Zarichnyi M. A note on operators extending partial ultrametrics// Comment. Math. Univ.

Carolinae. — 2005.— 46(3), 515–524.
30 Lemin A.J. Spectral decomposition of ultrametric spaces and topos theory.// Topol. Proc. — 2001–2002

— 26 —P. 721–739.



5

Об’єктом дослiдження є пiдмножини з заданими властивостями простору
псевдометрик.

Предметом дослiдження є властивостi частково впорядкованих пiдмножин
простору псевдометрик, а також вiдображень та вiдношень мiж цими об’єктами.

Методи дослiдження. У процесi виконання дисертацiйної роботи використа-
нi методи функцiонального аналiзу та теорiї неперервних областей.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi результати, що
виносяться на захист, є новими. У дисертацiї вперше:

- Описано порядковi властивостi множини P s.X/ усiх псевдометрик на фi-
ксованiй множинi X та множини P sU.X/ усiх псевдоультраметрик на фiксованiй
множинi X .

- Доведено, що частково впорядкованi множини P s.X/ i P sU.X/ не мають
нетривiальних апроксимацiйних вiдношень, отже, не є неперервними або двоїсто не-
перервними, а множина P s.X/ навiть не є граткою.

- Доведено, що частково впорядкована множина CP sU.X/ (множина усiх ком-
пактних псевдоультраметрик на фiксованiй множинi X) неперервна.

- Встановлено, що наближення псевдоультраметрик (в сенсi теорiї порядку)
ефективне тiльки у випадку компактних псевдоультраметрик.

- Встановлено, якi класи псевдометрик на фiксованих множинах є неперерв-
ними та двоїсто неперервними.

- Отримано спосiб побудови компактних псевдоультраметрик значно нижче
або значно вище заданої i як завгодно близьких до неї.

- Для фiксованої компактної псевдоультраметрики Od на множинi X запропо-

новано методи метризацiї множини Od " усiх компактних псевдоультраметрик на X ,

менших або рiвних Od , i доведено, що вони (за винятком метрики Гартоґа-де Вiнка)
є топологiчно еквiвалентними.

- Встановлено, що компактнi псевдоультраметрики, неперервнi щодо даної
компактної псевдоультраметрики на фiксованiй множинi, утворюють повний нор-
мований iдемпотентний векторний простiр, породжують банахiв простiр симетри-
чних неперервних функцiй двох змiнних, рiвних нулю на дiагоналi, але у загальному
випадку не породжують додатнiй конус у цьому просторi.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї мають
теоретичний характер. Їх можна використати у теорiї наближень та денотацiйнiй
семантицi мов програмування.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться на захист,
отриманi автором самостiйно. Зi статтей, опублiкованих у спiвавторствi, до дисер-
тацiї включенi лише тi результати, що належать автору. У статтi [3] спiвавторам на-
лежить огляд лiтератури, постановка задачi та участь у редагуваннi статтi. У статтi
[4] спiвавторам належить огляд лiтератури, постановка задачi та участь у редагу-
ваннi i переглядi статтi. У статтях [5,8] спiвавтору належить огляд лiтератури та
постановка задачi.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї апробова-

но на таких наукових конференцiях та семiнарах:

1. IХ-iй лiтнiй школi “Алгебра, топологiя i аналiз ” (с. Поляниця, Iвано-Фран-

кiвська обл., 7–18 липня 2014 р.);

2. Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та математи-

ки”, (м. Львiв, 23–25 травня 2023 р.);

3. Мiжнародному семiнарi з сучасних тенденцiй в аналiзi i теорiї наближень (м. Рим,

Iталiя, 18 липня 2023 р.);

4. Звiтних науково-практичних конференцiях Прикарпатського нацiонального унi-

верситету iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ, 2014 – 2016, 2022 –

2024);

5. Наукових семiнарах кафедри математичного i функцiонального аналiзу

Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника (Iвано-

Франкiвськ, 2012 – 2016, 2021 – 2024);

6. Наукових семiнарах кафедри алгебри та геометрiї Прикарпатського нацiо-

нального унiверситету iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ, 2012 – 2016,

2021 – 2024);

7. Розширеному засiданнi кафедри алгебри та геометрiї, Прикарпатський нацiо-

нальний унiверситет iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ, 21 жовтня

2024 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 8 науко-

вих працях: 5 статтях [2,3,4,5,8], з яких 3 ([4,5,8]) включенi до наукометричних баз

Scopus та Web of Science Core Collection (1 стаття [4] у перiодичному закордонному

виданнi i 1 стаття [5] у перiодичному вiтчизняному виданнi, вiднесених вiдповiдно

до третього квартиля (Q3) та другого квартиля (Q2) згiдно класифiкацiї SCImago

Journal Rank), та 3 тезах конференцiй рiзного рiвня ([1,6,7]).

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, вступу, чо-

тирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який налiчує 70 наймену-

вань, та додаткiв на 2 сторiнках. Обсяг основного тексту дисертацiї – 130 сторiнок,

обсяг списку використаних джерел – 6 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, встановлено зв’язок

роботи з науковими темами. Сформульовано мету та завдання дослiдження, описа-

но наукову новизну отриманих результатiв. Подано список публiкацiй та iнформа-

цiю про апробацiї результатiв дисертацiйної роботи.
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У першому роздiлi наведено необхiднi вiдомостi з теорiї областей та метри-
чних просторiв, зокрема, означення топологiй Скотта та Лоусона, вiдношення апро-
ксимацiї, тощо згiдно джерел 31, 32, 33.

Означення 1.1.1. Вiдображення d W X � X ! R, яке задовольняє умови:

(1) 8x; y 2 X d.x; y/ > 0 (невiд’ємнiсть);
(2) 8x 2 X d.x; x/ D 0 (тотожнiсть);
(3) 8x; y 2 X d.x; y/ D d.y; x/ (симетрiя);
(4) 8x; y; z 2 X d.x; y/ 6 d.y; z/ C d.z; x/ (нерiвнiсть трикутника),

називаємо псевдометрикою на множинi X , а пару .X; d/ — псевдометричним
простором.

Якщо друга умова виконана у сильнiшiй формi

(2C) 8x; y 2 X
�

d.x; y/ D 0 ” x D y
�

,

то d називаємо метрикою на X , а .X; d/ — метричним простором.

Означення 1.1.2. Метрику d W X � X ! R, для якої виконано посилену
нерiвнiсть трикутника

(4C) 8x; y; z 2 X d.x; y/ 6 maxfd.y; z/; d.z; x/g,

називаємо ультраметрикою.
Одними з центральних об’єктiв дослiдження будуть псевдоультраметрики (якi

також називають ультрапсевдометриками) — “гiбриди” псевдометрик та ультраме-
трик:

Означення 1.1.3. Вiдображення d W X � X ! R, яке задовольняє умови:

(1) 8x; y 2 X d.x; y/ > 0 (невiд’ємнiсть);
(2) 8x 2 X d.x; x/ D 0 (тотожнiсть);
(3) 8x; y 2 X d.x; y/ D d.y; x/ (симетрiя);
(4C) 8x; y; z 2 X d.x; y/ 6 maxfd.y; z/; d.z; x/g (посилена нерiвнiсть трику-

тника),

називаємо псевдоультраметрикою на множинi X , а пару .X; d/ — псевдоультра-
метричним простором.

Означення 1.2.11. Частково впорядковану множину .X; 6/ називаємо пов-
ною нижньою (верхньою) напiвграткою, якщо iснує inf (sup) для будь-якої непо-
рожньої пiдмножини A � X .

31 Gierz G., Hofmann K.H., Keimel K., Lawson J.D., Mislove M., Scott D.S. Continuous Lattices and
Domains// London: Cambridge University Press — 2003.

32 Krötzsch M. Generalized ultrametric upaces in quantitative domain theory// Theor. Comput. Sci. — 2006
— 368 —P. 30–49.

33 Uglešić N. On ultrametrics and equivalence relations — duality// International Mathematical Forum. —
1978 —5(21)—P. 1037–1048.
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Означення 1.2.12. Частково впорядкована множина, яка одночасно є пов-
ною нижньою напiвграткою i повною верхньою напiвграткою, називається умовно
повною граткою.

Дещо слабшi поняття:

Означення 1.2.13. Частково впорядковану множину .X; 6/ називаємо умов-
но повною нижньою (верхньою) напiвграткою, якщо iснує inf (sup) для будь-якої
непорожньої обмеженої знизу (згори) пiдмножини A � X .

Означення 1.2.14. Частково впорядкована множина, яка одночасно є умов-
но повною нижньою напiвграткою i умовно повною верхньою напiвграткою, нази-
вається умовно повною граткою.

Означення 1.2.15. Пiднапiвграткою нижньої (верхньої) напiвгратки
.S; 6/ називається довiльна така її пiдмножина S0, що для кожних x; y 2 S0

iнфiмум x ^ y (вiдповiдно супремум x _ y) теж належить до S0.

Означення 1.2.16. Пiдграткою гратки .L; 6/ називається довiльна її пiд-
множина L0, що є нижньою i верхньою пiднапiвграткою L.

Означення 1.2.17. Кажемо, що частково впорядкована множина
.D; 6/ напрямлена (чи спрямована) вгору (вниз), якщо для для будь-яких
d1; d2 2 D знайдеться таке d 2 D, що d1; d2 6 d (вiдповiдно d1; d2 > d ).

Напрямленi вниз множини також називають “фiльтрованими” (filtered), тодi
напрямленi вгору називають просто “напрямленими” (directed).

Означення 1.2.18. Нехай d1; d2 2 P s.X/ i d1 6 d2. Тодi кажемо, що d1

перебуває у вiдношеннi way below (значно нижче) з d2 (пишемо d1 � d2 i кажемо
також, що d1 апроксимує чи наближає d2 знизу), якщо будь-якої напрямленої
вгору множини D � P s.X/, такої, що d2 6 supD, знайдеться таке d 2 D, що
d1 6 d .

Означення 1.2.19. Нехай d1; d2 2 P s.X/ i d2 > d1. Тодi кажемо, що d1

перебуває у вiдношеннi way above (значно вище) з d2 (пишемо d2 � d1 i кажемо
також, що d2 апроксимує чи наближає d1 згори), якщо будь-якої напрямленої
вниз множини D � P s.X/, такої, що d1 > inf D, знайдеться таке d 2 D, що
d2 > d .

Зрозумiло, що i з d1 � d2, i з d2 � d1 випливає d1 6 d2, але у загальному
зворотна iмплiкацiя є хибною.

Означення 1.2.20. Частково впорядковану множину .X; 6/ називаємо не-
перервною, якщо для кожного елемента x 2 X множина x ## всiх елементiв, що

апроксимують x знизу, є напрямленою вгору, i її точна верхня грань дорiвнює x.
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Означення 1.2.21. Частково впорядковану множину .X; 6/ називаємо дво-
їсто неперервною, якщо для кожного елемента x 2 X множина x "" всiх еле-

ментiв, що апроксимують x згори, є напрямленою вниз, i її точна нижня грань
дорiвнює x.

Означення 1.2.22. Частково впорядковану множину .X; 6/, яка одночасно
є неперервною i двоїсто неперервною, називаємо двонеперервною.

У другому роздiлi розглянуто порядковi властивостi множини псевдометрик.
На множинi Ps.X/ всiх псевдометрик на множинi X введемо вiдношення не-

строгого порядку природним чином (поточково): псевдометрика d1 передує (мен-
ша або рiвна) псевдометрицi d2, якщо для будь-яких двох точок x; y 2 X виконано
d1.x; y/ 6 d2.x; y/.

Лема 2.1.1. Нехай d1; d2 2 P s.X/. Тодi наступна функцiя є псевдометри-
кою:

d�.x; y/ D inff

n�1
X

kD0

minfd1.tk; tkC1/; d2.tk ; tkC1/gjn 2 N;

x D t0; t1; :::; tn�1 2 X; tn D yg 2 P s.X/:

Лема 2.1.2. Нехай d1; d2 2 P s.X/. Тодi побудована вище псевдометрика d�

є iнфiмумом для d1; d2 у Ps.X/.
У пiдроздiлi 2.1 доведено, що множина всiх псевдометрик на довiльнiй фi-

ксованiй множинi X з поточковим впорядкуванням є умовно повною недистрибу-
тивною граткою, а множина всiх метрик на X D Œ0; 1� не є напрямленою вниз, тому
не є нижньою напiвграткою, а тим бiльше граткою.

У пiдроздiлi 2.2 описано вiдношення апроксимацiї знизу на множинi всiх псев-
дометрик на скiнченнiй множинi X i доведено, що, якщо нетривiальна псевдометри-
ка d0 на нескiнченнiй множинi X апроксимує знизу псевдометрику d на X , то d

обмежена, а d0 розбиває X на скiнченну кiлькiсть класiв еквiвалентностi, якi щодо
d є вiдкрито-замкненими.

Теорема 2.2. Для того, щоб псевдометрики d0 i d на деякiй скiнченнiй мно-
жинi X перебували у вiдношеннi “значно нижче” у P s.X/, необхiдно i доста-
тньо, щоб для кожних x; y 2 X було виконано або d0.x; y/ D d.x; y/ D 0, або
d0.x; y/ < d.x; y/ .

На жаль, умови Теореми 2.3 недостатнi (хоча й необхiднi) для випадку псев-
дометрик на нескiченнiй множинi.

Теорема 2.3. Нехай X — нескiнченна множина. Якщо псевдометрики d0; d

на X перебувають у вiдношеннi “значно нижче” у P s.X/, i d0 є нетривiальною,
то виконано:

1) класи еквiвалентностi щодо псевдометрики d0 є вiдкрито-замкненими
щодо d , i їх кiлькiсть є скiнченною;
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2) iснує таке ı > 0, що для кожних x; y 2 X виконано або d0.x; y/ D 0, або
d.x; y/ > d0.x; y/ C ı;

3) псевдометрика d є обмеженою.

Наслiдок 2.2.18. Якщо простiр X з псевдометрикою d є зв’язним, то єди-
ною псевдометрикою значно нижче d є антидискретна (тривiальна).

Наприклад, нульова псевдометрика є єдиною, яка на R є значно нижче вiд
стандартної метрики.

Опис вiдношення “значно вище” на Ps.X/ для скiнченної множини X тривi-
альний i аналогiчний до Теореми 2.2 для вiдношення “значно нижче”. Однак для
нескiнченної множини ситуацiя суттєво змiнюється.

Теорема 2.4. Жоднi псевдометрики d; d1 на нескiнченнiй множинi X не
перебувають у вiдношеннi “значно вище” у Ps.X/.

Теорема 2.5. Множина Psa.X/ всiх псевдометрик на множинi X , значення
яких не перевищують фiксованого додатного числа a, є двоїсто неперервною.

Частковi порядки на множинах псевдометрик мають досить бiднi вiдношен-
ня апроксимацiї i не становлять значного iнтересу з погляду теорiї областей. Для
iснування нетривiального наближення знизу псевдометрика повинна бути обмеже-
ною, а верхньою гранню своїх апроксимацiй знизу вона може бути тiльки тодi, коли
визначає цiлком незв’язну топологiю. Тому в подальшому ми знайдемо класи з цiка-
вiшими властивостями.

У третьому роздiлi розглядються псевдоультраметрики, зокрема, у пiдроздiлi
3.2 описано гратковi операцiї (точну верхню та точну нижню гранi.

Позначимо Psu.X/ множину всiх псевдоультраметрик на множинi X . Її пiд-
множини Cpsu.X/ та L
psu.X/ складаються з усiх компактних псевдоультраме-
трик та усiх локально компактних псевдоультраметрик вiдповiдно, тобто Cpsu.X/

є множиною всiх псевдоультраметрик, якi роблять X компактним простором.
Частковi порядки на множинi Psu.X/ всiх псевдоультраметрик на X i її пiд-

множинахCpsu.X/ i L
psu.X/ визначаються, як i ранiше, поточково: псевдоультра-
метрика d1 передує псевдоультраметрицi d2 (позначається d1 6 d2 або d2 > d1),
якщо d1.x; y/ 6 d2.x; y/ виконується для всiх точок x; y 2 X . Тривiальна псев-
дометрика d � 0 є найменшим елементом Psu.X/, Cpsu.X/ та L
psu.X/. Ми
позначаємо d1 < d2 або d2 > d1, якщо d1 6 d2 i d1 ¤ d2 (це не означає, що
d1.x; y/ < d2.x; y/ для всiх x; y).

Найменшою верхньою гранню псевдоультраметрик d1; d2 в Psu.X/ є поточко-
вий максимум d�.x; y/ D max .d1.x; y/; d2.x; y/ для всiх x; y 2 X .

Доведено, що пiдмножини всiх компактних псевдоультраметрик i всiх локаль-
но компактних псевдоультраметрик на злiченнiй множинi X не є напрямленими вго-
ру.

Частково упорядкованi множини Psu.X/ та L
psu.X/ не є meet continuous
(попарний iнфiмум не є дистрибутивним щодо супремума).
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Доведено, що у множинi Cpsu.X/ – компактних псевдоультраметрик на до-
вiльнiй множинi X iнфiмум двох елементiв дистрибутивний щодо супремума до-
вiльної кiлькостi елементiв, тобто виконано meet continuity.

У роздiлi 3.3 показано, що некомпактну псевдоультраметрику на довiльнiй
множинi X у множинi всiх псевдоультраметрик на X чи у множинi всiх локально
компактних псевдоультраметрик на X апроксимує знизу тiльки тривiальна псевдо-
метрика.

Означення 3.3.1. Елемент x0 називається “слабко значно нижчим”
(weakly way below) за елемент x1 в частково впорядкованiй множинi .X; �/ (по-
значається x0 �� x1/, якщо для кожної непорожньої напрямленої пiдмножини
D � X , для якої x1 D supD, iснує елемент d 2 D такий, що x0 6 d .

Теорема 3.2. Нехай d; d0 — псевдоультрометрика на X , причому d0 не на-
лежить Cpsu.X/. Тодi d0 не «значно нижче» за d (i, отже, не «не слабко значно
нижче» за d ), нi в Psu.X/, нi в L
psu.X/.

Теорема 3.3. Якщо псевдоультраметрика (локально компактна псевдоуль-
траметрика) d не є компактною, то d0 � 0 є єдиною псевдоультраметрикою,
що є слабко значно нижчою за d 0 в Psu.X/ (вiдповiдно, в L
psu.X/).

Теорема 3.4. Вiдношення “слабко значно нижче” i “значно нижче” на час-
тково впорядкованiй множинi Cpsu.X/ спiвпадають.

Теорема 3.5. Нехай d0; d1 2 Cpsu.X/, d0 � d1. Тодi d0 � d1 тодi й тiльки
тодi, коли виконується наступне:

(1) якщо d0.x; y/ D d1.x; y/ для деяких x; y 2 X , то d1.x; y/ D 0;
(2) iснують k 2 0; 1; 2; : : : i z1; : : : ; zk 2 X такi, що для всiх x 2 X виконується

рiвнiсть d0.x; zi / D 0 для деякого 1 � i � k.

Теорема 3.6. Для будь-якої d 2 Cpsu.X/ iснує напрямлена множина ком-
пактних псевдоультраметрик, якi є слабко нижчими за d , i supD D d .

Ми довели, що множина Cpsu.X/ є неперервною. Вона не є повною, тому не
є областю, але кожна пiдмножина вигляду d# D f� 2 Cpsu.X/ j � � dg для
d 2 Cpsu.X/ є областю, а саме повною неперервною нижньою напiвграткою.

У роздiлi 3.4 описано вiдношення "значно вище"у просторi Cpsu.X/.

Теорема 3.7. Для компактних ультрапсевдометрик d; d0 на множинi X

виконано d0 � d , якщо i тiльки якщо:

— X скiнченний;
— d0.x; y/ > d.x; y/ для всiх x ¤ y в X .

Це означає, що Cpsu.X/ є двоїсто неперервним тодi i тiльки тодi X є скiн-
ченним, тобто «майже нiколи». Ми виявили, що обмеження зверху змiнює резуль-

тат. Отже, розглянемо пiдмножину Od# � Cpsu.X/ для деякого фiксованого Od 2

Cpsu.X/.
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Теорема 3.9. Для компактних ультрапсевдометрик d; d0 2 Od#, d0 � d в

. Od#; 6/ тодi i тiльки тодi

— d 6 d0;
— iснує � > 0 таке, що d0.x; y/ > minf�; Od.x; y/g для всiх x; y 2 X;

— для всiх x; y 2 X , якщо пара x; y є .d; Od/-розтягуваною, тодi d.x; y/ <

d0.x; y/.

Отримано алгоритм побудови апроксимуючих згори елементiв у множинi всiх
компактних псевдоультраметрик на фiксованiй множинi X , що не перевищують да-
ної компактної псевдоультраметрики, з чого випливає двонеперервнiсть цiєї частко-
во впорядкованої множини.

Твердження 3.4.3. Для всiх компактних псевдоультраметрик d 6 Od на мно-

жинi X i " > 0 iснує компактна псевдоультраметрика d0 така, що d0 � d в Od#

i d0.u; v/ 6 d.u; v/ C " для всiх u; v 2 X .

Теорема 3.10. Частково впорядкована множина . Od#; 6/ для компактної

псевдоультраметрики Od на множинi X є двоїсто неперервною.
У четвертому роздiлi дослiджено топологiї, що визначаються частковим по-

рядком, зокрема, з’ясувано їх метризовнiсть.
У пiдроздiлi 4.1 описано пiдмножини, якi є пiдграфiками компактної псевдо-

ультраметрики.

Означення 4.1.1. Пiдграфiком (або гiпографом) псевдоультраметрики d

на множинi X називаємо множину

sub d D
˚

.x; y; a/
ˇ

ˇ x; y 2 X; 0 6 a 6 d.x; y/
	

:

Означення 4.1.2. Надграфiком (або епiграфом) псевдоультраметрики d на
множинi X називаємо множину

epi d D
˚

.x; y; a/
ˇ

ˇ x; y 2 X; d.x; y/ 6 a
	

:

У пiдроздiлi 4.2 введена метризацiя через пiдграфiки.

Визначимо вiдстань (метрику) мiж d1; d2 2 Od# як вiдстань Гаусдорфа мiж

їхнiми пiдграфiками: D
Od

H
.d1; d2/ D �H .sub d1; sub d2/, тобто

D
Od

H
.d1; d2/ D maxf sup

u2subd1

�.u; sub d2/; sup

v2subd2

�.v; sub d1/g

де �.u; sub d2/ D infv2subd2
�.u; v/, i аналогiчно для �.v; sub d1/.

Лема 4.2.1. Множина

S D
˚

sub d
ˇ

ˇ d — компактна псевдоультраметрика на X; d � Od
	

замкнена в гiперпросторi exp.X � X � Œ0; M �/.

Показано, що множина Od# � Cpsu.X/ з метрикою D
Od

H
є компактним метри-

чним простором.



13

Вiдображення sup W exp. Od#/ ! Od# є неперервим вiдносно метрики Гаусдор-
фа. Нагадаємо, що компактна гаусдорфова (отже, повна) топологiчна верхня пiв-
гратка S така, що вiдображення sup W expS ! S є неперервною щодо топологiї
Вiєторiса на гiперпросторi expS , називається компактною гаусдорфовою верхньою
напiвграткою Лоусона. З того, що топологiя Вiєторiса на гiперпросторi метричного
компакта iндукується метрикою Гаусдорфа, ми доходимо до висновку, що напiв-

гратка Od# з топологiєю, iндукованою D
Od

H
є компактною гаусдорфовою верхньою

напiвґраткою Лоусона.
Запропонований метод метризацiї має суттєвий недолiк: вiн залежить вiд ви-

бору псевдоультраметрики Od вибраної “вище” псевдоультраметрики. Пiзнiше ми по-

кажемо, що для будь-яких Od; Nd 2 Cpsu.X/ вiдстанi D
Od

H
i D

Nd
H

iндукують ту саму

топологiю на Od# \ Nd#.
У пiдроздiлi 4.4 описана метризацiя простору псевдоультраметрик через над-

графiки у стилi Гартоґа-де Вiнка.

Теорема 4.1. Формула

DHV .d; d 0/ D max

˚

supfd 0.x; y/ j x; y 2 X; d 0.x; y/ > d.x; y/g;

supfd.x0; y0/ j x0; y0 2 X; d.x0; y0/ > d 0.x0; y0/g
	

визначає повну ультраметрику на множинi Cpsu.X/ компактних псевдоультра-
метрик на фiксованiй множинi X .

Хоча вiдстань DHV .d; d 0/ є граничним значенням топологiчно еквiвалентних
мiж собою метрик з формулами �H .epi.k � d/; epi.k � d 0//, вона не є топологiчно
еквiвалентною до них, наприклад, псевдоультраметрики .1 � 1

n
/d при n ! 1 вже

не збiгаються до d щодо DHV , зате на вiдмiну вiд них є ультраметрикою.
Ультраметрика DHV є аналогом ультраметрики Гартоґа-де Вiнка 34, означе-

ної на не обов’язково адитивних мiрах на ультраметричних просторах. На жаль, вона
не узгоджується з розглядуваним порядком на Cpsu.X/, тому стоїть дещо осторонь
теми нашого дослiдження.

У пiдроздiлi 4.5 показано, що для кожної фiксованої компактної псевдоуль-
траметрики iснує компактна гаусдорфова топологiя на множинi її тiнi, що робить її
топологiчною ґраткою з малими пiдґратками. Ця топологiя визначається за допомо-
гою метрики рiвномiрної збiжностi.

Теорема 4.3. Для компактної псевдоультраметрики Od на множинi X гра-

тка . Od #; 6/ є зв’язано двонеперервною, а топологiя Лоусона (� двоїста тополо-
гiя Лоусона) на нiй є метризованою метрикою рiвномiрної збiжностi.

Отриманi результати дозволяють змiстовно розглядати проблему iснування
продовжень псевдо(ультра)метрик, неперервних у метричному та/чи порядковому
сенсах i таких, що зберiгають кориснi властивостi, як повнота чи компактнiсть.

34 Hartog J.I., de Vink E.P. Building metric structures with the Meas functor.// Liber Americorum Jaco de
Bakker, F. de Boer, M. van der Heijden, P. Klint and J. Rutten (eds.). Amsterdam: CWI. — 2002 — P. 93-–108.
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У пiдроздiлi 4.6 розглянуто розклад псевдометрики, як як суми псевдоуль-
траметрик та описано замкнений конус та (замкнений) пiдпростiр у C Od

.X � X;R/,

породженi множиною Od#.

Твердження 4.6.2. Нехай d — псевдометрика на скiнченнiй множинi X .
Якщо X не можна подати як об’єднання непорожнiх опуклих щодо d пiдмно-
жин A; B , то d не можна подати як � C d 0, де � — псевдоультраметрика, не
рiвна тотожно нулю, а d 0 — довiльна псевдометрика.

Якщо ж розбиття X на непорожнi опуклi щодо d пiдмножини A i B iснує,
то можна подати d як � C d 0, де � — ненульова псевдоультраметрика, а d 0 —
деяка псевдометрика, для якої множина трiйок .x; y; z/, у яких y є мiж x i z,
строго бiльша вiд аналогiчної множини трiйок для d .

Твердження 4.6.5. Конус псевдометрик на скiнченнiй множин з не менш,
нiж п’ятьма точками не породжується пiдмножиною з усiх псевдоультраме-
трик на цiй множинi.

Твердження 4.6.6. Конус псевдометрик на скiнченнiй множин з не бiльш,
нiж чотирма точками породжується пiдмножиною з усiх псевдоультраметрик
на цiй множинi.

Твердження 4.6.7. Функцiю f W X � X ! R, де X — скiнченна множина,
можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї псевдоультраметрик на X , якщо i
тiльки якщо f задовольняє тотожностi f .x; x/ D 0 та f .x; y/ D f .y; x/ для
всiх x; y 2 X .

Теорема 4.4. Нехай Od — компактна псевдоультраметрика на множинi X .

Замкненою лiнiйною оболонкою множини Od# всiх компактних псевдоультраме-

трик на X , що не перевищують Od , у просторi C Od
.X � X;R/ неперервних щодо Od

дiйснозначних функцiй на X � X з нормою рiвномiрної збiжностi є множина всiх

неперервних щодо Od по сукупностi аргументiв функцiй f W X � X ! R з власти-
востями f .x; x/ � 0 та f .x; y/ � f .y; x/ для всiх x; y 2 X .

У пiдроздiлi 4.7 описано iдемпотентний нормований простiр компактних псев-
доультраметрик.

Iдемпотентним аналогом векторного простору є iдемпотентний напiвмодуль 35

над iдемпотентним напiвкiльцем з нулем i одиницею. Вiдмiннiсть — тiльки у iдем-
потентностi додавання i неiснуваннi протилежних векторiв. Якщо також виконано
вимоги порядкової повноти i нескiнченної дистрибутивностi, то отримуємо означе-
ння iдемпотентного векторного простору.

35 Litvinov G.L. Idempotent functional analysis: An algebraic approach // Mat. Zametki. — 2001. — 69(5).
— 758–797.
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Твердження 4.7.1. Множини всiх компактних псевдометрик та всiх ком-
пактних псевдоультраметрик, неперервних щодо фiксованої компактної псевдо-

ультраметрики Od на довiльнiй множинi X , є пiдпросторами iдемпотентного ве-
кторного простору C Od

.X � X;RC/ над .RC; _; �/.

Теорема 4.5. Множина C Od
.X � X;RC/ неперервних щодо фiксованої ком-

пактної псевдоультраметрики Od невiд’ємних дiйснозначних функцiй на X � X з
операцiями поточкового множення на невiд’ємнi числа та поточкового макси-
муму i метрикою рiвномiрної збiжностi є повним нормованим iдемпотентним
векторним простором над .RC; _; �/. Її пiдмножина усiх компактних псевдоуль-

траметрик на X , неперервних щодо Od , є найменшим замкненим пiдпростором,
що мiстить всi псевдоультраметрики вигляду

�.x; y/ D

(

0; x; y 2 A або x; y 2 B;

1 — iнакше;
x; y 2 X;

де X D A t B , а множини A та B непорожнi i вiдкрито-замкненi щодо Od .

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано наступнi результати :

— Доведено, що множина всiх псевдометрик на довiльнiй фiксованiй множинi
X з поточковим впорядкуванням є умовно повною недистрибутивною гра-
ткою, а множина всiх метрик на X D Œ0; 1� не є напрямленою вниз, тому не є
нижньою напiвграткою, а тим бiльше граткою.

— Описано вiдношення апроксимацiї знизу на множинi всiх псевдометрик на
скiнченнiй множинi X i доведено, що, якщо нетривiальна псевдометрика d0

на нескiнченнiй множинi X апроксимує знизу псевдометрику d на X , то d

обмежена, а d0 розбиває X на скiнченну кiлькiсть класiв еквiвалентностi, якi
щодо d є вiдкрито-замкненими.

— Доведено, що жоднi двi псевдометрики на нескiнченнiй множинi X не пере-
бувають у вiдношеннi апроксимацiї згори у множинi всiх псевдометрик на X ,
а у пiдмножинi всiх псевдометрик на X , значення яких не перевищують фi-
ксованого a > 0, кожний елемент є точною нижньою гранню напрямленої
вниз множини елементiв, що апроксимують його згори.

— Описано гратковi операцiї у поточково впорядкованiй множинi всiх псев-
доультраметрик на фiксованiй множинi X i доведено, що пiдмножини всiх
компактних псевдоультраметрик i всiх локально компактних псевдоультра-
метрик на злiченнiй множинi X не є напрямленими вгору.

— Доведено, що у множинi компактних псевдоультраметрик на довiльнiй мно-
жинi X iнфiмум двох елементiв дистрибутивний щодо супремума довiльної
кiлькостi елементiв, а для множин всiх псевдоультраметрик на злiченнiй мно-
жинi X та всiх локально компактних псевдоультраметрик на злiченнiй мно-
жинi X ця властивiсть не виконана.



16

— Доведено, що некомпактну псевдоультраметрику на довiльнiй множинi X у
множинi всiх псевдоультраметрик на X чи у множинi всiх локально компа-
ктних псевдоультраметрик на X апроксимує знизу тiльки тривiальна псевдо-
метрика.

— За допомогою допомiжного вiдношення “бути слабко значно нижче” отри-
мано необхiднi i достатнi умови того, що компактна псевдоультраметрика
d0 апроксимує знизу компактну псевдоультраметрику d1, i доведено, що ко-
жна компактна псевдоультраметрика є точною верхньою гранню напрямленої
вгору множини компактних псевдоультраметрик, що апроксимують її знизу.

— Доведено, що жодна компактна псевдоультраметрика на нескiнченнiй мно-
жинi X не апроксимує згори компактну псевдоультраметрику на цiй множи-
нi.

— Отримано опис вiдношення апроксимацiї згори i алгоритм побудови апро-
ксимуючих згори елементiв у множинi всiх компактних псевдоультраметрик
на фiксованiй множинi X , що не перевищують даної компактної псевдоуль-
траметрики, з чого випливає двонеперервнiсть цiєї частково впорядкованої
множини.

— Охарактеризовано множини, якi є пiдграфiками компактних псевдоультра-
метрик, i запроваджено вiдстань мiж компактними псевдоультраметриками
як вiдстань Гаусдорфа мiж їх пiдграфiками.

— Доведено, що множина всiх компактних псевдоультраметрик на фiксованiй
множинi X , що передують фiксованiй компактнiй псевдометрицi на X , з вве-
деною метрикою є метричним компактом, i ця метрика топологiчно еквiва-
лентна до метрики рiвномiрної збiжностi.

— Доведено спiввiдношення мiж метрикою на основi метрики Гаусдорфа i ме-
трикою рiвномiрної збiжностi на множинi всiх компактних псевдоультраме-
трик на фiксованiй множинi X , i метрика рiвномiрної збiжностi є граничним
випадком метрик, означених через пiдграфiки.

— Показано, що визначена вказаними метриками топологiя на множинi всiх псев-
доультраметрик, що не перевищують даної компактної псевдоультраметри-
ки, є повною граткою, на якiй топологiя Лоусона i двоїста топологiя Лоусона
збiгаються.

— Доведено, що граничним випадком означених через надграфiки метрик на
множинi компактних псевдоультраметрик є ультраметрика Гартоґа-де Вiнка.

— Показано, що у загальному випадку множина компактних псевдоультраме-
трик, неперервних щодо даної компактної псевдоультраметрики, у банахово-
му просторi неперервних функцiй двох змiнних не породжує конус псевдо-
метрик, але породжує замкнений пiдпростiр симетричних функцiй, що пере-
творюються у нуль при двох однакових аргументах.

— Показано, що множина компактних псевдоультраметрик, неперервних щодо
даної компактної псевдоультраметрики, є замкненим пiдпростором у iдем-
потентному нормованому просторi невiд’ємних неперервних функцiй двох
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змiнних, породженим множиною псевдоультраметрик, визначених розбиття-

ми на двi вiдкрито-замкненi множини.

Результати роботи є внеском у дослiдження метричних структур та утворених

ними просторiв i дозволяють поєднувати порядковi пiдходи та вибiр метризацiї при

наближеному розв’язаннi задач класифiкацiї. У подальшому можливi дослiдження

у напрямку послаблень властивостей псевдометрик (з переходом до квазiметрик,

метаметрик, преметрик, тощо) та розгляду симетричних функцiоналiв на банахових

просторах, породжених множинами псевдометрик.
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АНОТАЦIЯ

Никорович С. I. Апроксимацiї в просторах псевдометрик. — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису. Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кан-
дидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний ана-
лiз. — Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника, Iвано-
Франкiвськ, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню пов’язаних з вiдношеннями апро-
ксимацiї метричних та порядкових властивостей частково впорядкованих множин
всiх псевдометрик на фiксованих множинах та їх пiдмножин, у першу чергу складе-
них з псевдоультраметрик.

У першому роздiлi наведено необхiднi вiдомостi з теорiї метричних просторiв
та неперервних областей.

У другому роздiлi розглянуто порядковi властивостi множини псевдометрик.
Описано вiдношення апроксимацiї знизу на множинi всiх псевдометрик на скiнчен-
нiй множинi X i отримано необхiднi умови апроксимацiї знизу для нескiнченної
множини X . Доведено, що вiдношення апроксимацiї згори на множинi псевдометрик
на нескiнченнiй множинi X є тривiальним.

У третьому роздiлi розглядються частково впорядкованi множини псевдоуль-
траметрик. Показано, що некомпактну псевдоультраметрику на довiльнiй множинi
X у множинi всiх псевдоультраметрик на X чи у множинi всiх локально компа-
ктних псевдоультраметрик на X апроксимує знизу тiльки тривiальна псевдометри-
ка. Запропоновано алгоритм побудови апроксимуючих згори елементiв у множинi
всiх компактних псевдоультраметрик на фiксованiй множинi X , що не перевищу-
ють даної компактної псевдоультраметрики, з чого отримано двонеперервнiсть цiєї
частково впорядкованої множини.

Четвертий роздiл присвячено метричним просторам псевдоультраметрик та
їх вкладенням у нормованi векторнi простори. Введено i дослiджено вiдстанi мiж
компактними псевдоультраметриками як вiдстань Гаусдорфа мiж їх пiдграфiками
та вiдстань Гаусдорфа мiж їх надграфiками, а також метрику у стилi Гартоґа-де Вiн-
ка. Дослiджено зв’язки цих метрик з метрикою рiвномiрної збiжностi та топологiєю
Лоусона, а також замкненi конуси i замкненi пiдпростори, породженi множинами
псевдоультраметрик у банахових просторах неперервних функцiй.

Ключовi слова: псевдометрики, псевдоультраметрики, апроксимацiя, дво-
неперервнiсть, норма рiвномiрної збiжностi, iдемпотентний векторний простiр.
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This thesis is devoted to the study of approximation relations involving metric and

order properties of partially ordered sets of all pseudometrics on fixed sets and their

subsets. In particular, considerable attention is paid to pseudoultrametrics, or non-Archi-

medean ultrametrics, for which the requirement of non-degeneracy is relaxed.

The first chapter provides necessary information from the theory of metric spaces

and continuous domains, including the definitions of Scott and Lawson topologies, approxi-

mation relations, etc.

The second chapter discusses the order properties of the set of pseudometrics. In

particular, it is proven that the set of all pseudometrics on any given set X with pointwise

order is a conditionally complete non-distributive lattice, and the set of all metrics on

X D Œ0; 1� is not filtered, therefore it is not a lower semi-lattice, much less a lattice. The

relations of approximation from below and from above on the set of all pseudometrics on

a fixed set X are described, and they appear to be very poor.

The third chapter deals with pseudoultrametrics, including a description of lattice

operations (exact upper and lower bounds) in the pointwise ordered set of all pseudoultra-

metrics on a fixed set X . It is proven that meet continuity holds for the set of compact

pseudoultrametrics on a fixed set X but fails for wider sets of all pseudoultrametrics and

of all locally compact pseudoultrametrics on a countable set X . Moreover, in the latter

two sets the approximation from below relations are trivial.

Necessary and sufficient conditions are obtained for a compact pseudoultrametric

d0 to approximate from below a compact pseudoultrametric d1, and it is proven that

every compact pseudoultrametric is the least upper bound of a directed set of compact

pseudoultrametrics that approximate it from below. Similarly approximation from above

is characterized in the set of all compact pseudoultrametrics on a fixed set X , which do

not exceed a given compact pseudoultrametric, are described.

This has resulted in continuity and dual continuity of this partially ordered set. We

propose algorithms for approximation from below and from above.

The fourth chapter is devoted to metric spaces of pseudoultrametrics and to their

embeddings into normed vector spaces. Metrics induced by Hausdorff distance on hypo-

graphs/epigraphs, uniform convergence metrics and Hartogs-de Vink style metrics are

studied and compared. It is proven that all of them except the last one are compatible with

the Lawson topology, and the lower shadow of a certain fixed compact pseudoultrametric

with the topology induced by the Hausdorff metric is a compact Hausdorff upper Lawson

semilattice.

It is proven that the set of all pseudoultrametrics on a finite set generates the cone

of pseudoultrametrics if ans only if the cardinality of the set is not greater than four. It is

shown that the set of all compact pseudoultrametrics not exceeding a given one, generates

in the Banach space of the continuous functions of two variables the closed subset of all

symmetric functions that are equal to zero for each pair of equal arguments.
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It is proven the set of all compact pseudoultrametrics not exceeding a given one,
is a closed subset of the complete normed idempotent vector space of nonnegative conti-
nuous functions of two variables, which is generated by the set of the pseudometrics
corresponding to the partitions consisting of two clopen sets.

Keywords: pseudometrics, pseudoultrametrics, approximation, bicontinuity, uni-
form convergence norm, idempotent vector space.


