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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Îäíèì ç íàïðÿìêiâ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ¹ âè-
â÷åííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé öèõ ôóíêöié. Äî ïåðøèõ ðåçóëüòàòiâ ó öüî-
ìó íàïðÿìêó ìîæíà ââàæàòè ïðàöi òàêèõ âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ, ÿê Æ. Àäàìàðà,
Å. Áîðåëÿ, À. Âiìàíà, Æ. Âàëiðîíà, Ã. Ïîéÿ, ÿêi áóëî îïóáëiêîâàíî íàïðèêiíöi
XIX � ïî÷àòêó XX ñòîëiòü. Íàäàëi ó öié òåìàòèöi ñëiä âiäçíà÷èòè ðîáîòè Ó. Õå-
éìàíà, Ã. Â. Âiòòiõà, É. Â. Îñòðîâñüêîãî i À. À. Ãîëüäáåðãà.

Çíà÷íà êiëüêiñòü äîñëiäæåíü ç ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ ïîâ'ÿçàíà ç âèêîðèñòà-
ííÿì òåõíiêè ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó òà îöiíîê çàãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó ÷åðåç
ìàêñèìàëüíèé, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ìåòîäîì Âiìàíà-Âàëiðîíà. Ðîçâèòêó ðiçíèõ
àñïåêòiâ öüîãî ïiäõîäó ïðèñâÿòèëè ñâî¨ ðîáîòè À. Ìàêiíòàéð, Ï. Åðäåø, Ò. Êåâàði,
I. Ô. Áiòëÿí, Ë. Ñîíñ, Ó. Õåéìàí, Â. Ôóêñ, Ï. Ôåíòîí, À. Øèìiöêi, Ì. Ñòðóìiÿ,
Äæ. Ðîññi, Ø. I. Øòðåëiö, Ï. Ðîçåíáëóì òà iíøi àâòîðè. Ì. Ì. Øåðåìåòà òà
Î. Á. Ñêàñêiâ òà ¨õíi ó÷íi çàñòîñîâóâàëè äëÿ îòðèìàííÿ àíàëîãiâ òåîðåì Âiìàíà-
Âàëiðîíà ó ðiçíèõ êëàñàõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ðÿäiâ Äiðiõëå, ðåãóëÿðíî çáiæíèõ ôóí-
êöiîíàëüíèõ ðÿäiâ, iíòåãðàëiâ òèïó Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà, ðiçíi ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó,
â îñíîâi ÿêèõ ëåæàòü ïðàöi Ò. Êåâàði, Â. Õåéìàíà, Ï. Ôåíòîíà òà Ï. Ðîçåíáëóìà.

Çàöiêàâëåíiñòü äî äîñëiäæåíü àñèìïòîòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié ñïðè÷èíåíà âíóòðiøíiìè ïðîáëåìàìè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ç ií-
øîãî áîêó, òàêèé iíòåðåñ ïîÿñíþ¹òüñÿ òàêîæ i òèì, ùî äåÿêi êëàñè àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié ïðèðîäíî âèíèêàþòü â iíøèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè, à ñàìå ó òåîði¨ éìî-
âiðíîñòåé, òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷, àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë òà ïðîáëåìàõ òðàíñöåí-
äåíòíîñòi, òåîði¨ iíòåãðàëüíèõ òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òàê i â ðÿäi âàæëèâèõ
ïðèêëàäíèõ îáëàñòåé íàóêè: ãiäðîäèíàìiöi, àåðîäèíàìiöi, àíàëiòè÷íié ìåõàíiöi,
ðàäiîôiçèöi, ôiçèöi âèñîêèõ åíåðãié, òåîði¨ êåðîâàíîãî âèáóõó. Ïðîòÿãîì îñòàí-
íiõ ðîêiâ àêòèâíî ïðîâîäÿòüñÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â îñíîâi ÿêèõ ïåðåâàæíî ¹ îöiíêè ëîãàðè-
ôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ìåòîäàìè òåîði¨ ðîçïîäiëó çíà÷åíü àáî ìå-
òîäó Âiìàíà-Âàëiðîíà. Ïåðåâàãà ìåòîäó Âiìàíà-Âàëiðîíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî éîãî
çàñòîñóâàííÿ äà¹ äâîñòîðîííi îöiíêè ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê çðîñòàííÿ àíàëiòè-
÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íå çâàæàþ÷è íà âåëèêó êiëüêiñòü ïðàöü, áàãàòî âàæëèâèõ çàïèòàíü, ÿêi ñòîñó-
þòüñÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, çàëèøàþòüñÿ
âiäêðèòèìè òà íåäîñëiäæåíèìè. Çóïèíèìîñÿ êîðîòêî íà äåÿêèõ ç íèõ.

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷i ïðî âñòàíîâëåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ õà-
ðàêòåðèñòèêàìè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi âèêîíóþòüñÿ çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨
ìíîæèíè, ïî÷àëîñÿ ç ðîáiò À. Âiìàíà òà Æ. Âàëiðîíà. Âèíèêà¹ ïðèðîäíà ïðîáëå-
ìà çíàõîäæåííÿ íåïîêðàùóâàíîãî îïèñó âåëè÷èíè âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè ó ðiçíèõ
àñèìïòîòè÷íèõ îöiíêàõ. Ïåðøèé ïðèêëàä òàêî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨, ùî ó êëàñè÷íié
íåðiâíîñòi Âiìàíà iñíó¹ íåîáìåæåíà âèíÿòêîâà ìíîæèíà, ïîáóäóâàâ ó 1975 ðîöi
À. À. Ãîëüäáåðã, à â 1999 ðîöi Î. Á. Ñêàñêiâ i Ï. Â. Ôiëåâè÷ çíàéøëè áëèçüêèé äî
íåïîêðàùóâàíîãî îïèñ âåëè÷èíè âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè ó öié íåðiâíîñòi.

Õî÷à ïåðøi áàãàòîâèìiðíi àíàëîãè ðåçóëüòàòiâ äëÿ öiëèõ ôóíêöié áóëè îòðè-
ìàíi ùå íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ Å. Áîðåëåì, ïðîòå ÷åðåç âiäìiííîñòi âëàñòèâîñòåé,
íàïðèêëàä â õàðàêòåði íóëüîâèõ ìíîæèí öiëèõ ôóíêöié â îäíîâèìiðíîìó i áàãà-



2

òîâèìiðíîìó âèïàäêàõ, i ó öüîìó çâ'ÿçêó ÷åðåç ïîòðåáó çàëó÷åííÿ íîâèõ ìåòîäiâ
ç iíøèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè, ðîçâèòîê áàãàòîâèìiðíî¨ òåîði¨ âiäáóâàâñÿ ç äåÿêèì
çàïiçíåííÿì. Iíòåíñèâíå äîñëiäæåííÿ àíàëîãiâ êëàñè÷íèõ ïiäõîäiâ ó áàãàòîâèìið-
íîìó âèïàäêó ïî÷àëàñÿ ó 60�70-òèõ ðîêàõ. Âiäîìi ðiçíi àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà
ó êëàñi öiëèõ ôóíêöié âiä äåêiëüêîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ âñòàíîâëåíi Ï. Ôåíòî-
íîì, À. Øèìiöêi, Î. Á. Ñêàñêiâèì òà Î. Ì. Òðàêàëî. Òàêîæ ïîâíiñòþ âiäêðèòîþ
çàëèøàëàñÿ ïðîáëåìà îòðèìàííÿ òàêîãî òèïó íåðiâíîñòåé äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié ó äîâiëüíié êðàòíî-êðóãîâié îáëàñòi Ðåéíõàðäà. Â àêòóàëüíîñòi öèõ ïðîáëåì
íå ïîâèííî âèíèêàòè ñóìíiâó.

Ùå îäèí íàïðÿìîê äîñëiäæåíü ïîëÿãà¹ ó âèâ÷åííi àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâî-
ñòåé âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Òóò ñëiä âiäçíà÷èòè ïðàöi Ã. Øòåéíãàóçà,
Ð. Ïåëi é À. Çèãìóíäà ùîäî àñèìïòîòè÷íîãî ïîâîäæåííÿ âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié, Ï. Ëåâi òà Ï. Åðäåøà ïðî âñòàíîâëåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü
ìiæ ìàêñèìóìîì ìîäóëÿ i ìàêñèìàëüíèì ÷ëåíîì âèïàäêîâèõ öiëèõ ôóíêöié çîâ-
íi âèíÿòêîâèõ ìíîæèí, Ì. Ñîäiíà ïðî ðîçïîäië çíà÷åíü âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié.

Ï. Ëåâi äëÿ âèïàäêîâèõ öiëèõ ôóíêöié ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó çà óìîâ ïðà-
âèëüíîãî çðîñòàííÿ ¨õ ìàêñèìóìó ìîäóëÿ âñòàíîâèâ, ùî êëàñè÷íó íåðiâíiñòü Âi-
ìàíà ìàéæå íàïåâíî (ì.í.) ìîæíà iñòîòíî ïîêðàùèòè (åôåêò Ëåâi). Ó ïîäàëüøîìó
Ï. Â. Ôiëåâè÷ (1997 ð.) ïîøèðèâ öåé ðåçóëüòàò íà äóæå øèðîêèé êëàñ âèïàäêîâèõ
öiëèõ i àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié, à âñëiä çà Ì. Ñòiëîì íà êëàñ
öiëèõ ôóíêöié ç øâèäêî êîëèâíèìè òåéëîðîâèìè êîåôiöi¹íòàìè. Î. Á. Ñêàñêiâ i
Î. Â. Çðóì (2005�2006 ðð.) âèÿâèëè, ùî åôåêò Ëåâi ñïðàâäæó¹òüñÿ i ó âèïàäêó
âñòàíîâëåíîãî Ï. Ôåíòîíîì àíàëîãó íåðiâíîñòi òèïó Âiìàíà äëÿ öiëèõ ôóíêöié
âiä äâîõ çìiííèõ; ïðè öüîìó âîíè ðîçãëÿäàëè ÿê âèïàäêîâi öiëi ôóíêöi¨, òàê i öiëi
ôóíêöi¨ ç øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íàÿâíiñòü ïîäiáíèõ åôåêòiâ âèÿâèâ
Ï. Â. Ôiëåâè÷ i ñòîñîâíî äåÿêèõ àíàëîãiâ íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ ôóíêöié àíàëi-
òè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi. Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ àêòóàëüíà ïðîáëåìà âñòà-
íîâëåííÿ åôåêòó òèïó Ëåâi ó êëàñàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ.
Ïðîòå, íà âiäìiíó âiä âèïàäêó öiëèõ ôóíêöié, çàëèøèâñÿ öiëèé ïåðåëiê âiäêðèòèõ
ïèòàíü.

Ïðàöi À. Ê. Îôôîðäà òà Äæ. Å. Ëiòëâóäà ìîæíà ââàæàòè êëàñè÷íèìè ó äî-
ñëiäæåííi ðîçïîäiëó çíà÷åíü âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Çîêðåìà, ó 2000-õ
ðîêàõ äîñëiäæåííþ àñèìïòîòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ éìîâiðíîñòi âiäñóòíîñòi ó
äîñòàòíüî âåëèêîìó êðóçi íóëiâ ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò âèïàäêîâèõ ãàóñî-
âèõ ôóíêöié ïðèñâÿòèëè ñâî¨ ïðàöi Ô. Íàçàðîâ, Ì. Ñîäií, À. Âîëáåðã, Þ. Ïåðåç,
Á. Âiðà , Ì. Õðiøíàïóð òà Á. Öiðåëñîí. Ïðîòå öÿ çàäà÷à ùå äàëåêà âiä ïîâíîãî
ðîçâ'ÿçàííÿ, íàâiòü äëÿ âèïàäêîâèõ öiëèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Îïèñàíi çàäà÷i, à òàêîæ áàãàòî iíøèõ çàäà÷, ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ó öié
äèñåðòàöi¨.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Íàï-
ðÿìîê äîñëiäæåíü, îáðàíèé ó äèñåðòàöi¨, ïåðåäáà÷åíèé ïëàíàìè íàóêîâî¨ ðîáîòè
Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ¹ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ äîñëiäæåíü çà äåðæáþäæåòíèìè
òåìàìè Ìã�58Ô �Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ãàðìîíiéíèõ òà àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié, çîáðàæåíèõ âèïàäêîâèìè ðÿäàìè, iíòåãðàëàìè Ëàïëàñà�Ñòiëüòü¹ñà òà ¨õ
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óçàãàëüíåííÿìè� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0110 U 001365), Ìã�145Ô �Íîâi êîìïëåêñ-
íî�éìîâiðíiñíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ i
ñóáãàðìîíiéíèõ ôóíêöié, çîáðàæåíèõ âèïàäêîâèìè ðÿäàìè òà iíòåãðàëàìè� (íî-
ìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0113 U 003051), Ìã�159Ô �Ìåòîäè êîìïëåêñíîãî òà ãàðìîíié-
íîãî àíàëiçó â òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ� (íîìåð äåðæ-
ðå¹ñòðàöi¨ 0113 U 000184), �Íîâi éìîâiðíiñíî-àíàëiòè÷íi ìåòîäè ó êîìïëåêñíîìó
àíàëiçi òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ�, ùî âèêîíóâàëèñü íà êàôåäði òåîði¨ ôóíêöié i ôóí-
êöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòà äîñëiäæåííÿ � äîâåäåííÿ òî÷íèõ
àíàëîãiâ íåðiâíîñòi òèïó Âiìàíà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä áàãàòüîõ êîìïëå-
êñíèõ çìiííèõ, îáëàñòþ çáiæíîñòi ÿêèõ ìîæå áóòè äîâiëüíà ïîâíà êðàòíî-êðóãîâà
îáëàñòü Ðåéíõàðäà; ïåðåâiðèòè íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi äëÿ öèõ ôóíêöié òà ó âè-
ïàäêó êîëè ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ ìíîæíèêàìè òåéëîðîâèõ êî-
åôiöi¹íòiâ âèïàäêîâî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ìîæå íå áóòè ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ;
îòðèìàòè àíàëîãè íåðiâíîñòi Áiòëÿíà-Ãîëüäáåðãà äëÿ öiëèõ ôóíêöié âiä áàãàòüîõ
êîìïëåêñíèõ çìiííèõ i äëÿ iíòåðãàëiâ; äîâåñòè òî÷íi îöiíêè éìîâiðíîñòi âiäñóòíî-
ñòi íóëiâ äëÿ ãàóñîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié; äîñëiäèòè ïðîñòîðè Ôðåøå iíòåãðàëiâ
Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà òà ðÿäiâ Äiðiõëå.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ: îòðèìàòè àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ àíàëiòè-
÷íèõ òà âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ, îáëà-
ñòþ çáiæíîñòi ÿêèõ ¹ êðàòíî-êðóãîâi îáëàñòi Ðåéíõàðäà òà ïîáóäóâàòè ïðèêëàäè
íà òî÷íiñòü öèõ íåðiâíîñòåé; âñòàíîâèòè àíàëîãè ñïiââiäíîøåííÿ Áîðåëÿ äëÿ iíòå-
ãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà; äîâåñòè òî÷íi îöiíêè äëÿ éìîâiðíîñòi âiäñóòíîñòi íóëiâ
äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨; äîñëiäèòè áàíàõiâ ïðîñòið iíòåãðà-
ëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà òà ðÿäiâ Äiðiõëå; îòðèìàòè òâåðäæåííÿ ïðî óçàãàëüíåíi òà
ìîäèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà; äîñëiäèòè âëà-
ñòèâîñòi ïðîñòîðiâ Ôðåøå öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ñêií÷åííîãî óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: àíàëiòè÷íi i âèïàäêîâi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨
òà áàãàòüîõ çìiííèõ, îáëàñòþ çáiæíîñòi ÿêèõ ìîæå áóòè äîâiëüíà êðàòíî-êðóãîâà
îáëàñòü Ðåéíõàðäà, ëàêóíàðíi ðÿäè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, öiëi êðàòíi ðÿäè Äiði-
õëå, iíòåãðàëè Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi äåÿêèõ õàðàêòåðèñòèê ôóí-
êöié ç ðîçãëÿäóâàíèõ êëàñiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ ôóíêöié, áàãàòîâè-
ìiðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, à òàêîæ ïåâíi ïðèéîìè ç ïðàöü
À. À. Ãîëüäáåðãà, Ì. Ì. Øåðåìåòè, Î. Á. Ñêàñêiâà, Ì. Ë. Ñîäiíà òà ¨õ ó÷íiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ÿêi
âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âïåðøå îòðèìàíî òàêi
ðåçóëüòàòè:

1. îòðèìàíî àíàëîãè ñïiââiäíîøåííÿ Áîðåëÿ òà íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó
ç ðàäióñîì çáiæíîñòi R ∈ (0; +∞];

2. ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi äëÿ öiëèõ òà àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi ôóíêöié
ó âèïàäêó êîëè ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ ìíîæíèêàìè òåéëî-
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ðîâèõ êîåôiöi¹íòiâ âèïàäêîâî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ìîæå íå áóòè ðiâíîìiðíî
îáìåæåíîþ;

3. âñòàíîâëåíî àíàëîãè íåðiâíîñòi òèïó Âiìàíà òà ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôåêòó
Ëåâi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ç îáëàñòÿìè çáiæíîñòi Cp; Dl × Cp−l; Dp; äå
l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2, òà ïîáóäîâàíi ïðèêëàäè íà ¨õ òî÷íiñòü ó êîæíié ç öèõ
ìíîæèí;

4. îòðèìàíî àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó äîâiëüíié
êðàòíî-êðóãîâié îáëàñòi Ðåéíõàðäà, à òàêîæ ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi
äëÿ öèõ ôóíêöié;

5. îòðèìàíî àíàëîãè íåðiâíîñòi Áiòëÿíà-Ãîëüäáåðãà äëÿ öiëèõ ôóíêöié òà ïîáó-
äîâàíî ïðèêëàäè íà ¨õ òî÷íiñòü;

6. äîâåäåíî òî÷íi àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ öiëèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç
äîâiëüíèìè êîìïëåêñíèìè ïîêàçíèêàìè;

7. îòðèìàíî îöiíêè çâåðõó òà çíèçó äëÿ éìîâiðíîñòi âiäñóòíîñòi íóëiâ äëÿ âèïàä-
êîâèõ öiëèõ ôóíêöié òà äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè
íà ¨õ òî÷íiñòü;

8. âñòàíîâëåíî òî÷íi ñïiââiäíîøåííÿ òèïó Áîðåëÿ äëÿ iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòië-
ò'¹ñà;

9. äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi áàíàõîâîãî ïðîñòîðó iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà òà
ðÿäiâ Äiðiõëå;

10. îòðèìàíî òâåðäæåííÿ ïðî óçàãàëüíåíi òà ìîäèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè
iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà;

11. äîñëiäæåíî ïðîñòið Ôðåøå öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ñêií÷åííîãî óçàãàëüíåíîãî ïî-
ðÿäêó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð òà ¹ âàãîìèì âíåñêîì ó òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié âiä îäíi¹¨ òà äåêiëüêîõ çìiííèõ. Âîíè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi â àíàëiòè-
÷íié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-
äíèìè, à òàêîæ ¨õíiõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøèõ
äîñëiäæåíü â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ïðèêàðïàòñüêîìó íàöiîíàëü-
íîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà, Iíñòèòóòi ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i
ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ôiçèêî-òåõíi÷íîìó iíñòèòóòi íèçüêèõ òåìïåðàòóð iìåíi
Á. I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Çi ñòàòåé, âèêîíàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi, ó äèñåð-
òàöiþ âêëþ÷åíi ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè ëèøå ðåçóëüòàòè, ÿêi íàëåæàòü àâòîðî-
âi äèñåðòàöi¨. Äîâåäåííÿ êiëüêîõ òâåðäæåíü äîïîìiæíîãî õàðàêòåðó, îòðèìàíèõ
ñïiâàâòîðàìè çäîáóâà÷à, íàâîäÿòüñÿ äëÿ ïîâíîòè êàðòèíè ó ðóêîïèñi äèñåðòàöi¨
ç ëþá'ÿçíîãî äîçâîëó ñïiâàâòîðiâ. Ó ñòàòòÿõ, âèêîíàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç íàóêî-
âèì êîíñóëüòàíòîì, [11�15, 18, 20, 21] Î. Á. Ñêàñêiâó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷,
âèçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ ñõåìè äîñëiäæåííÿ òà îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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Ó ñïiëüíèõ ñòàòòÿõ: ç Ì. Ì. Øåðåìåòîþ [8, 16] ñïiâàâòîðó íàëåæàòü ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷, îáãîâîðåííÿ i àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, à çäîáóâà÷ó � äîâåäåííÿ
îòðèìàíèõ òâåðäæåíü; [3] Ì. Ì. Øåðåìåòi òà Ì. Ñ. Äîáóøîâñüêîìó íàëåæàòü
ïîñòàíîâêà ïðîáëåì òà îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, À. Î. Êóðèëÿêó �
äîâåäåííÿ òâåðäæåíü; [1,32,35] Ñêàñêiâó Î. Á. òà çäîáóâà÷ó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà
çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, îáãîâîðåííÿ òà àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, Øàïîâà-
ëîâñüêié Ë. Î. äîâåäåííÿ òåîðåì; ç Ë. Î. Øàïîâàëîâñüêîþ [36] ñïiâàâòîðó íàëå-
æèòü äîâåäåííÿ òåîðåì, çäîáóâà÷ó � ïîñòàíîâêà çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, îáãî-
âîðåííÿ òà àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; [33] Î. Á. Ñêàñêiâó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà
çàäà÷ i îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, I. �. Îâ÷àðó � äîâåäåííÿ òåîðåìè 1,
çäîáóâà÷ó i I. �. Îâ÷àðó � äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 â îäíàêîâié ìiði; ó [34] çäîáóâà÷ó
i Ñêàcêiâó Î. Á. íàëåæàòü òåîðåìà 1 â îäíàêîâié ìiði, à I. �. Îâ÷àðó � òåîðåìà
2; ó ñòàòòÿõ ç Í. Þ. Ñòàñiâ òà Î. Á. Ñêàñêiâîì çäîáóâà÷ó íàëåæàòü: îñòàòî÷íi
âàðiàíòè äîâåäåíü íàñëiäêiâ 10 i 13 ç [4]; òâåðäæåííÿ 5 ç [39]; äîâåäåííÿ òâåðäæå-
ííÿ 10 ç [6] òà â îäíàêîâié ìiði âñiì àâòîðàì òâåðäæåííÿ 7 ç öi¹¨ ñòàòòi; äîâåäåííÿ
òâåðäæåííÿ 1.4 ç [40]; Î. Á. Ñêàñêiâó � ïîñòàíîâêà çàäà÷, îáãîâîðåííÿ i àíàëiç
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, Í. Þ. Ñòàñiâ � äîâåäåííÿ ðåøòè òâåðäæåíü; [5, 7, 38] Î.
Á. Ñêàñêiâó òà Â. Ë. Öâiãóíó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷ i îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ
ðåçóëüòàòiâ, çäîáóâà÷ó � äîâåäåííÿ îòðèìàíèõ òâåðäæåíü; [9, 37] Î. Á. Ñêàñêiâó
òà Ñ. Ð. Ñêàñêiâó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà ïðîáëåì òà âèçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ ñõåìè äî-
ñëiäæåíü, À. Î. Êóðèëÿêó � äîâåäåííÿ îòðèìàíèõ òâåðäæåíü; [19] Î. Á. Ñêàñêiâó
òà Ä. Þ. Çiêðà÷ó ïîñòàíîâêà ïðîáëåì òà âèçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ ñõåìè äîñëiäæåíü,
çäîáóâà÷ó � äîâåäåííÿ îòðèìàíèõ òâåðäæåíü; [10] Î. Á. Ñêàñêiâó òà Ñ. I. Ïàí÷óê
íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷ i îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, À. Î. Êóðèëÿêó
� äîâåäåííÿ òâåðäæåíü.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äî-
ïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà òàêèõ ìiæíàðîäíèõ òà âñåóêðà¨íñüêèõ êîíôå-
ðåíöiÿõ, ëiòíiõ øêîëàõ òà ìiæíàðîäíèõ ñåìiíàðàõ:

1. International conference �Complex analysis and related topics� (Lviv, 23�28 Sep-
tember, 2013).

2. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé�
(Âîðîõòà, 24 ëþòîãî � 2 áåðåçíÿ, 2014 ðîêó).

3. Ìiæíàðîäíà ãàíñüêà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà 135 ði÷íèöi âiä íàðîäæåííÿ
Ãàíñà Ãàíà (×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ � 5 ëèïíÿ, 2014 ðîêó).

4. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 25 ëþòîãî � 1 áåðåçíÿ, 2015 ðîêó).

5. Íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ Ê.Ì. Ôiøìàíà òà Ì.Ê. Ôàãå (×åð-
íiâöi, 1�4 ëèïíÿ, 2015 ðîêó).

6. International V. Skorobohatko mathematical conference (Drohobych, 25�28 August,
2015).

7. Ñomplex Analysis and Related Topics (Lviv, 30 May � 4 June, 2016).

8. Äðóãà Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ïðèêëàäíi çàäà÷i ìàòåìàòèêè�
(Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 13�15 æîâòíÿ, 2016 ð).
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9. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 22�25 ëþòîãî, 2017 ðîêó).

10. International conference in Functional Analysis dedicated to the 125th anniversary
of Stefan Banach (Lviv, 18�23 September, 2017).

11. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 27 ëþòîãî � 2 áåðåçíÿ, 2018 ðîêó).

12. The IV conference in mathematics and computer science �Congresio-mathematica�,
Abstracts, (Olstun, Poland, 20�23 September, 2018)

13. Complex analysis and related topics dedicated to the 90th anniversary of A.A.
Gol'dberg (Lviv, 28 June � 1 July, 2020).

14. The international online conference �Current trends in abstract and applied ana-
lysis� (Ivano-Frankivsk, 12�15 May, 2022).

15. International conference �Theory of approximation of functions and its applicati-
ons� dedicated to the 80th Anniversary of Corresponding Member of NAS of
Ukraine, Professor Alexander Stepanets (1942�2007) (Lutsk, 28 May � 3 June,
2022).

16. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ìàòåìàòèêà òà iíôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨�
ïðèñâÿ÷åíà 55-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè, (×åðíiâöi, 28�
30 âåðåñíÿ, 2023 ðîêó).

Ïðî ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëîñÿ íà ñåìiíàði ç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó â
ßãåëîíñüêîìó óíiâåðñèòåòi (Êðàêiâ, Ïîëüùà, êåðiâíèê ïðîô. Ñi÷àê), íà ñåìiíàði ç
òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨ â ßãåëîíñüêîìó óíiâåðñèòåòi (Êðàêiâ, Ïîëüùà, êåðiâíèê ïðîô.
Ïë¹ñíÿê), íåîäíîðàçîâî äîïîâiäàëîñÿ íà Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (êåðiâíèêè ïðîô. À. À. Êîíäðàòþê, ïðîô. Î. Á. Ñêàñêiâ ó
2012�2016, òåïåð ïðîô. Ì. Â. Çàáîëîöüêèé, ïðîô. Î. Á. Ñêàñêiâ, ïðîô. Ï. Â. Ôi-
ëåâè÷, ïðîô. I. Å. ×èæèêîâ ó 2017�2023) òà íà ñåìiíàði ç òåîði¨ ïîòåíöiàëó òà
çàñòîñóâàíü (êåðiâíèêè ïðîô. Î. Á. Ñêàñêiâ, ïðîô. I. Å. ×èæèêîâ, 2012�2016),
ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê �
ïðîô. À. Ñ. Ðîìàíþê, 2023), ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî òà ôóíêöiîíàëüíî-
ãî àíàëiçó Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà
(êåðiâíèê ïðîô. À. Â. Çàãîðîäíþê, 2023), ñåìiíàði �Ñó÷àñíèé àíàëiç� ó Êè¨âñüêîìó
íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Ò. Ã. Øåâ÷åíêà (êåðiâíèêè � ïðîô. I. Î. Øåâ÷óê,
ïðîô. Î. Î. Êóð÷åíêî, ïðîô. Â. Ì. Ðàä÷åíêî, 2023).

Ïóáëiêàöi¨. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 52 ðîáîòàõ, â òîìó ÷è-
ñëi 22 òåçè êîíôåðåíöié òà 30 ðiçíèõ ñòàòåé â óêðà¨íñüêèõ òà çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ
âèäàííÿõ ç ìàòåìàòè÷íèõ íàóê [1�21,32�40]. Ñåðåä ñòàòåé äâi ñòàòòi îïóáëiêîâàíî
áåç ñïiâàâòîðiâ [2, 17], 18 ñòàòåé íàäðóêîâàíî â óêðà¨íñüêèõ òà çàêîðäîííèõ âè-
äàííÿõ [1�18], ùî âêëþ÷åíi äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç (Web of Science,
Scopus), à ñåðåä íèõ 10 ñòàòåé [1,4,7,9,11�14,16,18], îïóáëiêîâàíî ó 3 ïåðiîäè÷íèõ
âèäàííÿõ, âêëþ÷åíèõ äî êàòåãîði¨ ¾À¿ Ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà-
¨íè, òà ó 3 çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ, ïðîiíäåêñîâàíèõ ó áàçàõ äàíèõ Web of Science
Core Collection òà/àáî Scopus. Ç âðàõóâàííÿì êâàðòèëiâ ó êëàñèôiêàöi¨ SCImago
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Journal and Country Rank àáî Journal Citation Reports ìà¹ìî, ùî çàçíà÷åíi 10
ñòàòåé [1, 4, 7, 9, 11�14, 16, 18] ïðèðiâíþþòüñÿ äî 21 ïóáëiêàöi¨, à ç âðàõóâàííÿì 8
ïóáëiêàöié ó âiò÷èçíÿíèõ âèäàííÿõ [2,3,5,6,8,10,15,17], ùî iíäåêñóþòüñÿ ó Scopus,
îäíàê íå ìiñòÿòüñÿ ó êàòåãîði¨ ½À�, îòðèìó¹ìî äîäàòêîâi 14 ïóáëiêàöié, òîáòî çàãà-
ëîì 35 ïðèðiâíÿíèõ ïóáëiêàöié. Ðàçîì ç òåçàìè êîíôåðåíöié òà iíøèìè ñòàòòÿìè
ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ ç êàòåãîði¨ ½Á� òà çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ íå çi Scopus/Web
of Science îòðèìó¹ìî 69 ïðèðiâíÿíèõ ïóáëiêàöié, â ÿêèõ îïóáëiêîâàíî îñíîâíi ðå-
çóëüòàòè ðîáîòè.

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, 6 ðîç-
äiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ïîâíèé
îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 288 ñòîðiíêè. Îñíîâíèé òåêñò äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíî íà
267 ñòîðiíêàõ. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ìiñòèòü 218 íàéìåíóâàíü òà çàéìà¹
14 ñòîðiíîê.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó âñòóïi îáãðóíòîâó¹òüñÿ àêòóàëüíiñòü òåìè, äà¹òüñÿ êîðîòêèé îãëÿä ðå-
çóëüòàòiâ, ùî ìàþòü áåçïîñåðåäí¹ âiäíîøåííÿ äî òåìè ðîáîòè, òà çàãàëüíà õàðà-
êòåðèñòèêà äèñåðòàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îãëÿä ïðàöü, ùî ñòîñóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íèõ
âëàñòèâîñòåé òà ðîçïîäiëó çíà÷åíü àíàëiòè÷íèõ òà âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié îäíi¹¨ i áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ, à òàêîæ ôîðìóëþþòüñÿ îñíîâíi ðå-
çóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Íåðiâíiñòü òèïó Âiìàíà äëÿ àíàëiòè÷íèõ òà âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó äðóãîìó ðîçäiëi. Ðîçãëÿíåìî ER, 0 < R ≤
+∞, � êëàñ íåîáìåæåíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó DR = {z ∈ C : |z| < R} âèãëÿäó

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n. (1)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r} òà µf(r) = max{|an|rn : n ≥
0}, r ∈ [0, R), ìàêñèìóì ìîäóëÿ òà ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (1), âiäïîâiäíî.

Íåõàé HR êëàñ íåïåðåðâíèõ äîäàòíèõ íåñïàäíèõ íà [0;R), 0 < R ≤ +∞,
ôóíêöié òàêèõ, ùî

∫ R
r0

h(r)
r dr = +∞ äëÿ äåÿêîãî r0 ∈ (0, R). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

W êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ çðîñòàþ÷èõ íà [0; +∞) ôóíêöié ψ(x) òàêèõ, ùî∫ +∞
x0

dx
ψ(x) < +∞ äëÿ äåÿêîãî x0 ∈ (0; +∞).
Äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié f ∈ ER, 0 < R ≤ +∞, óçàãàëüíåíî i ïîñèëåíî

òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðî íåðiâíiñòü òèïó Âiìàíà, ùî âèêîíó¹òüñÿ çîâíi äåÿêî¨ âè-
íÿòêîâî¨ ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ h-ìiðè, âñòàíîâëåíî¨ â 1 ó âèïàäêó
R = +∞ (çà äîäàòêîâî¨ óìîâè ln+

2 h(r) = o(ln lnµf(r)) (r → +∞)). Ïðè öüîìó
óçàãàëüíåííÿ ñòîñó¹òüñÿ íå ëèøå ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòó íà øèðøèé êëàñ àíàëi-
òè÷íèõ ôóíêöié f ∈ ER, 0 < R ≤ +∞, àëå é âiäñóòíîñòi áóäü-ÿêèõ äîäàòêîâèõ
óìîâ íà ôóíêöiþ h, çà ÿêîþ áóäó¹òüñÿ h-ìiðà. Ç öüîãî òâåðäæåííÿ, ÿê íàñëiäîê,
âèïëèâàþòü òâåðäæåííÿ ïðî êëàñè÷íó íåðiâíiñòü äëÿ öiëèõ ôóíêöié i íåðiâíiñòü
Êåâàði äëÿ àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié. Ó ïðîöåñi äîâåäåííÿ íàì

1Ñêàñêiâ, Î.Á., Çðóì, Î.Â.: Ïðî âèíÿòêîâó ìíîæèíó â íåðiâíîñòÿõ Âiìàíà äëÿ öiëèõ ôóíêöié. Ìàò. Ñòóä. 21(1), 13�24 (2004)
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âäàëîñÿ îòðèìàòè òàêå òâåðäæåííÿ ïðî ñïiââiäíîøåííÿ òèïó Áîðåëÿ äëÿ àíàëi-
òè÷íèõ ôóíêöié f ∈ ER, 0 < R ≤ +∞, ùî âèêîíó¹òüñÿ çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨
ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ h-ìiðè.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé h ∈ HR i f ∈ ER � äîâiëüíà íåîáìåæåíà àíàëiòè÷íà
ôóíêöiÿ, ïðåäñòàâëåíà ñòåïåíåâèì ðÿäîì âèãëÿäó (1) ç ðàäióñîì çáiæíîñòi R(f) =
R ∈ (0; +∞]. Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E0 := E(f, h) ⊂ (0, R) òàêà, ùî íåðiâíiñòü

lnMf(r) ≤ (1 + o(1)) ln
(
h(r)µf(r)

)
(2)

âèêîíó¹òüñÿ ïðè r → R (r /∈ E0), äå E = E(f, h) ⊂ [1; +∞) � ìíîæèíà ñêií÷åííî¨
h-ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè (òîáòî h-measE :=

∫
E h(r)d ln r < +∞).

Ç òâåðäæåííÿ 2.1 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ôóíêöi¨ h ∈ HR i f ∈ ER òàêi, ùî
lnh(r) = o(lnMf(r)) (r ↑ R), òî

lnMf(r) = (1 + o(1)) lnµf(r), r ↑ R, (r /∈ E), h�measE < +∞,
à ó âèïàäêó lnh(r) = O(ln r) (r ↑ R = +∞) ó âèãëÿäi íàñëiäêó îòðèìà¹ìî îäíå
òâåðäæåííÿ çi ñòàòòi 2. Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó êëàñó âñiõ öiëèõ ôóíêöié òàì
âñòàíîâëåíî, ùî óìîâó lnh(r) = O(ln r), r ↑ R = +∞ â îïèñàííi âåëè÷èíè âèíÿ-
òêîâî¨ ìíîæèíè ó êëàñè÷íîìó ñïiââiäíîøåííi Áîðåëÿ çíÿòè íå ìîæíà.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé h ∈ HR, R ∈ (0; +∞]. Äëÿ êîæíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨
f ∈ ER, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ψj ∈ W (j ∈ {1; 2}) i äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0 iñíóþòü
ìíîæèíà E := E(δ, f, h) ⊂ (0, R) i r0 ∈ (0, R)) òàêi, ùî h−measE =

∫
E h(r)d ln r <

+∞ òà

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf(r) ≤ µf(r)

√
h(r)ψ2

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
,

çîêðåìà,

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf(r) ≤ h(r)µf(r)
(

lnh(r) ln(h(r)µf(r))
)1/2+δ

. (3)

Ç ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi ïðè h(r) ≡ 2 âèïëèâà¹ êëàñè÷íà òåîðåìà Âiìàíà-
Âàëiðîíà äëÿ öiëèõ ôóíêöié: äëÿ áóäü-ÿêèõ δ > 0 i äëÿ êîæíî¨ íåîáìåæåíî¨ öiëî¨
ôóíêöi¨ íåðiâíiñòü Âiìàíà lnMf(r) ≤ µf(r) ln1/2+δ µf(r) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëü-
íîãî r ∈ (r0; +∞)\E. Äëÿ h(r) ≡ 2/(1− r) ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ òåîðåìà
ïðî íåðiâíiñòü òèïó Êåâàði äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó îäèíè÷íîìó êðóçi D.

Ðîçãëÿíåìî öiëó ôóíêöiþ f , ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ëàêóíàðíîãî ñòåïå-
íåâîãî ðÿäó

f(z) =
+∞∑
k=0

akz
nk , (4)

äå N = (nk) � ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî n0 = 0, nk < nk+1 (k ≥ 0),

(∃∆ ∈ (0; +∞))(∃ρ ∈ [1/2; 1])(∃D > 0) : |n(t)−∆tρ| ≤ D (t ≥ t0), n(t) =
∑
nk≤t

1

i
(
Zn(t)

)
� ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàäàíà íà éìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði Øòåéíãàóñà (Ω,A, P ). Òóò Ω = [0; 1], A � σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ïiäìíî-
æèí [0; 1] i P � ìiðà Ëåáåãà íà Ω.

2Ôiëåâè÷, Ï.Â.: Òî÷íà îöiíêà âåëè÷èíè âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè ó âiäíîøåííi Áîðåëÿ äëÿ öiëèõ ôóíêöié. Óêð. ìàò. æóðí. 53(2),
286�288 (2001)
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Ðîçãëÿíåìî êëàñ âèïàäêîâèõ ôóíêöié

K(f,Z,N ) =

{
f(z, ω) =

+∞∑
k=0

akZk(ω)znk : ω ∈ [0; 1]

}
.

Ïðèïóñòèìî, ùî Z ¹ ïîñëiäîâíiñòþ äiéñíèõ íåçàëåæíèõ ñóáãàóñîâèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí, òîáòî òàêèõ, ùî iñíó¹ òàêå D > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N i âñiõ
λ0 ∈ R ìà¹ìî E(eλ0Zk) ≤ eDλ

2
0.

Êëàñ òàêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ξ. Äëÿ Z ∈ Ξ i áóäü-ÿêîãî
k ∈ N : E(Zk) = 0 òà

sup
k∈N

E(Z2
k) = sup

k∈N
D(Zk) ≤ 2D.

Íàäàëi âèðàç �ìàéæå íàïåâíî� áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ó ñåíñi, ùî âiäïîâiä-
íà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà P íà Ω = [0; 1].
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äåÿêå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî ó ïåâíîìó
êëàñi âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié ç öüîãî êëàñó ìàéæå ñêðiçü ïî ω.

Äëÿ ñóáãàóñîâèõ öiëèõ ëàêóíàðíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2.2. Íåõàé Z ∈ Ξ. Òîäi iñíó¹ òàêà ìíîæèíà E(δ) ñêií÷åííî¨ ëî-

ãàðèôìi÷íî¨ ìiðè, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (r0(ω); +∞)\E ìàéæå íàïåâíî â K(f,Z,N )
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, ω) ≤ µf(r) ln(2ρ−1)/4 µf(r) ln3/2+δ lnµf(r). (5)

Íàâåäåíî ïðèêëàä, ÿêèé âêàçó¹ íà íåîáõiäíiñòü ñêií÷åííîñòi ñóïðåìóìó äèñ-
ïåðñié ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Z. À ñàìå, iñíó¹ Z 6∈ Ξ òàêà, ùî (∀n ∈
Z+) EZn = 0, supnDZn = +∞ i íåðiâíiñòü (5) íå âèêîíó¹òüñÿ. Öå âèïëèâà¹ ç
íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 iñíóþòü ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ íåçàëå-
æíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (∀n ∈ Z+) EZn = 0, supnDZn =
+∞, òà öiëà ôóíêöiÿ f(z) i ñòàëà C > 0 òàêà, ùî ìàéæå íàïåâíî â K(f,Z,N )
ìà¹ìî

Mf(r, ω) = max{|f(z, ω)| : |z| = r} ≥ Cµf(r) ln1/4+α µf(r), r > r0(ω).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êëàñ âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

K(f,Z) =

{
f(z, ω) =

+∞∑
n=0

anZn(ω)zn : ω ∈ [0; 1]

}
,

äå Z = (Zn) � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ öåíòðîâàíèõ íåçàëåæíèõ ñóáãàóñîâèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí (Z ∈ Ξ), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(∃β > 0)(∃n2 ∈ N) : inf{E|Zn|−β : n ≥ n2} < +∞.
Êëàñ òàêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ξ0.

Äîâåäåíî íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó âèïàäêó êîëè
ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ ìíîæíèêàìè òåéëîðîâèõ êîåôiöi¹íòiâ
âèïàäêîâî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ìîæå íå áóòè ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ.
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Òåîðåìà 2.4. Íåõàé Z ∈ Ξ0, f ∈ ER, h ∈ HR, δ > 0. Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E(δ)
ñêií÷åííî¨ h-ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (r0(ω), R)\E ìàéæå íàïåâ-
íî â K(f,Z) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, ω) ≤
√
h(r)µf(r)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+δ.

Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè, ÿêi âêàçóþòü íà íåîáõiäíiñòü ñêií÷åííîñòi ñóïðåìóìó
äèñïåðñié ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Z.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 iñíóþòü ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ íåçàëå-
æíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (∀n ∈ Z+) EZn = 0, supnDZn =
+∞, öiëà ôóíêöiÿ f ∈ E+∞ òà h ∈ H+∞ òàêi, ùî ìàéæå íàïåâíî â K(f,Z) âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, ω) ≥
√
h(r)µf(r)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+α, r ∈ (r0(ω); +∞).

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 iñíóþòü ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ íåçàëå-
æíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (∀n ∈ Z+) EZn = 0, supnDZn =
+∞, àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f ∈ E1 òà h ∈ H1 òàêi, ùî ìàéæå íàïåâíî â K(f,Z) ìà-
¹ìî

Mf(r, ω) ≥
√
h(r)µf(r) lnα µf(r)(ln{h(r)µf(r)})1/4, r ∈ (r0(ω); 1).

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî íåðiâíiñòü Âiìàíà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
ó êðàòíî-êðóãîâèõ îáëàñòÿõ Ðåéíõàðäà òà ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi äëÿ
öèõ ôóíêöié.

Äîâåäåíî òàêîæ àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié f ∈
Ap0(G), ÿêi ìîæíà ïðåäñòàâèòè ðÿäîì

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑
‖n‖=0

anz
n, (6)

îáëàñòþ çáiæíîñòi ÿêîãî ¹ äîâiëüíà ïîâíà êðàòíî-êðóãîâà îáëàñòü Ðåéíõàðäà G.
×åðåç Ap(G) ìè ïîçíà÷à¹ìî ïiäêëàñ ôóíêöié f ∈ Ap0(G) òàêèé, ùî

∂

∂zj
f(z1, . . . , zp) 6≡ 0

ó G äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ {1, . . . , p}. ×åðåç ER := A1
0(DR) (0 < R ≤ +∞) ïîçíà÷è-

ìî êëàñ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ó êðóçi DR = {z ∈
C : |z| < R}. Çîêðåìà, E := E+∞ = E1 � öå êëàñ öiëèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨.

Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ Ap0(G) âèãëÿäó (6) ç îáëàñòþ çáiæíîñòi G òà
r = (r1, . . . , rp) ∈ G :=

:= {r = (r1, . . . , rp) : rj = |zj|, z = (z1, . . . , zp) ∈ G, j ∈ {1, . . . , p}}
ïîçíà÷èìî

∆r0 = {t ∈ G : tj ≥ r0
j , j ∈ {1, . . . , p}}, µf(r) = max{|an|rn11 . . . r

np
p : n ∈ Zp+},

Mf(r) = max{|f(z)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}, Mf(r) =
+∞∑
‖n‖=0

|an|rn.

Îáëàñòü G ⊂ Cp ¹ ïîâíîþ îáëàñòþ Ðåéíãàðäà, ÿêùî:
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a) z = (z1, . . . , zp) ∈ G =⇒ (∀R = (R1, . . . , Rp) ∈ [0; 1]p) : Rz = (R1z1, . . . ,
Rpzp) ∈ G (ïîâíà îáëàñòü);

á) (z1, . . . , zp) ∈ G =⇒ (∀(θ1, . . . , θp) ∈ Rp) : (z1e
iθ1, . . . , zpe

iθp) ∈ G (êðàòíî-
êðóãîâà îáëàñòü).

Íåõàé Hp � êëàñ ôóíêöié h : G → R+ òàêèõ, ùî h ¹ íåñïàäíîþ ïî êîæíié
çìiííié òà ∫

· · ·
∫

G∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

= +∞

äëÿ êîæíîãî ε ∈ Rp
+ òàêîãî, ùî G ∩∆ε ¹ íåïîðîæíüîþ îáëàñòþ â Rp

+.
Äëÿ h ∈ Hp ââàæàòèìåìî, ùî E ⊂ G ¹ ìíîæèíîþ ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨

h-ìiðè íà G, ÿêùî iñíó¹ ε ∈ Rp
+ òàêå, ùî G∩∆ε ¹ íåïîðîæíüîþ îáëàñòþ â G ⊂ Rp

+

i

νh(E ∩∆ε):=

∫
· · ·
∫

E∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.

Ñiì'þ òàêèõ ìíîæèí ïîçíà÷èìî Sh.
Òåîðåìà 3.1. Íåõàé f ∈ Ap(G). Òîäi äëÿ êîæíîãî ε ∈ Rp

+ òà δ > 0 iñíó¹
ìíîæèíà E ∈ Sh òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (G ∩∆ε) \ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k 6=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

. (7)

Çàóâàæèìî, ÿêùî âèáðàòè p = 1 i G = DR ó òåîðåìi 3.1, òî ìè îòðèìà¹ìî
íåðiâíiñòü (3).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé f ∈ Ap(G), G ¹ îáìåæåíîþ. Òîäi äëÿ êîæíèõ ε ∈ Rp
+,

δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E ∈ Sh òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (G ∩∆ε) \ E ìà¹ìî

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}.

ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî

h(r) =

p∏
j=1

hj(rj), (8)

òî îòðèìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé f ∈ Ap(G), h ∈ Hp çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (8). Òîäi äëÿ
êîæíèõ ε ∈ Rp

+, δ > 0 iñíó¹ òàêà ìíîæèíà E ∈ Sh, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (G ∩∆ε) \ E
ìà¹ìî

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))1+δ ln
p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k 6=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðåçóëüòàòiâ äëÿ âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, îáëà-
ñòþ çáiæíîñòi ÿêèõ ìîæå áóòè äîâiëüíà ïîâíà îáëàñòü Ðåéíõàðäà.
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Íåõàé (Ω,A, P ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið Øòåéíãóàçà. Íåõàé X = (Xn(t)) �
ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàäàíèõ íà öüîìó ïðîñòîði. ×åðåç K(f,X) ïî-
çíà÷èìî êëàñ âèïàäêîâèõ ôóíêöié âèãëÿäó

f(z, t) =
+∞∑
‖n‖=0

anXn(t)zn. (9)

Ïiä �ìàéæå íàïåâíî� áóäåìî ðîçóìiòè, ùî äåÿêà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå
ñêðiçü çà ìiðîþ Ëåáåãà P . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äåÿêi ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ
ìàéæå íàïåâíî ó êëàñi K(f,X), ÿêùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨
f(z, t) âèãëÿäó (9) ìàéæå íàïåâíî çà t. Äëÿ òàêèõ ôóíêöié i t ∈ [0; 1] òàêîæ
ïîçíà÷èìî Mf(r, t) = max{|f(z, t)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}.

Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X = (Xn(t)), n ∈ Zp+ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâ-
íîþ ñèñòåìîþ (ÌÑ), ÿêùî

(∀k ∈ N)(∀(nj), nj ∈ Zp+, nj 6= ns(s 6= j)) : E(Xn1Xn2 · · ·Xnk) = 0,

äå Eξ � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.
Íåõàé êîìïëåêñíîçíà÷íà ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Zn(t) = Xn(t) +

iYn(t) óòâîðþ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó ñèñòåìó, ÿêùî îáèäâi X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t))
¹ äiéñíèìè ÌÑ.

Äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.
Òåîðåìà 3.5. Íåõàé Z = (Zn(t)) � ÌÑ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ÷èñëîì 1 ì.í.,

f ∈ Ap(G), h ∈ Hp.
a) Äëÿ êîæíèõ ε ∈ Rp

+ òà δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E ∈ Sh òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈
(G ∩∆ε) \ E ì.í. â K(f, Z) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, t) ≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

) p∏
j=1

(
p∏

k=1,k 6=j

ln
erk
εk

) 1
4+δ

. (10)

b) ßêùî îáëàñòü G îáìåæåíà, òî äëÿ êîæíèõ ε ∈ Rp
+ òà δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà

E ∈ Sh òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (G ∩∆ε) \ E íåðiâíiñòü

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
âèêîíó¹òüñÿ ì.í. â K(f, Z).

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü (10) ìîæíà çàïèñàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)( p∏
k=1

ln
erk
εk

)p−1
2 +δ

.

Ó âèïàäêó G = Cp ç íåðiâíîñòi (7) ïðè h(r1, . . . , rp) ≡ 10 âèïëèâà¹, ùî ì.í.

Mf(r, t) ≤ µf(r)(lnµf(r))
p
2+δ

(
p∏

k=1

ln
erk
εk

)p−1
4 +δ

(11)

äëÿ âñiõ r ∈ ∆ε ⊂ Rp
+ çîâíi äåÿêî¨ ìíîæèíè E òàêî¨, ùî∫

· · ·
∫

E∩∆ε

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.
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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì ç òåîðåìè 3.5 i äà¹ äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨
f ∈ Ap(Cp) ì.í. iñòîòíî ñèëüíiøèé îïèñ âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè ó íåðiâíîñòi (11).

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé Z = (Zn(t)) � ÌÑ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ÷èñëîì 1
ì.í., f ∈ Ap(Cp). Äëÿ êîæíèõ ε ∈ Rp

+, δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E = E(δ, f, t) ∈ Sh
ç h(r) = (lnµf(r))

p/(p+1) òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ ∆ε \ E ì.í. â K(f, Z) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü (11).

Ó âèïàäêó p = 1 ç òåîðåìè 3.5 ìà¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé Z = (Zn(t)) � ÌÑ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ÷èñëîì 1
ì.í., h ∈ H1, f ∈ A1(DR), 0 < R ≤ +∞. Äëÿ êîæíîãî δ > 0 iñíóþòü ìíîæèíà
E = E(δ, f, t) ∈ Sh i ñòàëà C > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (r0;R) \ E ì.í. â K(f, Z)
ìà¹ìî

Mf(r, t) ≤ Cµf(r)
√
h(r) ln

5
4+δ h(r) ln

1
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
.

Ðîçãëÿíåìî êëàñ K(f, θ) àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âèãëÿäó

f(z, t) =
+∞∑
‖n‖=0

anXn(t)zn

ç X = θ = (e2πiθnt), t ∈ R. Òóò (θn) � ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêà,
ùî ¨¨ âïîðÿäêóâàííÿ (θ∗k) çà çðîñòàííÿì {θn : n ∈ Zp+} = {θ∗k : k ∈ Z+}, θ∗k+1 > θ∗k,
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Àäàìàðà

θ∗k+1/θ
∗
k ≥ q > 1, k > 0. (12)

Ó âèïàäêó q ≥ 2 ñèñòåìà X = θ = (e2πiθnt) ¹ ÌÑ, à çà óìîâè q > 1 ïîñëiäîâ-
íiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (cos θnt)n∈Zp+ ìîæå íå áóòè ÌÑ. Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹
ïèòàííÿ: ÷è âèêîíó¹òüñÿ åôåêò Ëåâi äëÿ êëàñó K(f, θ) ç f ∈ Ap(G) i äîâiëü-
íîþ ïîñëiäîâíiñòþ (θn), âïîðÿäêóâàííÿ ÿêî¨ çà çðîñòàííÿì (θ∗k) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ
Àäàìàðà?

Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ çíàõîäèìî ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé θ = (θn)n∈Zp+ � ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (12), f ∈ Ap(G), h ∈ Hp.
a) Òîäi ìàéæå íàïåâíî äëÿ t ∈ R i äëÿ êîæíèõ ε ∈ Rp

+, δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà
E ∈ Sh òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (G ∩∆ε) \ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (10).
b) ßêùî îáëàñòü G îáìåæåíà, òî ìàéæå íàïåâíî äëÿ t ∈ R äëÿ êîæíèõ ε ∈ Rp

+,
δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E ∈ Sh òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (G ∩∆ε) \ E íåðiâíiñòü

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
.

Çàóâàæåííÿ 1. Òî÷íiñòü íåðiâíîñòi (10) äîâåäåíî ó âèïàäêàõ: Cp ç h(r) ≡ 10; Dp

ç h(r) =
∏p

j=1
rj

1−rj ; D
` × Cp−` ç h(r) =

∏`
j=1

rj
1−rj , äå p, ` ∈ N, p ≥ `, p ≥ 2.

Ðîçãëÿíåìî öiëi ôóíêöi¨ âiä p êîìïëåêñíèõ çìiííèõ âèãëÿäó

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑
‖n‖=0

anz
n, (13)
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äå zn = zn11 . . . z
np
p , p ∈ N, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, ‖n‖ =

∑p
j=1 nj. Äëÿ r =

(r1, . . . , rp) ∈ Rp
+ ïîçíà÷èìî r∧ = min

1≤i≤p
ri.

×åðåç Λp ïîçíà÷èìî êëàñ öiëèõ ôóíêöié âèãëÿäó (13) òàêèõ, ùî ∂
∂zj
f(z) 6≡ 0 â

Cp äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , p}. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïiäìíîæèíà E ç Rp
+ ¹ ìíîæèíîþ

àñèìïòîòè÷íî ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè, ÿêùî E ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáåãîì â
Rp

+ òà iñíó¹ R ∈ Rp
+ òàêå, ùî E ∩∆R ¹ ìíîæèíîþ ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè,

òîáòî ∫
· · ·
∫

E∩∆R

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.

Òåîðåìà 3.8. Íåõàé f ∈ Ep i δ > 0. Iñíóþòü R ∈ Rp
+ i ìíîæèíà E ⊂ ∆R

àñèìïòîòè÷íî ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêi, ùî íåðiâíiñòü

Mf(r) ≤ µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/2

· ln5/2+δ

(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)
(14)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ r ∈ ∆R \ E.

Çàóâàæåííÿ 2. Iñíó¹ ìíîæèíà E àñèìïòîòè÷íî íåñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè
òàêà, ùî äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ g(z) = exp{

∑p
j=1 zi}, êîæíîãî ε > 0 i r ∈ E ìà¹ìî

Mg(r) ≥ µg(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µg(r)

)1/2−ε

.

Òîìó ïîêàçíèê 1/2 ó íåðiâíîñòi (14) íå ìîæíà çàìiíèòè ÷èñëîì, ìåíøèì
çà 1/2. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíî âèíèêà¹ òàêå çàïèòàííÿ: ÿê ìîæíà îïèñàòè
�êiëüêiñòü� òèõ öiëèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü (14) ìîæíà ïîêðàùèòè?

Íåõàé Z = (Zn(t)) � êîìïëåêñíîçíà÷íà ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Zn(t) = Xn(t) + iYn(t) çàäàíà íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði Øòåéíãàóñà (Ω,A, P )
òàêà, ùî îáèäâi X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t)) ¹ äiéñíèìè ÌÑ.

Äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ âèãëÿäó (13) ÷åðåç K1(f,X) ïîçíà÷èìî êëàñ âèïàäêîâèõ
öiëèõ ôóíêöié âèãëÿäó

f(z, t) =
+∞∑
‖n‖=0

anZn(t)zn11 . . . z
np
p . (15)

Óòî÷íåíî íåðiâíiñòü òèïó Âiìàíà äëÿ âèïàäêîâèõ öiëèõ ôóíêöié áàãàòüîõ
êîìïëåêñíèõ çìiííèõ. À ñàìå, äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.9. Íåõàé Z = (Zn(t)) � ÌÑ, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ÷èñëîì 1,
δ > 0, f ∈ Ep.
a) Òîäi ìàéæå íàïåâíî â K1(f, Z) iñíóþòü R ∈ Rp òà ìíîæèíà E∗ ⊂ ∆R ñêií÷åí-

íî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêi, ùî äëÿ âñiõ r ∈ ∆R\E∗ ìà¹ìî

Mf(r, t) = max
|z|=r
|f(z, t)| ≤ µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/4+δ

.
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b) ßêùî äëÿ äåÿêîãî α ∈ Rp
+ Mf(r) ≥ exp(rα) = exp(rα1

1 . . . r
αp
p ) ïðè r∧ → +∞

àáî áiëüø çàãàëüíî, äëÿ êîæíîãî β > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∫
· · ·
∫

∆R

1

lnβ Mf(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞, ïðè R∧ → +∞,

òî ìàéæå íàïåâíî â K1(f, Z) iñíó¹ R ∈ Rp
+ i ìíîæèíà E∗ ⊂ ∆R ñêií÷åííî¨

ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ ∆R\E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, t) ≤ µf(r) lnp/4+δ µf(r). (16)

Òàêîæ äîâåäåíî, ùî ïîêàçíèê ñòåïåíÿ p/4 + δ â íåðiâíîñòi (16) íå ìîæå áóòè
çàìiíåíî ÷èñëîì, ìåíøèì çà p/4. Öå âèïëèâà¹ ç òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ f(z) = exp{
∑p

i=1 zi} ìàéæå íàïåâíî ó K1(f,H) äëÿ
r ∈ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, t) ≥
1

4pp
µf(r) lnp/4 µf(r),

äå E � ìíîæèíà àñèìïòîòè÷íî íåñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òà H = {e2πiωn},
{ωn} ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ
íà [0; 1].

Ïåðåéäåìî äî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (13) ç îáëà-
ñòþ çáiæíîñòi Dp = {z ∈ Cp : |zj| < 1, j ∈ {1, . . . , p}}. ×åðåç Ap ïîçíà÷èìî êëàñ
òàêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Áóäåìî êàçàòè, ùî E ∈ [0; 1)p ¹ ìíîæèíîþ àñèìïòîòè÷íî ñêií÷åííî¨ ëîãà-
ðèôìi÷íî¨ ìiðè íà [0; 1)p, ÿêùî iñíó¹ r0 ∈ [0; 1)p òàêå, ùî

νln(E ∩4r0):=

∫
· · ·
∫

E∩4r0

p∏
i=1

dri
1− ri

< +∞,

òîáòî E ∩4r0 ¹ ìíîæèíîþ ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè íà [0; 1)p.
×åðåç Υ1 ïîçíà÷èìî ñiì'þ ìíîæèí àñèìïòîòè÷íî ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨

ìiðè íà [0; 1)p.
Íåõàé Z = (Zn(t)) � êîìïëåêñíà ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Zn(t) =

Xn(t) + iYn(t) òàêà, ùî X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t)) ¹ äiéñíèìè ÌÑ é äëÿ f ∈ Ap
÷åðåç K2(f, Z) ïîçíà÷èìî êëàñ âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âèãëÿäó (15).

Äëÿ òàêèõ ôóíêöi¨ ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.14. Íåõàé f ∈ Ap, Z � ÌÑ, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ÷èñëîì 1,
δ > 0. Òîäi ìàéæå íàïåâíî â K2(f, Z) iñíó¹ ìíîæèíà E = E(f, t, δ), E ∈ Υ1, òàêà,
ùî äëÿ âñiõ r ∈ [0; 1)p\E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, t) ≤ µf(r)

(
p∏
j=1

1√
1− rj

· lnp/4
{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

})1+δ

.

Äîâåäåíî, ùî ïîêàçíèê 1 + δ â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi íå ìîæíà çàìiíèòè
÷èñëîì, ìåíøèì çà 1. Öå âèïëèâà¹ ç òàêîãî òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 3.15. Íåõàé Z � ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêà, ùî
|Zn| ≥ 1 äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [0; 1]. Òîäi iñíóþòü àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f ∈ Ap,
ñòàëà C > 0 i ìíîæèíà E = E(f, t, δ) ⊂ [0; 1)p, E 6∈ Υ1, òàêi, ùî ìàéæå íàïåâíî
â K2(f, Z) äëÿ âñiõ r ∈ E ìà¹ìî

Mf(r, t) ≥ Cµf(r)

p∏
j=1

1√
1− rj

· lnp/4
{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

×åðåç Ap0(T), l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2, ïîçíà÷èìî êëàñ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
âèãëÿäó (13) ç îáëàñòþ çáiæíîñòi

T = {z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp : |zk| < 1, zj ∈ C, k ∈ {1, . . . , l}, j ∈ {l + 1, . . . , p}} =

= Dl × Cp−l,

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ap(T) ïiäêëàñ ôóíêöié f ∈ Ap0(T) òàêèõ, ùî

∂

∂zj
f(z1, . . . , zp) 6≡ 0 (∀z ∈ T òà ∀j ∈ {l + 1, . . . , p})

i iñíó¹ r0 ∈ Rp
+ òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . , l} âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

rk
∂

∂rk
lnMf(r) + ln rk > 1

(
∀r ∈ (r0

1; 1)l × (r0
2; +∞)p−l

)
.

Íåõàé T :=[0; 1)l × [0; +∞)p−l, I = {1, . . . , l}, J = {l + 1, . . . , p}.
Áóäåìî êàçàòè, ùî E ⊂ T ¹ ìíîæèíîþ àñèìïòîòè÷íî ñêií÷åííî¨ ëîãàðè-

ôìi÷íî¨ ìiðè íà T , ÿêùî iñíó¹ r0 ∈ T òàêå, ùî

νln(E ∩4r0):=

∫
· · ·
∫

E∩4r0

∏
i∈I

dri
1− ri

∏
j∈J

drj
rj

< +∞.

Ñiì'þ òàêèõ ìíîæèí ïîçíà÷èìî ÷åðåç Υ.

Òåîðåìà 3.16. Íåõàé f ∈ Ap(T). Äëÿ êîæíîãî δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E =
E(δ, f) ⊂ T, E ∈ Υ òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ T \ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r) ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ
lnp/2+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p+δ

. (17)

Çàóâàæèìî, ùî ïîêàçíèê 1 + δ ïðè
∏

i∈I
1

1−ri ó íåðiâíîñòi (17) íå ìîæíà çà-
ìiíèòè íà ìåíøå ÷èñëî íiæ 1.

Òåîðåìà 3.17. Äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0; 1) iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ Ap(T) òàêà, ùî

E =
{
r ∈ T : Mf(r) > µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)ε
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(
ln rj

)p}
ìà¹ àñèìïòîòè÷íî íåñêií÷åííó ëîãàðèôìi÷íó ìiðó.

Òàêîæ æîäåí ç ïîêàçíèêiâ 1 + δ i p/2 + δ ó íåðiâíîñòi òåîðåìè 3.16 íå ìîæíà
îäíî÷àñíî çàìiíèòè íà ÷èñëà ìåíøi çà 1 òà p/2, âiäïîâiäíî. Öå âèïëèâà¹ ç òàêîãî
òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 3.18. Iñíóþòü ôóíêöiÿ f ∈ Ap(T) i ñòàëà C > 0 òàêi, ùî

E =

{
r ∈ T : Mf(r) > Cµf(r)

∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)}
ìà¹ àñèìïòîòè÷íî íåñêií÷åííó ëîãàðèôìi÷íó ìiðó.

Íåõàé Z = (Zn(t)) � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Zn(t) =
Xn(t)+iYn(t) çàäàíà íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði Øòåéíãàóçà (Ω,A, P ), òàêà, ùî ÿê
X = Xn(t), òàê i Y = Yn(t) óòâîðþþòü äiéñíó ÌÑ, ðiâíîìiðíî îáìåæåíó ÷èñëîì 1.

Äëÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Ap(T) âèãëÿäó (13) ÷åðåç K3(f, Z) ïîçíà÷èìî
êëàñ âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âèãëÿäó (15). Äëÿ öüîãî êëàñó äîâåäåíî
òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.19. Íåõàé f ∈ Ap(T), Z � ÌÑ, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ÷èñëîì 1,
δ > 0. Òîäi ìàéæå íàïåâíî ïî t iñíó¹ ìíîæèíà E = E(f, t, δ), E ⊂ Υ òàêà, ùî äëÿ
âñiõ r ∈ T \ E ìà¹ìî

Mf(r, t) ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1/2+δ
lnp/4+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2+δ

. (18)

Äîâåäåíî òî÷íiñòü òåîðåìè 3.19. À ñàìå, ùî ïîêàçíèêè p/4 + δ i 1/2 + δ â
íåðiâíîñòi (18) íå ìîæíà îäíî÷àñíî çàìiíèòè ÷èñëàìè, ìåíøèìè çà p/4 i 1/2,
âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 3.21. Íåõàé Z = (Zn(t)) òàêà ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
ùî (∀n ∈ Z+) : |Zn(t)| ≥ 1 ì.í. t ∈ [0; 1]. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíóþòü
àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f ∈ Ap(T), ñòàëà C > 0 i r0 ∈ T òàêi, ùî ì.í. ïî t äëÿ âñiõ
r ∈ ∆r0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mf(r, t) ≥

≥ µf(r)
∏
i∈I

1√
1− ri

lnp/4

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2

(ln lnµf(r))
−p(p−l)/2−ε.

Íåðiâíiñòü Áiòëÿíà�Ãîëüäáåðãà äëÿ ëàêóíàðíèõ ðÿäiâ çà îäíîðiäíèìè ïîëiíî-
ìàìè òà íåðiâíiñòü Âiìàíà äëÿ êðàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå äîñëiäæåíà â ÷åòâåðòîìó
ðîçäiëi.

×åðåç Ep(λ) ïîçíà÷èìî êëàñ öiëèõ ôóíêöié f : Cp → C, (òîáòî, öiëèõ ôóíêöié
âiä p êîìïëåêñíèõ çìiííèõ), ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp. (19)

Òóò P0(z) ≡ a0 ∈ C, Pk(z) =
∑
‖n‖=λk anz

n � îäíîðiäíi ïîëiíîìè ñòåïåíÿ λk ∈ Z+,

i 0 = λ0 < λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), λ = (λk). Ó âèïàäêó λk ≡ k (k ≥ 0) ìè
îòðèìà¹ìî êëàñ óñiõ öiëèõ ôóíêöié âiä p êîìïëåêñíèõ çìiííèõ, ÿêèé ïîçíà÷èìî
÷åðåç Ep; ÷åðåç E1 òà E1(λ) ïîçíà÷à¹ìî êëàñè âñiõ öiëèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨
i öiëèõ ôóíêöié, ïðåäñòàâëåíèõ ëàêóíàðíèìè ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè âèãëÿäó

f(z) = a0 +
+∞∑
k=1

akz
λk , z ∈ C. (20)
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Ðîçãëÿíåìî âè÷åðïàííÿ ïðîñòîðó Cp ñèñòåìîþ (Gr)r≥0 îáìåæåíèõ ïîâíèõ
êðàòíî-êðóãîâèõ îáëàñòåé ç öåíòðîì ó òî÷öi 0 = (0, . . . , 0) ∈ Cp. Òàêà ñèñòåìà
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:
i)
⋃
r≥0

Gr = Cp; ii) (∀r1 < r2) : Gr1 ⊂ Gr2;

iii) (z1, . . . , zp) ∈ G1 ⇐⇒ (∀ r > 0) : (rz1, . . . , rzp) ∈ Gr;
iv) (z1, . . . , zp) ∈ Gr =⇒ (∀ θ = (θ1, . . . , θp) ∈ Rp) : (z1e

iθ1, . . . , zpe
iθp) ∈ Gr.

×åðåç G = {G = (Gr)r≥0 : i)�iv)} ïîçíà÷èìî êëàñ ñèñòåì òàêèõ îáëàñòåé.
Äëÿ r > 0 i öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ E1(λ) ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mf(r) = max{|f(z)| :

|z| = r} � ìàêñèìóì ìîäóëÿ i ÷åðåç µf(r) = max{|ak|rλk : k ≥ 0} � ìàêñèìàëüíèé
÷ëåí ñòåïåíåâîãî ðÿäó (20). Äëÿ r > 0 i öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Ep(λ) âèãëÿäó (19)
ïîçíà÷èìî

M(r, f) = max{|f(z)| : z ∈ Gr}, mk(r, f) = max{|Pk(z)| : z ∈ Gr} (k ≥ 0).

Âèçíà÷èìî òåïåð äiàãîíàëüíèé ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (19)

m(r, f)
def
= max{mk(r, f) : k ≥ 0} = max{rλkmk(1, f) : k ≥ 0}.

Çàóâàæèìî, ùî m(r, f) ≡ µf(r) ó âèïàäêó êîëè p = 1.
Íåõàé n(t) =

∑
λk≤t 1 � ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ ïîñëiäîâíîñòi λ = (λk) i L � êëàñ

äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ : R+ → R+ òàêèõ, ùî
∫ +∞

0
dx
ψ(x) < +∞.

Òåîðåìà 4.2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü λ = (λk) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(∃p1 ∈ (0; +∞))(∃t0 > 0)(∀t ≥ t0) : n(t+
√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t)) ≤ tp1

äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ L, òîäi äëÿ êîæíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Ep(λ), p ≥ 2 i äëÿ
áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíóþòü ñòàëà C = C(ε, f) > 0 òà ìíîæèíà E = E(ε, f) ⊂
[1; +∞) ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêi, ùî

M(r, f) ≤ Cm(r, f)(lnm(r, f))p1(ln lnm(r, f))p1+ε

äëÿ âñiõ r ∈ [1,+∞) \ E.
Ïðî òî÷íiñòü òåîðåìè 4.2 éäåòüñÿ ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé ψ ∈ L � çðîñòàþ÷à íà [0; +∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî
ψ(t) = O(t ln t ln2 ln t) (t→ +∞), i äëÿ ïîñëiäîâíîñòi λ = (λk) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(∃p1 > 0)(∃C1 > 0)(∃t0 > 0)(∀t ≥ t0) : n(t+
√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t)] ≥ C1t

p1.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, p1) iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ f ∈ Ep(λ) òàêà, ùî

M(r, f)

m(r, f) lnp1 m(r, f) lnp1−ε lnm(r, f)
→ +∞ (r → +∞).

Ðîçãëÿíåìî I(ν) � êëàñ ôóíêöié F : R → R+ âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëîì âè-
ãëÿäó

F (x) =

∫
R+

a(u)exuν(du),

äå ν ¹ çëi÷åííîþ àäèòèâíîþ ìiðîþ íà σ-àëãåáði B(R+) áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí íà
R+ (áîðåëiâñüêà ìiðà) òàêà, ùî ν({x : 0 ≤ x ≤ b}) < +∞ äëÿ êîæíîãî b > 0,
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a : R+ → R+ äîäàòíà âèìiðíà ôóíêöiÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç supp ν íîñié ìiðè ν,
òîáòî çàìêíåíà ìíîæèíà E =: supp ν òàêà, ùî ν(R \ E) = 0, ν({u ∈ R : |u −
u0| < r}) > 0 äëÿ êîæíîãî u0 ∈ E i r > 0. Äëÿ x ∈ R é F ∈ I(ν) ïîçíà÷èìî
µ∗(x) = sup{a(u)exu : u ∈ supp ν}.

Îòðèìàíî òâåðäæåííÿ, ùî ìiñòèòü íîâó îöiíêó âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè äëÿ ôóí-
êöié ç êëàñó I(ν).

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé F ∈ I(ν) òà ν � ìiðà Áîðåëÿ òàêà, ùî

(∃t0 ≥ 0)(∃c2, c3 > 0)(∀T ≥ t0)(∀t ∈ [t0, T ]) : ν(T − t, T + t] ≤ c2t+ c3.

ßêùî h � äîäàòíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî

+∞∫
0

h(x)dx = +∞, ln+
2 h(x) = o(ln lnF (x)) (x→ +∞),

òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E3(ε, F, h) ≡ E3 òàêà, ùî h-meas E3 :=∫
E3
h(x)dx < +∞ òà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

F (x) ≤ h(x)µ∗(x)(lnµ∗(x))1/2+ε

äëÿ êîæíîãî x ∈ [0; +∞) \ E3.

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê öiëèõ ôóíêöié ç êëàñó Ep := Ep(λ)
ç λk ≡ k ∈ Z+.

Ç òåîðåìè 4.4 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé f ∈ Ep. ßêùî äîäàòíà ëîêàëüíî iíòåãðîâíà íà [1; +∞)
ôóíêöiÿ h0 òàêà, ùî

+∞∫
1

h0(r)d ln r = +∞, ln+ lnh0(r) = o(ln lnm(r, f)) (r → +∞),

òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E4(ε, f, h) ≡ E4 òàêà, ùî h0-log-meas E4 :=∫
E4
h0(r)d ln r < +∞ i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(r, f) ≤ h0(r)m(r, f)(lnm(r, f))1/2+ε

äëÿ âñiõ r ∈ [1; +∞) \ E4.

Âèáåðåìî h0(r) = lnεm(r, f) ó òåîðåìi 4.5.

Íàñëiäîê 1. ßêùî f ∈ Ep, òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ ìíîæèíà E5(ε, f, h) ≡ E5

òàêà, ùî
∫
E5

lnεm(r, f)d ln r < +∞ i äëÿ âñiõ r ∈ [1; +∞) \ E5 ìà¹ìî

M(r, f) ≤ m(r, f)(lnm(r, f))1/2+ε.

Ïåðåéäåìî äî íåðiâíiñòü òèïó Âiìàíà äëÿ öiëèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç äî-
âiëüíèìè êîìïëåêñíèìè ïîêàçíèêàìè.

Äëÿ z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp, w = (w1, . . . , wp) ∈ Cp ïîçíà÷èìî

(z, w) =

p∑
j=1

zpwp, ‖n‖ =

p∑
j=1

nj, Re z = (Re z1, . . . ,Re zp).
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Äëÿ R = (r1, . . . , rp) ∈ Rp ïîçíà÷èìî ΠR = {z ∈ Cp : Re z < R}.
×åðåç D ïîçíà÷èìî êëàñ àáñîëþòíî çáiæíèõ ó âñüîìó êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði

Cp ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó

F (z) =
+∞∑
‖n‖=0

ane
(z,λn) (21)

ç òàêîþ ïîñëiäîâíiñòþ ïîêàçíèêiâ (λn), ùî {λn : n ∈ Zp} ⊂ Cp òà λn 6= λm äëÿ âñiõ
n 6= m. ×åðåç D+ ïîçíà÷èìî êëàñ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç ïîñëiäîâíiñòþ ïîêàçíèêiâ
Λp = (λn) òàêèõ, ùî λn = (λ

(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ), n = (n1, . . . , np) òà 0 = λ

(j)
0 < λ

(j)
k ↑ +∞

(1 ≤ k ↑ +∞), 1 ≤ j ≤ p. Äëÿ F ∈ D i z ∈ Cp ïîçíà÷èìî

M(z, F ) :=
+∞∑
‖n‖=0

|an|eRe(z,λn), µ(z, F ) := sup{|an|eRe(z,λn) : n ∈ Zp+},

i N∗ :=
⋃
zN∗(z), äå N∗(z) � ìíîæèíà òàêèõ ìóëüòèiíäåêñiâ ν = ν(z, F ) ∈ Zp+,

ùî |aν|eRe(z,λν) = µ(z, F ) äëÿ äàíîãî z. Ïîçíà÷èìî
β(z) := sup{Re(z, λn) : n ∈ Z+} : Cp → R.

Íåõàé D1 � êëàñ àáñîëþòíî çáiæíèõ äëÿ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå â C

F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn

ç ïîñëiäîâíiñòþ ïîêàçíèêiâ (λn) òàêèõ, ùî λn ≥ 0 (n ≥ 0) i sup{λn : n ≥ 0} = +∞.
Äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ D1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç (µk)k∈Z+

ïîñëiäîâíiñòü (− ln |ak|)k∈Z+

âïîðÿäêîâàíà çà íåñïàäàííÿì.
Íåõàé L� êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ çðîñòàþ÷èõ äî +∞ôóíêöié íà [0; +∞)

i L1 � êëàñ ôóíêöi¨ Φ ∈ L òàêèõ, ùî ϕ(2t) = O(ϕ(t)) (t→ +∞), äå ϕ � îáåðíåíà
ôóíêöiÿ äî Φ.

Äëÿ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ìíîæèíè E ⊂ Cp òà α > 0 ïîçíà÷èìî

Vα(E) :=

∫∫
E∩{z : |z|≥1}

dxdy

|z|α
, z = x+ iy ∈ Cp.

Äëÿ êóëi Dp
R = {z ∈ Cp : |z| ≤ R}, R > 0, V2p(Dp

R) = Cp lnR, (R ≥ 1),
V2p(Cp) = +∞, äå Cp � ïëîùà îäèíè÷íî¨ ñôåðè â R2p.

Íåõàé L � êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ : R+ → R+ òàêèõ, ùî
ψ(t) → +∞ (t → +∞), à L0 � êëàñ òàêèõ ôóíêöié Φ ∈ L, ùî

∫ x
x0

Φ(t)
t dt =

O(Φ(x)) (x→ +∞).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D0 êëàñ ôóíêöié F ∈ D òàêèõ, ùî µ(z, F ) = 1 (z ∈ Dp

1),
äå Dp

1 = {z ∈ Cp : |z| ≤ 1}. Äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ D0 i çàäàíîãî z ∈ Cp âèçíà÷èìî
Φz(t) = 1

t lnµ(tz, F ) : [0; +∞)→ [0; +∞).
Äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ D âèçíà÷èìî òàêi ìíîæèíè

γ(F )
def
=
{
z ∈ C : lim

t→+∞
Φz(t) = +∞

}
, γ+(F )

def
= {z ∈ γ(F ) : Φz ∈ L0}

i äëÿ z ∈ γF

K(z) = KF (z) := sup

{
1

Φz(t)

t∫
0

Φz(u)

u
du : t ≥ t0

}
,
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äå Φz(t) = 1
t lnµ(tz, F ), òà t0 = t0(z) = max{t ∈ R : µ(tz, F ) = 1}. Î÷åâèäíî, ùî

γ+(F ) = {z ∈ γ(F ) : KF (z) < +∞}.
Äëÿ R ∈ (0; +∞) òàêîæ âèçíà÷èìî γR = γ+(F,R) := {z : KF (z) ≤ R}.
Äîâåäåíî òåîðåìó, ùî ìiñòèòü âåðõíþ îöiíêó çàãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó F ∈ D0

÷åðåç éîãî ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí.

Òåîðåìà 4.8. Íåõàé F ∈ D0, v(u) : [0; +∞)→ [0; +∞) � òàêà ôóíêöiÿ, ùî

v(u) > 0 (u ≥ u0) i
∫ +∞

0 v(u)du < +∞. ßêùî ln k = o(µk) (k → +∞), òî iñíó¹
ôóíêöiÿ

c1(u) ↑ +∞ (u→ +∞),

+∞∫
0

c1(u)v(4u)du < +∞,

òà ìíîæèíà E ⊂ γ+(F ) : V2p(E ∩ γ+(F )) ≤ Cp, òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî R > 0, äëÿ
âñiõ n ≥ 0 i t > 0, tz ∈ γR \ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|an|etRe(z,λn) ≤ µ(tz, F ) exp

{
− t

µkn∫
µkν

(µkn − u)
c∗z(u)

ϕ∗z(u)
v(4u)du

}
,

äå µkn = − ln |an|, c∗z(u) = e−2K(z)c1(u), ν = ν(tz, F ) :

‖ν(tz)‖ = max{‖n‖ : |an|etRe(z,λn) = µ(tz, F )}
¹ öåíòðàëüíèì ìóëüòèiíäåêñîì ðÿäó (21), à ϕ∗z(u) ¹ îáåðíåíîþ ôóíêöi¹þ äî Φ∗z(t) =
lnµ(tz, F ).

Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.9. Íåõàé F ∈ D. ßêùî

(∃α > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α

t2
dt < +∞, n1(t)

def
=
∑
µn≤t

1, t0 > 0, (22)

òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E ⊂ γ+(F ) òàêà, ùî V2p(E ∩ γ+(F )) ≤ Cp i ñïiââiäíîøåííÿ

M(z, F ) = o(µ(z, F ) ln1/α µ(z, F )) (23)

âèêîíó¹òüñÿ ïðè z →∞ (z ∈ γR \ E) äëÿ êîæíîãî R > 0.
Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi âiäñóòíîñòi íóëiâ äëÿ âèïàäêîâèõ öi-

ëèõ òà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîçäiëi 5.
Íåõàé E � êëàñ âèïàäêîâèõ öiëèõ ôóíêöié âèãëÿäó

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, (24)

äå an ∈ C, n ∈ Z+ òàêi, ùî

a0 6= 0, lim
n→+∞

n
√
|an| = 0, #{n ∈ N : an 6= 0} = +∞;

εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ðiâíî-
ìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà [−π, π),

(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1), òîáòî íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
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êîìïëåêñíèõ âåëè÷èí çi ñòàíäàðòíèì ãàóñîâèì ðîçïîäiëîì ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi
çi ùiëüíiñòþ

pξn(z) =
1

π
e−|z|

2

, z ∈ C, n ∈ Z+.

Äëÿ r > 0 i δ ∈ R ïîçíà÷èìî

N (r) = {n : ln(|an|rn) > 0}, N(r) = #N (r),

s(r) = 2
+∞∑
n=0

ln+(|an|rn) = 2
∑

n∈N (r)

ln(|an|rn),

P0(r) = P{ω : nf(r, ω) = 0}, p0(r) = ln− P0(r), ln− x := −min{lnx; 0},
äå nf(r, ω) � ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ íóëiâ ôóíêöi¨ f(z, ω) â rD = {z : |z| < r}.

Îòðèìàíî îöiíêè çâåðõó i çíèçó äëÿ ln− P0(r). À ñàìå, äîâåäåíî òàêi äâà
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé ε > 0 i f ∈ E . Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E ⊂ (1; +∞) ñêií-
÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêà, ùî

p0(r) ≤ s(r) +N(r) exp{(2 + ε)
√

lnN(r)}
äëÿ âñiõ r ∈ (1; +∞) \ E.

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé f ∈ E . Òîäi P -ìàéæå íàïåâíî iñíó¹ r0(ω) > 0 òàêå, ùî
äëÿ âñiõ r ∈ (r0(ω); +∞) ìà¹ìî

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r).

Ç òåîðåì 5.1 i 5.4 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé ε > 0 i f ∈ E . Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E ⊂ (1; +∞)
ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òà P -ìàéæå íàïåâíî r0(ω) > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ
r ∈ (r0(ω); +∞) \ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(1− ε)N(r) lnN(r) ≤ p0(r)− s(r) ≤ N(r) exp{(2 + ε)
√

lnN(r)}, (25)
à ñàìå,

0 ≤ lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

, lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

≤ 1

2
(26)

òà

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
lnN(r)

= 1.

Íà òî÷íiñòü íåðiâíîñòåé (26) âêàçóþòü íàñòóïíi äâi òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.6. Iñíóþòü f ∈ E i ìíîæèíà E ⊂ (1; +∞) ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi-
÷íî¨ ìiðè òàêi, ùî

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

=
1

2
.

Òåîðåìà 5.7. Iñíóþòü f ∈ E òà ìíîæèíà E ⊂ (1; +∞) ñêií÷åííî¨ ëîãàðè-
ôìi÷íî¨ ìiðè òàêi, ùî

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

= 0.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäêîâi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ âèãëÿäó (24). Òóò an ∈ C,
n ∈ Z+ òàêi, ùî

a0 6= 0, lim
n→+∞

n
√
|an| = 1, sup{|an| : n ∈ N} = +∞.

Ïîçíà÷èìî êëàñ òàêèõ âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ÷åðåç A.
Íåõàé

p0(r) = ln− P{ω : nf(r, ω) = 0}
äëÿ âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié f ∈ A.

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé f ∈ A òà

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4.

Iñíó¹ ìíîæèíà E ⊂ [0; 1) ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè (
∫
E(1 − r)−1dr < +∞)

òàêà, ùî äëÿ âñiõ r ∈ [0; 1)\E ìà¹ìî

p0(r) ≤ s(r) + (1 + e)N(r) lnN(r) + C0N(r),

äå C0 = 3 + 9/|a0|.
Òåîðåìà 5.11. Íåõàé f ∈ A. Òîäi P -ìàéæå íàïåâíî iñíó¹ r0(ω) > 0 òàêå, ùî

äëÿ âñiõ r ∈ (r0(ω); 1) ìà¹ìî

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r).

Ç òåîðåì 5.8 òà 5.11 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.12. Íåõàé ε > 0 i f ∈ A òàêi, ùî

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4. (27)

Òîäi iñíóþòü ìíîæèíà E ⊂ [0; 1) ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òà P -ìàéæå íà-
ïåâíî r0(ω) > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ r ∈ (r0(ω); 1) \ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(1− ε)N(r) lnN(r) ≤ p0(r)− s(r) ≤ (1 + e+ ε)N(r) lnN(r),

à ñàìå,

0 ≤ lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

, lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

≤ 1

2− 1
α

(28)

òà

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
lnN(r)

= 1.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (an) ¹ ëîãàðèôìi÷íî ââiãíóòîþ, òî óìîâó (27) ó òåîðåìi
5.12 ìîæíà çàìiíèòè íà

lim
r↑1

ln lnµf(r)

ln 1
1−r

> 4.

Òî÷íiñòü íåðiâíîñòåé (28) ó âèïàäêó α = +∞ âèïëèâà¹ ç òàêèõ äâîõ òâåð-
äæåíü.
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Òåîðåìà 5.13. Iñíóþòü âèïàäêîâà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f ∈ A : α = +∞ i
ìíîæèíà E ⊂ [0; 1) ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêi, ùî

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

=
1

2
.

Òåîðåìà 5.14. Iñíóþòü âèïàäêîâà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f ∈ A : α = +∞,
ìíîæèíà E ⊂ [0; 1) íóëüîâî¨ ùiëüíîñòi, òîáòî (òóò meas � ìiðà Ëåáåãà íà ïðÿìié)

DE = lim
r↑1

1

1− r
meas(E ∩ [r; 1)) = 0,

òàêi, ùî

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

= 0.

Ó ðîçäiëi 6 äîñëiäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-
Ñòiëò'¹ñà.

Íåõàé ν ¹ íåâiä'¹ìíîþ ìiðîþ íà R+ ç íåîáìåæåíèì íîñi¹ì supp ν i f(x) �
äîâiëüíà íåâiä'¹ìíà ν-âèìiðíà ôóíêöiÿ íàR+.×åðåç I(ν) ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié
F : R→ R âèãëÿäó

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du).

Äëÿ F ∈ I(ν) òà x ∈ R âèçíà÷èìî µ∗(x, F ) = sup{f(u)exu : u ∈ supp ν}.
Íåõàé L êëàñ íåâiä'¹ìíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ : R+ → R+, äëÿ ÿêèõ

ψ(t)→ +∞ ïðè t→ +∞ i ÷åðåç L+ ïiäêëàñ ôóíêöié

ψ ∈ L : ψ(t)↗ +∞, t→ +∞.
Ïðèïóñòèìî, ùî Φ ∈ L+. ×åðåç I(ν,Φ) ìè ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié F ∈ I(ν)

òàêèõ, ùî

(∃c > 0) : lnF (x) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0),

I∗(ν,Φ) := {F ∈ I(ν) : (∃c > 0)(∃xj → +∞)[ lnF (x) ≤ Φ(cx) (x = xj, j ≥ 1)]}.
Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî àíàëîã ñïiââiäíîøåííÿ Áîðåëÿ.

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ I(ν,Φ0). ßêùî óìîâè

(∀η > 0) : ln ν0(ηΦ(t)) = o(tΦ(t)) (t→ +∞)

òà

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
= 0, ν0(t) := ν((0, t]) (29)

âèêîíóþòüñÿ, òî

lnF (x) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x, F ), x→ +∞ (x 6∈ E),

äå E � ìíîæèíà íóëüîâî¨ ëiíiéíî¨ íèæíüî¨ ùiëüíîñòi, òîáòî

DE = lim
R→+∞

1

R
meas(E ∩ [0, R]) = 0.
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Íàñòóïíà òåîðåìà âêàçó¹, ùî (29) ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ òåîðåìè 6.1.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé Φ ∈ L+. ßêùî óìîâè

(∃η > 0)(∃b > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
> b,

+∞∫
0

e−ηtdν0(t) < +∞

âèêîíóþòüñÿ, òî äëÿ êîæíîãî h > 0 iñíó¹ ôóíêöiÿ F ∈ I(ν,Φ0), Φ0(x) = xΦ(x),
òàêà, ùî äëÿ âñiõ x ≥ x0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

lnF (x) ≥ (1 + h) lnµ∗(x, F ).

Íåõàé λ = (λn) � òàêà ïîñëiäîâíiñòü, ùî

0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑ +∞), ν(E) :=
∑
λn∈E

δλn(E)

äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ R+, äå

δλ(E) =

{
1, ïðè λ ∈ E;

0, iíàêøå.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ I(ν) òà x ≥ 0 ìà¹ìî öiëèé ðÿä Äiðiõëå

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du) =
+∞∑
n=0

f(λn)exλn.

Ïîçíà÷èìî H(λ,Φ) êëàñ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç ôiêñîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ïî-
êàçíèêiâ λ âèãëÿäó

F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn,

òàêèõ, ùî

(∃c > 0) : lnM(x, F ) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0), M(x, F ) :=
+∞∑
n=0

|an|ezλn.

Íåõàé M(x, F ) = sup{|F (x+ iy)| : y ∈ R}, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}. Ç
òåîðåìè 6.1 îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ H(λ,Φ0). ßêùî óìîâè

(∀η > 0) : lnn(ηΦ(t)) = o(tΦ(t)) (t→ +∞) (30)

òà

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d lnn(t)

t
= 0, n(t) :=

∑
λn≤t

1,

âèêîíóþòüñÿ, òî

lnM(x, F ) = (1 + o(1)) lnµ(x, F ), x→ +∞, (x 6∈ E),
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ïðè äå E � ìíîæèíà íóëüîâî¨ íèæíüî¨ ëiíiéíî¨ ùiëüíîñòi, òîáòî DE = 0.

Ç òåîðåìè 6.2 ìà¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.2. Íåõàé Φ ∈ L+. ßêùî óìîâè

(∃η > 0)(∃b > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d lnn(t)

t
> b,

+∞∫
0

e−ηtdn(t) < +∞

âèêîíóþòüñÿ, òî äëÿ êîæíîãî h > 0 iñíó¹ ôóíêöiÿ F ∈ H(λ,Φ) òàêà, ùî äëÿ âñiõ
x ≥ x0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü lnM(x, F ) ≥ (1 + h) lnµ(x, F ).

Íåõàé V � êëàñ íåâiä'¹ìíèõ íåñïàäíèõ íåîáìåæåíèõ òà íåïåðåðâíèõ ñïðàâà
íà [0; +∞) ôóíêöié F .

Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà äiéñíî¨ ôóíêöi¨ g çàçâè÷àé çàäà¹òüñÿ iíòå-
ãðàëîì Ëåáåãà�Ñòiëò'¹ñà ó âèãëÿäi

∫ +∞
0 ezxdg(x). Çàïèøåìî öå ïåðåòâîðåííÿ â

iíøié ôîðìi. Iíòåãðàëîì Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà íàçèâà¹ìî

I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R, (31)

äëÿ íåâiä'¹ìíî¨ íà [0; +∞) ôóíêöi¨ f .
Íåõàé µ(σ) = µ(σ, I) = sup{f(x)exσ : x ≥ 0}, σ ∈ R, � ìàêñèìóì ïiäiíòå-

ãðàëüíî¨ ôóíêöi¨, σc � àáñöèñà çáiæíîñòi iíòåãðàëó (31) òà σµ � àáñöèñà iñíóâàííÿ
ìàêñèìóìó ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨. Âëàñíå, µ(σ, I) = max{f(x)exσ : x ≥ 0} <
+∞ äëÿ σ < σµ i µ(σ, I) = +∞ äëÿ âñiõ σ > σµ. Òîäi

σµ = lim
x→+∞

1

x
ln

1

f(x)

i ÿêùî lnF (x) = o(x) àáî lnF (x) = o(ln f(x)) ïðè x → +∞, òî σc ≤ σµ. Òàêîæ
çàóâàæèìî, ùî ÿêùî lnF (x) = O(x) ïðè x→ +∞ òà σµ = +∞, òî σc = +∞.

ßêùî äîäàòíà ôóíêöiÿ fìà¹ ðåãóëÿðíå çðîñòàííÿ âiäíîñíî F , òîáòî, ÿêùî
iñíóþòü a ≥ 0, b ≥ 0 òà h > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ x ≥ a

x+b∫
x−a

f(t)dF (t) ≥ hf(x),

òî σc ≤ σµ. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî F ∈ V òà f ìàþòü ðåãóëÿðíå çðîñòàííÿ âiäíîñíî
F i ÿêùî àáî lnF (x) = o(x), àáî lnF (x) = o(ln f(x))) ïðè x→ +∞, òî σc = σµ.

Íàäàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî σc = σµ = +∞.
Äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ f(z) =

∑∞
n=0 anz

n ïîçíà÷èìî ÷åðåç %(f) ¨¨ ïîðÿäîê, à σ(f)
¨¨ òèï.

Íåõàé L � êëàñ íåïåðåðâíèõ çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié α òàêèõ, ùî α(x) ≥ 0 äëÿ
x ≥ x0, α(x) = α(x0) äëÿ x ≤ x0, i íà [x0; +∞) ôóíêöiÿ α çðîñòà¹ äî +∞. Íåõàé
α ∈ L, β ∈ L òà G � äîâiëüíà ôóíêöiÿ íà [σ0; +∞). Çíà÷åííÿ

%αβ(G) = lim
σ→+∞

α(G(σ))

β(σ)
, λαβ(G) = lim

σ→+∞

α(G(σ))

β(σ)
(32)

íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì i óçàãàëüíåíèì íèæíiì ïîðÿäêîì G, âiä-
ïîâiäíî. ßêùî ìè âèáåðåìî G(σ) = ln I(σ), òî ç (32) ìè îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ



27

óçàãàëüíåíèõ ïîðÿäêiâ %αβ(I) i λαβ(I) iíòåãðàëó Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà (31). Òàêîæ
âèçíà÷èìî

kαβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln 1

f(x)

) , καβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln 1

f(x)

) .
Â òåîðåìàõ 6.5 i 6.6 âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íà ôóíêöi¨ α, β, F äëÿ òîãî, ùîá
äëÿ êîæíî¨ f òàêî¨, ùî ìà¹ ðåãóëÿðíå çðîñòàííÿ âiäíîñíî F , âèêîíóâàëèñü ðiâíîñòi
%αβ(I) = kαβ(f), λαβ(I) = καβ(f).

Òåîðåìè 6.7 i 6.8, ÿêi òàêîæ âñòàíîâëåíi ó öüîìó ðîçäiëi, ïîäiáíi íà ùîéíî
çãàäàíi òåîðåìè 6.5 i 6.6 i ñòîñóþòüñÿ ìîäèôiêîâàíîãî óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó i
ìîäèôiêîâàíîãî íèæíüîãî óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó I

%Mαβ(I) = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(
ln I(σ)

σ

)
, λMαβ(I) = lim

σ→+∞

1

β(σ)
α

(
ln I(σ)

σ

)
òà õàðàêòåðèñòèê kαβ(f), καβ(f), âiäïîâiäíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî äiéñíà ôóíêöiÿ f íà [0; +∞) òàêà, ùî iíòåãðàë Ëåáåãà-
Ñòiëò'¹ñà

∫ A
0 f(x)exσdF (x) iñíó¹ äëÿ êîæíîãî A ∈ [0; +∞) òà σ ∈ R. Íåõàé

I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R. (33)

Íåõàé

M(σ, I) :=

∞∫
0

|f(x)|exσdF (x), σ ∈ R, (34)

òà µ(σ, I) := max{|f(x)|exσ : x ≥ 0} (σ ∈ R).
Íåõàé h � äîäàòíà íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à äî +∞ ôóíêöiÿ. Òóò áóäåìî äî-

ñëiäæóâàòè âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ (33), äëÿ ÿêèõ

|f(x)| exp{xh(x)} → 0, x→ +∞. (35)

×åðåç LSh ìè ïîçíà÷à¹ìî êëàñ iíòåãðàëiâ âèãëÿäó (33) ç äiéñíèìè ôóíêöiÿìè
f , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (35). Íà LSh ìè âèçíà÷èìî äi¨

(I1 + I2)(x) =

∞∫
0

(f1(x) + f2(x))exσdF (x), (λI)(σ) =

∞∫
0

λf(x)exσdF (x),

äå Ij(σ) =
∫∞

0 fj(x)exσdF (x) äëÿ j ∈ {1; 2}, i íåõàé
‖I‖h = sup {|f(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0}.

LSh ç öèìè äiÿìè ¹ íîðìîâàíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 6.14. ßêùî F ∈ V i lnF (x) = o(x) ïðè x→ +∞, òî (LSh, ‖ · ‖h) ¹
íåðiâíîìiðíî îïóêëèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi (Im).

Òâåðäæåííÿ 6.9. Íåõàé F ∈ V i lnF (x) = o(x) ïðè x → +∞. ßêùî
(Im) ⊂ LSh çáiãà¹òüñÿ äî I ∈ LSh çà ‖ · ‖h, òî Im(σ) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî I(σ)
íà êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi R.
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Ïîâåðíåìîñÿ äî ðîçãëÿäó äóàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Äëÿ (LSh, ‖ · ‖h) ÷åðåç LS∗h ìè
ïîçíà÷èìî äóàëüíèé ïðîñòið, òîáòî LS∗h � ñiì'ÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóí-
êöiîíàëiâ íà (LSh, ‖ · ‖h). Íåõàé Λ(I) =

∫∞
1 f(x)g(x)dF (x), äå g � äiéñíà ôóíêöiÿ

íà (1,+∞) òàêà, ùî
∫∞

1 |f(x)g(x)|dF (x) < +∞. Òîäi Λ ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì.

Òâåðäæåííÿ 6.10. Äëÿ òîãî, ùîá Λ ∈ LS∗h, äîñòàòíüî çáiæíîñòi iíòåãðàëó∫∞
1 |g(x)| exp{−xh(x)}dF (x) < +∞.

Íåõàé Ω � êëàñ äîäàòíèõ íåîáìåæåíèõ ôóíêöié Φ íà (−∞; +∞) òàêèõ, ùî
ïîõiäíà Φ′ äîäàòíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà i çðîñòà¹ äî +∞ íà (−∞, +∞).
Äëÿ Φ ∈ Ω ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕ îáåðíåíó ôóíêöiþ äî Φ′ i Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ) � ôóí-
êöiÿ, àñîöiéîâàíà ç Φ ó ñåíñi Íüþòîíà. Âiäîìî, ùî ÿêùî Φ ∈ Ω, òî lnµ(σ, I) ≤ Φ(σ)
äëÿ âñiõ σ ≥ σ0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ln |f(x)| ≤ −xΨ(ϕ(x)) äëÿ âñiõ x ≥ x0.
Ç îãëÿäó íà öå òâåðäæåííÿ ðîçãëÿíåìî êëàñ LSΦ iíòåãðàëiâ (33) ç äiéñíèìè ôóí-
êöiÿìè f òàêèìè, ùî |f(x)| exp{xΨ(ϕ(x))} → 0 ïðè x→ +∞ i íà LSΦ âèçíà÷åíî

‖I‖Φ = sup{|f(x)| exp{xΨ(ϕ(x))} : x ≥ 0}.
ßêùî ìè âèáåðåìî h(x) = Ψ(ϕ(x)), òî LSh = LSΦ i îòðèìà¹ìî íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 6.8. Íåõàé Φ ∈ Ω, F ∈ V i lnF (x) = o(x) ïðè x → +∞. Òîäi
(LSΦ, ‖ · ‖Φ) ¹ íåðiâíîìiðíî îïóêëèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì. ßêùî (Im) ⊂ LSΦ

çáiãà¹òüñÿ äî I ∈ LSΦ çà íîðìîþ ‖ · ‖Φ, òî Im(σ) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî I(σ) íà
êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi R. ßêùî

∞∫
1

|g(x)| exp{−xΨ(ϕ(x))}dF (x) < +∞,

òî ôóíêöiîíàë Λ(I) =
∫∞

1 f(x)g(x)dF (x) íàëåæèòü äóàëüíîãî ïðîñòîðó LS∗Φ.

Ðîçãëÿíåìî áàíàõîâi ïðîñòîðè iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà ñêií÷åííîãî óçà-
ãàëüíåíîãî ïîðÿäêó. Áóäåìî êàçàòè, ùî α ∈ L0, ÿêùî α ∈ L i α((1 + o(1))x) =
1 + o(1))α(x), x → +∞. Òîäi, α ∈ Lsi, ÿêùî α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) ïðè
x → +∞ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî c ∈ (0; +∞), òîáòî α ¹ ïîâiëüíî çðîñòàþ÷îþ
ôóíêöi¹þ.

Íàñëiäîê 6.9. Íåõàé α ∈ L, β ∈ L0, F ∈ V i lnF (x) = o(x) ïðè x →
+∞. Òîäi (LS(α,β;k), ‖ · ‖(α,β;k)) ¹ íåðiâíîìiðíî îïóêëèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì äëÿ
êîæíîãî κ ∈ (κα,β[I]; +∞). ßêùî (Im) ⊂ LS(α,β;k) çáiãà¹òüñÿ äî I ∈ LS(α,β;k) çà
‖ · ‖(α,β;k), òî Im(σ) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî I(σ) íà êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi R.
ßêùî

∞∫
1

|g(x)| exp
{
− xβ−1

(α(x)

k

)}
dF (x) < +∞,

òî ôóíêöiîíàë Λ(I) =
∫∞

1 f(x)g(x)dF (x) íàëåæèòü äî äóàëüíîãî ïðîñòîðó LS∗(α,β;k).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè I(σ) = D(σ) ¹ ðÿäîì Äiðiõëå ç äiéñíèìè êîåôiöi-
¹íòàìè dn. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ðÿä àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ σ ∈ (−∞; +∞)
i áóäåìî ââàæàòè, ùî D ∈ Sh, ÿêùî

lim
n→+∞

|dn| exp{λnh(λn)} = 0.
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Ïîçíà÷èìî ‖D‖h = sup{|dn| exp{λnh(λn)} : n ≥ 1}.
Òîäi ç òåîðåìè 6.14 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 6.10. ßêùî lnn(x) = o(x) ïðè x→ +∞, òî (Sh, ‖ · ‖h) ¹ íåðiâíî-
ìiðíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîïîâíþ¹ òâåðäæåííÿ 6.9.

Òâåðäæåííÿ 6.11. ßêùî lnn(x) = o(x) ïðè x → +∞, òî äëÿ òîãî, ùîá
(Dm) ∈ Sh çáiãàâñÿ äîD ∈ Sh çà ‖·‖h íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîáDm(σ) ðiâíîìiðíî
ñõîäèëàñÿ äî D(σ) íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi R.

Äëÿ D ∈ (Sh, ‖ · ‖h) ÷åðåç S∗h ìè ïîçíà÷à¹ìî äóàëüíèé ïðîñòið i íåõàé

Λ(D) =
∞∑
n=1

dngn,

äå gn � äiéñíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî
∞∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)} < +∞. (36)

Òîäi Λ ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì.

Òâåðäæåííÿ 6.12. Êîæåí îáìåæåíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë Λ, âèçíà÷åíèé
äëÿ (Sh, ‖ · ‖h), ìà¹ âèãëÿä

Λ(D) =
∞∑
n=1

dngn, D(σ) =
∞∑
n=1

dn exp{λnσ}, (37)

äå gn � äiéñíà ïîñëiäîâíiñòü, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (36).

Ó ïðîñòîðàõ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ñêií÷åííîãî óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó ìîæíà
ââåñòè iíøó ìåòðèêó. Íàãàäà¹ìî, ùî ÿêùî α ∈ L, β ∈ L i ðÿä Äiðiõëå (37) öiëèé,
òî

%α,β[D] := lim
σ→+∞

α(lnM(σ,D))

β(σ)
,

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì (α, β)-ïîðÿäêîì D, äå M(σ,D) =
∑∞

n=1 |dn|eσλn.
Äëÿ ôiêñîâàíîãî % < +∞ ÷åðåç S% ïîçíà÷èìî êëàñ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå (37),

äëÿ ÿêèõ %α,β[D] ≤ %. Òîäi

|dn| ≤ exp

{
−λnβ−1

(
α(λn)

%+ o(1)

)}
, n→∞.

Äëÿ q ∈ N âèçíà÷èìî

‖D‖%;q =
∞∑
n=1

|dn| exp

{
λnβ

−1

(
α(λn)

%+ 1/q

)}
.

Î÷åâèäíî, ‖D‖%;q ≤ ‖D‖%;q+1. Òîìó ñiì'ÿ ‖D‖%;q : q ∈ N iíäóêó¹ íà S% óíi-
êàëüíó òîïîëîãiþ òàêó, ùî S% ñòà¹ ëîêàëüíèì îïóêëèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, i
öÿ òîïîëîãiÿ çàäàíà ìåòðèêîþ d, äå

d(D1, D2) =
∞∑
q=1

1

2q
‖D1 −D2‖%;q

1 + ‖D1 −D2‖%;q
.



30

Ïðîñòið ç ìåòðèêîþ d ïîçíà÷èìî S%,d.

Òåîðåìà 6.15. Íåõàé ôóíêöi¨ α ∈ Lsi i β ∈ L0 íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi i
dβ−1(cα(x))

d lnx = O(1) ïðè x→ +∞ äëÿ êîæíîãî c ∈ (0; +∞). ßêùî

lnn = o(λnβ
−1(cα(λn))), n→∞

äëÿ êîæíîãî c ∈ (0; +∞), òî S%,d ¹ ïðîñòîðîì Ôðåøå.

Òàêîæ äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.13. Íåõàé ôóíêöi¨ α, β i ïîñëiäîâíiñòü (λn) çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè òåîðåìè 6.15. Òîäi êîæåí íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë Λ íà S%,d ìà¹
âèãëÿä (37) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ n ∈ N i q ∈ N

|gn| ≤ K exp

{
λnβ

−1

(
α(λn)

%+ 1/q

)}
, K = const > 0.

ÇÀÃÀËÜÍI ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî ðÿä àêòóàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, à
ñàìå, îòðèìàíî âiäïîâiäi íà äåêiëüêà âiäêðèòèõ ïðîáëåì. Ñåðåä âàãîìèõ çäîáóòêiâ
äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìîæíà âiäíåñòè íàñòóïíi:

1. îòðèìàíî àíàëîãè ñïiââiäíîøåííÿ Áîðåëÿ òà íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ öiëèõ i
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, îòðèìàíî íîâèé îïèñ âèíÿòêîâî¨ ìíî-
æèíè ó öèõ ñïiââiäíîøåííÿõ;

2. ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi äëÿ öiëèõ òà àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi ôóíêöié
ó âèïàäêó êîëè ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ ìíîæíèêàìè òåéëî-
ðîâèõ êîåôiöi¹íòiâ âèïàäêîâî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ìîæå íå áóòè ðiâíîìiðíî
îáìåæåíîþ;

3. îòðèìàíî òî÷íi àíàëîãè íåðiâíîñòi Áiòëÿíà-Ãîëüäáåðãà äëÿ öiëèõ ôóíêöié;

4. âïåðøå âñòàíîâëåíî àíàëîãè íåðiâíîñòi òèïó Âiìàíà òà ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü
åôåêòó Ëåâi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ç îáëàñòÿìè çáiæíîñòi Cp; Dl × Cp−l;
Dp; äå l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2, òà ïîáóäîâàíi ïðèêëàäè íà ¨õ òî÷íiñòü ó êîæíié
ç öèõ ìíîæèí;

5. âïåðøå îòðèìàíi àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó äî-
âiëüíié êðàòíî-êðóãîâié îáëàñòi Ðåéíõàðäà, à òàêîæ ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôå-
êòó Ëåâi äëÿ öèõ ôóíêöié;

6. äîâåäåíî àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ öiëèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç äîâiëü-
íèìè êîìïëåêñíèìè ïîêàçíèêàìè i ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè íà ¨õ òî÷íiñòü;

7. îòðèìàíi îöiíêè çâåðõó i çíèçó äëÿ éìîâiðíîñòi âiäñóòíîñòi íóëiâ äëÿ âèïàäêî-
âèõ öiëèõ ôóíêöié òà äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè íà
òî÷íiñòü öèõ îöiíîê, ÿê äëÿ âèïàäêîâèõ öiëèõ ôóíêöié, òàê i äëÿ âèïàäêîâèõ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â îäèíè÷íîìó êðóçi;

8. âñòàíîâëåíî ñïiââiäíîøåííÿ òèïó Áîðåëÿ äëÿ iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëòü¹ñà i
ïîáóäîâàíî ïðèêëàä íà òî÷íiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ;
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9. äîñëiäæåíî áàíàõiâ ïðîñòið iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà òà ðÿäiâ Äiðiõëå;

10. îòðèìàíî òâåðäæåííÿ ïðî óçàãàëüíåíi òà ìîäèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè
iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà;

11. äîñëiäæåíî ïðîñòîðè Ôðåøå öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ñêií÷åííîãî óçàãàëüíåíîãî
ïîðÿäêó.
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òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 22�25 ëþòîãî, 2017 ðîêó). Òåçè äîïîâiäåé, Iâàíî-
Ôðàíêiâñüê, 2017. Ñ. 12�13. (Îñîáèñòèé âíåñîê: äîâåäåííÿ íàñëiäêó 5).
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Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, 6 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ
äæåðåë. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåíü, ñôîðìóëüîâàíî ìå-
òó, çàâäàííÿ, ïðåäìåò, îá'¹êò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, íàâåäåíî íàóêîâó íîâèçíó,
ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ òà îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, à òà-
êîæ âêàçàíî, äå àïðîáîâàíi òà îïóáëiêîâàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó ðîáîòi îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ êëàñè àíàëiòè÷íèõ òà âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié, îáëàñòþ çáiæíîñòi ÿêèõ ìîæå áóòè äîâiëüíà êðàòíî-êðóãîâà îáëàñòü
Ðåéíõàðäà, à òàêîæ öiëi êðàòíi ðÿäè Äiðiõëå, ëàêóíàðíi ðÿäè îäíîðiäíèõ ïîëi-
íîìiâ òà iíòåãðàëè Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi âïåðøå áóëî ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi äëÿ âèïàä-
êîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ ó âèïàäêó êîëè ïîñëiäîâíiñòü âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ ìíîæíèêàìè òåéëîðîâèõ êîåôiöi¹íòiâ âèïàäêîâî¨ àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨, ìîæå íå áóòè ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ. À ñàìå, òàêèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè
¹ ïîñëiäîâíîñòi ñóáãàóñîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ó öüîìó ðîçäiëi âïåðøå òàêîæ
îòðèìàíî ç îäíi¹¨ òî÷êè çîðó àíàëîãè ñïiââiäíîøåííÿ Áîðåëÿ òà íåðiâíîñòi Âiìà-
íà, ùî âèêîíóþòüñÿ çîâíi âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ h-ìiðè
ç äîâiëüíîþ çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ h, ùî âèçíà÷à¹ ëîãàðèôìi÷íó h-ìiðó, ÿê äëÿ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, òàê i äëÿ öiëèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêi çàäàíi ñòåïå-
íåâèì ðÿäîì ç ðàäióñîì çáiæíîñòi R ∈ (0; +∞], òà îòðèìàíî íàéáiëüø çàãàëüíèé
îïèñ âèíÿòêîâèõ ìíîæèí ó öèõ òâåðäæåííÿõ.

Äîñëiäæåííÿ àíàëîãiâ íåðiâíîñòi òèïó Âiìàíà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä
äåêiëüêîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ ïðîâîäèòüñÿ ó òðåòüîìó ðîçäiëi. À ñàìå ó öüîìó
ðîçäiëi âïåðøå îòðèìàíî àíàëîãè öi¹¨ íåðiâíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó äî-
âiëüíié êðàòíî-êðóãîâié îáëàñòi Ðåéíõàðäà. Òî÷íiñòü îòðèìàíèõ íåðiâíîñòåé âñòà-
íîâëåíà ó âèïàäêó, ÿêùî îáëàñòü çáiæíîñòi êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ìà¹ âèãëÿä
Cp, Dl × Cp−l, Dp, l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî âèïàäêîâi àíàëiòè÷íi
ôóíêöi¨, îáëàñòþ çáiæíîñòi ÿêèõ ìàéæå íàïåâíî ¹ êðàòíî-êðóãîâà îáëàñòü Ðåéí-
õàðäà. Äëÿ öèõ ôóíêöié ïåðåâiðåíî íàÿâíiñòü åôåêòó Ëåâi i ïîáóäîâàíi ïðèêëàäè
íà òî÷íiñòü îòðèìàíèõ òâåðäæåíü.
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Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ¹ öiëi ôóíêöi¨, ïðåäñòàâëåíi ëà-
êóíàðíèìè ðÿäàìè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ i öiëèìè êðàòíèìè ðÿäàìè Äiðiõëå. Äî-
âåäåíî àíàëîãè íåðiâíîñòi Áiòëÿíà-Ãîëüäáåðãà, âñòàíîâëåíî¨ ó òàêié ïîñòàíîâöi
ïèòàííÿ äëÿ öiëèõ ôóíêöié âiä áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ. Òàêîæ ïîáóäîâà-
íî ïðèêëàä íà òî÷íiñòü îòðèìàíèõ òâåðäæåíü. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî
àíàëîãè íåðiâíîñòi Âiìàíà äëÿ öiëèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç äîâiëüíèìè êîìïëå-
êñíèìè ïîêàçíèêàìè.

Äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé éìîâiðíîñòi âiäñóòíîñòi íóëiâ ó ãà-
óñîâèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â êðóçi ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðîâîäèòüñÿ ó
ï'ÿòîìó ðîçäiëi. Îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íi îöiíêè çãîðè i çíèçó çãàäàíî¨ éìîâiðíîñòi
çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè òà ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè íà òî÷íiñòü îòðèìàíèõ
îöiíîê. Äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ éìîâiðíîñòi âiäñóòíîñòi íóëiâ
çîâíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè äëÿ êëàñó âèïàäêîâèõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié â îäèíè÷íîìó êðóçi. Öåé êëàñ âèçíà÷à¹òüñÿ äîäàòêîâîþ óìîâîþ íà ìiíi-
ìàëüíî äîïóñòèìó øâèäêiñòü çðîñòàííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ïðè íàáëèæåííi äî
ìåæi îäèíè÷íîãî êðóãà. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè íà òî÷íiñòü îòðèìàíèõ âåðõíüî¨ òà
íèæíüî¨ îöiíîê.

Ó øîñòîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî ñïiââiäíîøåííÿ òèïó Áîðåëÿ äëÿ iíòåãðàëiâ
Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà i ïîáóäîâàíî ïðèêëàä íà òî÷íiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ, äîñëiäæå-
íî áàíàõiâ ïðîñòið iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà òà ðÿäiâ Äiðiõëå. Òàêîæ îòðèìà-
íî òâåðäæåííÿ ïðî óçàãàëüíåíi òà ìîäèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè çðîñòàííÿ
iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà òà äîñëiäæåíî ïðîñòîðè Ôðåøå öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå
ñêií÷åííîãî óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó.

Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè. Âîíè ìàþòü
òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ÿê â áàãàòîâèìiðíîìó êîìïëåêñ-
íîìó àíàëiçi, òàê i â iíøèõ ðîçäiëàõ àíàëiçó, à òàêîæ â òàêèõ ñóìiæíèõ ðîçäiëàõ
ìàòåìàòèêè, ÿê äèôåðåíöiéíi ðiâíÿííÿ i òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé.
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The thesis consists of an introduction, 6 sections, conclusions, references. The
introduction consists of the relevance of the research topic, purpose, objectives, subject,
object and research methods. The introduction substantiates the relevance of research
topic. The goal, subject, object and methods of the research are listed there. Scienti�c
novelty, the practical signi�cance of the results and applicant's contribution are also
indicated in the introduction.
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The object of investigations are classes of analytic and random analytic functions,
the domain of convergence of which can be an arbitrary multiply circular Reinhardt
domain, entire multiple Dirichlet series, lacunary series of the homogeneous polyno-
mials and Laplace-Stiltjes integrals.

In the second chapter the presence of the Levy e�ect was veri�ed �rstly for random
analytic functions of one variable in the case of the sequence of random variables, which
are multipliers of the Taylor coe�cients of the random analytic function, may not be
uniformly bounded. Namely, such sequences are sequences of sub-Gaussian random
variables. Also in this section analogues of Borel's relation and Wiman's inequality,
which holds outside the exceptional set of a �nite logarithmic h-measure are obtained
for the �rst time, as for analytic functions, as well as for entire functions of one variable,
which are given by a power series with the radius of convergence R ∈ (0; +∞]. Here
function h is an arbitrary increasing and de�nes the logarithmic h-measure. Also the
most general description of the exceptional sets in these statements is obtained.

The study of analogues of the Wiman's type inequality for analytic functions of
several complex variables is considered in the third section. Namely, analogues of this
inequality for analytic functions in an arbitrary multiple-circular Reinhardt domain
are obtained for the �rst time. The sharpness of the obtained inequalities is proved if
the domain of convergence of a multiple power series is Cp, Dl × Cp−l, Dp, l, p ∈ N,
p > l, p ≥ 2. Furthermore, we consider random analytic functions, the domain of
convergence of which is almost surely the multiple-circular Reinhardt domain. For these
functions, the presence of the Levy e�ect was veri�ed and examples of the sharpness
of obtained statements were constructed.

The object of the investigations of the fourth chapter is entire functions represented
by lacunary series of the homogeneous polynomials and Dirichlet entire multiple seri-
es. Analogues of the Bitlyan-Gol'dberg inequality investigated in this formulation of
the question for entire functions of many complex variables are proved. An example
of the sharpness of the received statements is also constructed. In the second subsec-
tion, analogs of Wiman's inequality for entire multiple Dirichlet series with arbitrary
complex exponents are investigated.

The investigation of the asymptotic properties of probability of zeros absence of
Gaussian analytic functions in the disks with the center at the origin is considered in the
�fth chapter. Asymptotic estimates from above and below of the mentioned probability
outside some exceptional set were obtained. Examples of the shaprness of this estimates
are also constructed. In the second subsection of the thesis asymptotic relations for the
probability of zeros absence outside the set of �nite logarithmic measure are obtained
for the class of random analytic functions in the unit disc.This class is determined by
an additional condition of the minimum allowable speed of the growth of the analytical
function when approaching the boundary of the unit disk. Examples of the sharpness
of the obtained upper and lower estimates are constructed.

In the sixth chapter a Borel-type relation for Laplace-Stieltjes integrals is investi-
gated and the example of the sharpness of this statement is built. The Banach space of
Laplace-Stieltjes integrals and Dirichlet series are investigated. Statements about the
generalized and modi�ed generalized growth orders of the Laplace-Stieltjes integrals
were also obtained. The Fr�echet spaces of Dirichlet entire series of �nite generalized
order were investigated.
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All the results of the thesis are new. They have a theoretical meaning and can be
used both in multidimensional complex analysis and in other sections of analysis, as
well as in such related sections of mathematics as di�erential equations and probability
theory.

Keywords: analytic function, multiple power series, lacunary series of the homo-
geneous polynomials, multiple Dirichlet series, maximum of modulus, maximal term,
Gaussian and sub-Gaussian random variables, Wiman's inequality, Borel's relation,
Levy e�ect, Bitlyan-Gol'dberg inequality, multiple Reinhardt circular domain, probabi-
lity of absence of zeros, Laplace-Stieltjes integrals, generalized order.


