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АНОТАЦIЯ

Куриляк А. О. Асимптотичнi властивостi i розподiл значень випадкових

аналiтичних функцiй. — На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.01 “Математичний аналiз”. — Прикарпатський на-

цiональний унiверситет iменi Василя Стефаника, Iвано-Франкiвськ, 2024.

Дисертацiя складається зi вступу, 6 роздiлiв, висновкiв, списку використа-

них джерел. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сформульо-

вано мету, завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, наведено наукову

новизну, практичне значення отриманих результатiв та особистий внесок здо-

бувача, а також вказано, де апробованi та опублiкованi основнi результати ди-

сертацiї.

У роботi об’єктом дослiдження є класи аналiтичних та випадкових аналi-

тичних функцiй, зображуваних збiжними в довiльнiй кратно-круговiй областi

Рейнхарда степеневими рядами, а також цiлих кратних рядiв Дiрiхле, лакунар-

них рядiв за однорiдними полiномами та iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса.

У другому роздiлi вперше з однiєї точки зору розглядаються аналоги класи-

чних нерiвностi Вiмана та спiввiдношення Бореля в класi аналiтичних функцiй

вiд однiєї змiнної, зображуваних степеневими рядами f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n з довiль-

ним скiнченних чи нескiнченним радiусом збiжностiR ∈ (0;+∞] та встановлено

найбiльш загальний опис виняткових множин у цих твердженнях. Отриманi тут

спiввiдношення виконуються зовнi виняткової множини скiнченної логарифмi-

чної h-мiри з довiльною зростаючою функцiєю h, що визначає дану h-мiру, як

для аналiтичних функцiй, так i для цiлих функцiй вiд однiєї змiнної. Отрима-

нi тут твердження мiстять в собi твердження про класичну нерiвнiсть Вiмана

для цiлих функцiй та про нерiвнiсть типу Кеварi для аналiтичних функцiй в

одиничному крузi, а також iстотно доповнюють результати попередникiв сто-

совно як аналогiв нерiвностi Вiмана, так i спiввiдношення Бореля, що викону-
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ються зовнi виняткових множин, величина яких описується в термiнах скiнчен-

ностi їхньої логарифмiчної h-мiри. Встановлено також наявнiсть ефекту типу

Левi iстотного уточнення нерiвностi типу Вiмана для випадкових субгаусових

цiлих функцiй, якi зображаються лакунарними степеневими рядами вигляду

f(z) =
+∞∑
k=0

akZk(ω)z
nk, nk ∈ Z+. Зазначимо, що у всiх результатах попередникiв

(П. Левi, М. Стiла, П.В. Фiлевича, О.В. Зрума i О.Б. Скаскiва) послiдовнiсть не-

залежних випадкових величин Zk(ω) є майже напевно рiвномiрно обмеженою, а

послiдовнiсть субгаусових випадкових величин Zk(ω) може не бути рiвномiрно

обмеженою.

Крiм цього у даному роздiлi встановлено наявнiсть ефекту типу Левi для

випадкових аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної f(z, ω) =
+∞∑
n=0

anZn(ω)z
n у

випадку коли послiдовнiсть випадкових величин Zn(ω) є послiдовнiстю субгау-

сових випадкових величин, послiдовнiсть дисперсiй яких є обмеженою. Також

встановлено необхiднiсть умови обмеженостi послiдовностi дисперсiй для на-

вявностi ефекту типу Левi.

Дослiдження аналогiв нерiвностi типу Вiмана для аналiтичних функцiй

вiд декiлькох комплексних змiнних проводиться у третьому роздiлi. У цьо-

му роздiлi в класi аналiтичних функцiй, зображуваних в довiльнiй фiксова-

нiй кратно-круговiй областi Рейнхарда кратними степеневими рядами вигляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, вперше розвинуто пiдхiд типу методу Вiмана-

Валiрона i також вперше отримано в найбiльш загальному виглядi аналоги кла-

сичної нерiвностi Вiмана. При цьому, встановлено явнi залежностi мiж вигля-

дам отриманих аналогiв нерiвностi Вiмана i довiльною наперед заданою мi-

рою (h-мiрою), скiнченнiсть якої дає описання величини виняткової множини

в отриманiй нерiвностi. Використання довiльної h-мiри для описання величини

виняткової множини, з однiєї сторони викликано потребами розширення зони

застосовностi результатiв теорiї Вiмана-Валiрона (зокрема, в аналiтичнiй тео-

рiї диференцiйних рiвнянь), а з iншого боку продиктовано вiдомою проблемою

Й.В. Островського про вiдшукання найкраще можливого опису величин виня-
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ткових множин, як в класичнiй нерiвностi Вiмана, так i взагалi в рiзноманiтних

асимптотичних спiввiдношеннях, що розглядаються в цiй теорiї. У випадку цi-

лих функцiй, як вiд однiєї комплексної змiнної так i вiд багатьох змiнних для

цiлого ряду асимптотичних спiввiдношень, остаточнi вiдповiдi знайденi ранiше

у працях П.В. Фiлевича, а також О.Б. Скаскiва разом зi О.В. Зрумом, Т.М. Са-

ло, О.М. Тракало та Д.Ю. Зiкрачем. Успiшнiсть проведеного у другому роздiлi

дослiдження степеневих рядiв у довiльнiй кратно-круговiй областi Рейнхарда,

з одного боку вказує на можливiсть успiшної реалiзацiї пiдходiв типу Вiмана-

Валiрона у цьому випадку, а з iншого боку результати вказують на ефективнiсть

i потужнiсть методiв, розвинутих у ньому, i на те, що методи як цього роздiлу,

так i роздiлу 2, безумовно повиннi бути застосованi у подальших дослiдженнях,

оскiльки результати про нерiвностi типу Вiмана у певному сенсi можна вважати

iндикатором можливої успiшностi подальших дослiджень.

З отриманого у третьому роздiлi твердження, як наслiдок, отримуються, як

вiдомi нерiвностi для цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних, так i для аналiти-

чних функцiй вiд однiєї змiнної. Точнiсть отриманих нерiвностей встановлена

у випадку, якщо область збiжностi кратного степеневого ряду є одна з множин

Cp, Dl × Cp−l, Dp, де l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2.

У третьому роздiлi також розглянуто випадковi аналiтичнi функцiї f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n, областю збiжностi яких майже напевно є кратно-кругова

область Рейнхарда. Для цих функцiй встановлено наявнiсть ефекту Левi i побу-

довано приклади на точнiсть отриманих тверджень. Результати цього роздiлу

в загальному сенсi повнiстю вичерпують, сформульовану в 1996 р. проф. А.А.

Гольдбергом i проф. М.М. Шереметою проблему, про наявнiсть ефекту типу

Левi у випадку кратних степеневих рядiв.

Об’єктом дослiдження у четвертому роздiлi є цiлi функцiї, представленi ла-

кунарними рядами однорiдних полiномiв у виглядi f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp, де

P0(z) ≡ a0 ∈ C, Pk(z) =
∑

∥n∥=λk
anz

n — однорiднi полiноми степеня λk ∈ Z+, i
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0 = λ0 < λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), λ = (λk). Вичерпання Cp вiдбувається не по-

лiкругами, а довiльною однопараметричною системою подiбних повних кратно-

кругових областей з центром у початку координат. Оцiнка максимуму модуля

проводиться через дiагональний максимальний член ряду. Доведено аналоги

нерiвностi Бiтляна-Гольдберга, встановленої у такiй постановцi питання для цi-

лих функцiй вiд багатьох комплексних змiнних. Також побудовано приклад на

точнiсть отриманих тверджень.

У другому пiдроздiлi встановлено аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих кра-

тних рядiв Дiрiхле з довiльними комплексними показниками. А саме, розгляну-

то ряди Дiрiхле абсолютно збiжнi у всьому комплексному просторi Cp вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn) з такою послiдовнiстю показникiв (λn), що {λn : n ∈ Zp} ⊂

Cp та λn ̸= λm для всiх n ̸= m. Доведено багатовимiрний аналог нерiвностi типу

Вiмана, який є узагальненням одновимiрної теореми, до якої було побудовано

приклад на точнiсть.

Дослiдження асимптотичних властивостей ймовiрностi вiдсутностi нулiв у

гаусових аналiтичних функцiй в крузi з центром у початку координат прово-

диться у п’ятому роздiлi. Нехай
(
ξn(ω)

)
∈ NC(0; 1) — послiдовнiсть незалежних

випадкових комплексних величин зi стандартним гаусовим розподiлом у ком-

плекснiй площинi зi щiльнiстю pξn(z) = 1
πe

−|z|2, z ∈ C, n ∈ Z+. Для цiлих

трансцендентних гаусових функцiй f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n ранiше в працях

А. Нiшрi, М. Содiна та iнших були вiдомi асимптотичнi оцiнки ймовiрностi вiд-

сутностi нулiв в довiльному крузi з центром у початку координат та висловлю-

вались гiпотези стосовно їх точностi, оскiльки питання про точнiсть цих оцiнок

залишалися вiдкритими. У дисертацiйнi роботi дано вiдповiдь на це питання

у випадку коли тейлоровi коефiцiєнти цiлої функцiї домножаються на добу-

ток гаусових випадкових величин та випадкових величин Штейнгауса. Тобто,

для функцiй вигляду f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, де εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn)

— послiдовнiсть незалежних випадкових величин, рiвномiрно розподiлених на
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[−π, π),
(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1). При цьому вiдому ранiше оцiнку знизу iстотно по-

силено. Використовуючи деякi результати з теорiї Вiмана-Валiрона для цiлих

трансцендентних функцiй, отримано асимптотичнi оцiнки згори i знизу згада-

ної ймовiрностi зовнi деякої виняткової множини та побудовано приклади на

точнiсть отриманих оцiнок.

На вiдмiну вiд цiлих гаусових функцiй, для гаусових аналiтичних функцiй

в одиничному крузi проблема знаходження асимптотичних спiввiдношень для

ймовiрностi вiдсутностi нулiв залишалася практично повнiстю вiдкритою у за-

гальному випадку. Були вiдомi лише оцiнки для деяких аналiтичних функцiй з

цiлком конкретно заданими тейлоровими коефiцiєнтами.

У другому пiдроздiлi цього роздiлу дисертацiйного дослiдження отримано

асимптотичнi спiввiдношення для ймовiрностi вiдсутностi нулiв зовнi множини

скiнченної логарифмiчної мiри для класу випадкових аналiтичних функцiй в

одиничному крузi, що визначається цiлком подiбно до класу випадкових цiлих

гаусових функцiй, результати стосовно якого описано вище. При цьому у по-

рiвняннi з випадком цiлих функцiй цей клас визначається додатковою умовою

lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4, N(r) = #{n : |an|rn > 1}. Побудовано приклади на точнiсть

отриманих верхньої та нижньої оцiнок.

У шостому роздiлi встановлено спiввiдношення типу Бореля для iнтегралiв

Лапласа-Стiлт’єса F (x) =
∫
R+

f(u)exuν(du). Побудовано приклад на точнiсть

цього твердження.

У третьому пiдроздiлi проведено дослiдження одного банахового простору

iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса та рядiв Дiрiхле вигляду D(σ) =
∞∑
n=1

dne
λnσ.

Також у шостому роздiлi отримано твердження про узагальненi та моди-

фiковано узагальненi порядки зростання iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса та до-

слiджено певнi простори Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного узагальненого

порядку.

Усi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими. Вони ма-

ють теоретичний характер i можуть бути використанi як в багатовимiрному
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комплексному аналiзi, так i в iнших роздiлах аналiзу, а також в таких сумi-

жних роздiлах математики, як диференцiйнi рiвняння i теорiя ймовiрностей.

Ключовi слова: аналiтичнi функцiї, кратнi степеневi ряди, лакунарнi ря-

ди однорiдних полiномiв, кратнi ряди Дiрiхле, максимум модуля, максимальний

член, гаусовi та субгаусовi випадковi величини, нерiвнiсть Вiмана, спiввiдношен-

ня Бореля, ефект Левi, нерiвнiсть Бiтляна-Гольдберга, кратно-кругова область

Рейнхарда, ймовiрнiсть вiдсутностi нулiв, iнтеграли Лапласа-Стiлт’єса, узагаль-

нений порядок.
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ABSTRACT

Kuryliak A.O. Asymptotic properties and value distribution of random analytic

functions. — Manuscript.

The thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences,

speciality 01.01.01 — Mathematical analysis, Vasyl Stefanyk Precarpathian Na-

tional University, Ivano-Frankivsk, 2024.

The thesis consists of an introduction, 6 sections, conclusions, references. The

introduction consists of the relevance of the research topic, purpose, objectives,

subject, object and research methods. The introduction substantiates the rele-

vance of research topic. The goal, subject, object and methods of the research

are listed there. Scientific novelty, the practical significance of the results and

applicant’s contribution are also indicated in the introduction.

The object of investigations are classes of analytic and random analytic func-

tions, represented by convergent power series in an arbitrary multiple-circular

Reinhard domain, entire multiple Dirichlet series, lacunary series of the homoge-

neous polynomials and Laplace-Stiltjes integrals.

In the second chapter, for the first time, analogues of classical Wiman in-

equalities and Borel relations in the class of analytic functions of one variable,

represented by power series f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n with an arbitrary finite or infinite ra-

dius of convergence R ∈ (0;+∞] and the most general description of exceptional

sets in these statements is established. The relations obtained here hold outside

the exceptional set of finite logarithmic h-measure with arbitrary increasing func-

tion h that defines a given h-measure, both for analytic functions and for entire

functions of one variable. This statements obtained here include the assertions of

the classical Wiman inequality for entire functions and the Kevari inequality for

analytic functions in the unit disk, and also significantly complement the results

of the predecessors regarding both Wiman’s inequality analogues and Borel’s re-

lations, which are fulfilled outside exceptional sets, the value of which is described

in terms of the finiteness of their logarithmic h-measure. The existence of a Levy-
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type effect of a significant improvement of the Wiman-type inequality for random

sub-Gaussian entire functions, which are represented by lacunar power series of

the form f(z) =
+∞∑
k=0

akZk(ω)z
nk, nk ∈ Z+. Note that in all the results of the

predecessors (P. Levy, M. Steel, P.V. Filevych, O.V. Zrum, and O.B. Skaskiv),

the sequence of independent random variables Zk(ω) is almost surely uniformly

bounded, but the sequence of sub-Gaussian random variables Zk(ω) may not be

uniformly bounded.

In addition, in this section, the existence of a Levy-type effect is established

for random analytical functions of one variable f(z, ω) =
+∞∑
n=0

anZn(ω)z
n in the

case when the sequence of random variables Zn(ω) is a sequence of sub-Gaussian

random variables, the sequence of variances of which is bounded. The necessity of

the condition of the boundedness of the sequence of dispersions for the presence

of the Levy-type effect is also proved.

The study of analogues of the Wiman-type inequality for analytic functions

of several complex variables is carried out in the third section. In this section, in

the class of analytic functions represented in an arbitrary fixed multiple-circular

Reinhard domain by multiple power series of the form f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, for the first time, an approach like the Wiman-Valiron method was

developed. Also for the first time analogues of the classical Wiman inequality

were obtained in the most general form. At the same time, dependencies have

been established between the forms of the obtained analogues of Wiman’s inequa-

lity and an arbitrary predefined measure (h-measure), the finiteness of which gives

a description of the value of the exceptional set in the obtained inequality. The

use of an arbitrary h-measure to describe the size of the exceptional set is, on the

one hand, caused by the need to expand the area of applicability of the results of

the Wiman-Valiron theory (in particular, in the analytical theory of differential

equations), and on the other hand, it is dictated by the well-known problem

of J.V. Ostrovsky about finding the best possible description of the values of

exceptional sets, both in the classical Wiman inequality and in general in various
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asymptotic relations considered in this theory. In the case of entire functions,

both from one complex variable and from many variables for many asymptotic

relations, the final answers were found earlier in the works of P.V. Filevych, as well

as O.B. Skaskiv together with O.V. Zrum, T.M. Salo, O.M. Trakalo and D.Yu. Zik-

rach. The success of the study of power series in the arbitrary multi-circular

Reinhard domain carried out in the second chapter, on the one hand, indicates

the possibility of successful implementation of Wiman-Valiron type approaches

in this case, and on the other hand, the results indicate the effectiveness and

power of the methods developed in it, and that the methods of both this chapter

and chapter 2 should certainly be applied in further research, since the results on

Wiman-type inequalities can in a certain sense be considered an indicator of the

possible success of further research.

From the statement obtained in the third section, as a result, both known

inequalities for entire functions of several variables and for analytic functions of

one variable are obtained. The sharpness of the obtained inequalities is established

in the case of convergence domain of the multiple power series is one of the sets

Cp, Dl × Cp−l, Dp, where l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2.

In the third chapter we consider random analytic functions f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n, the domain of convergence of which is almost surely a multiply-

circular Reinhard domain. For these functions, the presence of the Levy effect was

established and examples of the sharpness of the statements were constructed.

The results of this section in a general sense completely exhaust the idea formu-

lated in 1996 by Prof. A.A. Goldberg and Prof. M.M. Sheremeta the problem of

the existence of a Levy-type effect in the case of multiple power series.

The object of the investigations of the fourth chapter is entire functions rep-

resented by lacunary series of the homogeneous polynomials and Dirichlet en-

tire multiple series. Here f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp, where P0(z) ≡ a0 ∈ C,

Pk(z) =
∑

∥n∥=λk
anz

n is homogeneous polynomials of degree λk ∈ Z+, and 0 = λ0 <

λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), λ = (λk). The exhaustion of Cp does not occur by
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polydiscs but by an arbitrary one-parameter system of similar complete multiple-

circular domains centered at the origin. The modulus maximum is evaluated by

the diagonal maximum term of this series. Analogues of the Bitlyan-Gol’dberg

inequality investigated in this formulation of the question for entire functions of

many complex variables are proved. An example of the sharpness of the received

statements is also constructed.

In the second subsection, analogs of Wiman’s inequality for entire multi-

ple Dirichlet series with arbitrary complex exponents are investigated. Namely,

we considered Dirichlet series absolutely convergent in Cp of the form F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn) with a sequence of exponents (λn) such that {λn : n ∈ Zp} ⊂ Cp

and λn ̸= λm for all n ̸= m. Namely, a multidimensional analogue of the Wiman

type inequality is proved. This analogue is generalization of the one-dimensional

theorem, to which an example of sharpness is constructed.

The investigation of the asymptotic properties of probability of zeros absence of

Gaussian analytic functions in the disks with the center at the origin is considered

in the fifth chapter. Let
(
ξn(ω)

)
∈ NC(0; 1) be a sequence of independent random

variables with a standard Gaussian distribution in the complex plane with density

pξn(z) = 1
πe

−|z|2, z ∈ C, n ∈ Z+. For entire transcendental Gaussian functions

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n previously, in the works of A. Nishry, M. Sodin and

others, asymptotic estimates of the probability of absence were known asymptotic

estimates of the probability of zeros absence in an arbitrary disk with the center

at the origin were previously known for entire transcendental Gaussian functions.

Hypotheses regarding their sharpness were expressed, because questions about

the sharpness of these estimates are still open. In the thesis the answer to this

question was given in the case when the Taylor coefficients of the entire function

are multiplied on the product of Gaussian random variables and Steinhaus random

variables. That is, f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, where εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn)

is a sequence of independent random variables uniformly distributed on [−π, π),(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1). At the same time the assessment from below has been
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significantly strengthened. Using some results from the Wiman-Valiron theory

for entire transcendental functions, asymptotic estimates from above and below of

the mentioned probability outside some exceptional set were obtained. Examples

of the shaprness of this estimates are also constructed.

Unlike the entire Gaussian functions, for Gaussian analytical functions in the

unit disc, the problem of finding asymptotic estimates for the probability of zeros

absence remained almost completely open in the general case. Only estimates

for some analytic functions with quite specifically given Taylor coefficients were

known.

In the second subsection of the thesis asymptotic relations for the probability

of zeros absence outside the set of finite logarithmic measure are obtained for

the class of random analytic functions in the unit disc. This classes are defined

quite similarly to the class of random entire Gaussian functions, the results of

which are described above. At the same time, in comparison with the case of

entire functions, this class is determined by an additional condition lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4,

N(r) = #{n : |an|rn > 1}. Examples of the sharpness of the obtained upper and

lower estimates are constructed.

In the sixth chapter a Borel-type relation for Laplace-Stieltjes integrals F (x) =∫
R+

f(u)exuν(du) is investigated. The example of the sharpness of this statement

is constructed.

In the third subsection, a study of one Banach space of Laplace-Stiltjes inte-

grals and Dirichlet series of the form D(σ) =
∞∑
n=1

dne
λnσ.

Also, in the sixth chapter, statements about the generalized and modified

generalized growth orders of Laplace-Stiltjes integrals were obtained and certain

Frechet spaces of Dirichlet series of finite generalized order were investigated.

All the results of the thesis are new. They have a theoretical meaning and

can be used both in multidimensional complex analysis and in other sections of

analysis, as well as in such related sections of mathematics as differential equations

and probability theory.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Для роздiлiв 2–4

1. Числовi множини.

• Z — множина цiлих чисел;
• N = {1, 2, . . .} — множина натуральних чисел;
• Z+ = N ∪ {0};
• Zp+ = Z+ × Z+ × . . .× Z+︸ ︷︷ ︸

p разiв

;

• R = (−∞; +∞) — множина дiйсних чисел;
• R+ = (0;+∞);

• Rp = R× R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
p разiв

— p–вимiрний дiйсний векторний простiр;

• Rp
+ = R+ × R+ × . . .× R+︸ ︷︷ ︸

p разiв

;

• T = [0; 1)l × [0; +∞)p−l, l, p ∈ N, l < p;
• C — поле комплексних чисел;
• Cp = C× C× . . .× C︸ ︷︷ ︸

p разiв

— p–вимiрний комплексний простiр;

• D = {z ∈ C : |z| < 1};
• rD = {z ∈ C : |z| < r}, r ∈ (0;+∞);
• Dp = D× D× . . .× D︸ ︷︷ ︸

p разiв

— полiкруг;

• T = Dl × [0; +∞)p−l, l, p ∈ N, l < p;
• ∆R = {t ∈ Rp

+ : tj ≥ Rj, j ∈ {1, . . . , p}};
• Sh — сiм’я множин E ⊂ G таких, що є множиною скiнченної логарифмi-

чної h-мiри на G, тобто iснує ε ∈ Rp
+ таке, що G ∩ ∆ε є непорожньою

областю в G ⊂ Rp
+ i ∫

· · ·
∫

E∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞,

для h ∈ Hp.

Для функцiї F ∈ D0 i заданого z ∈ Cp визначимо:
• γ(F ) =

{
z ∈ C : lim

t→+∞
1
t lnµ(tz, F ) = +∞

}
;

• γ+(F ) =
{
z ∈ γ(F ) : 1

t lnµ(tz, F ) ∈ L0

}
.
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2. Класи дiйсних функцiй.
• W — клас додатних неперервних зростаючих на [0; +∞) функцiй ψ(x)

таких, що
+∞∫
x0

dx

ψ(x)
< +∞

для деякого x0 ∈ (0;+∞);
• HR — клас неперервних додатних неспадних на [0;R), R ∈ (0;+∞], фун-

кцiй таких, що
R∫

r0

h(r)

r
dr = +∞

для деякого r0 ∈ (0, R);
• H := H+∞;
• H — клас функцiй h : Rp

+ → R+ таких, що
+∞∫
1

. . .

+∞∫
1

du1 . . . dup
h(u)

< +∞;

• Hp — клас функцiй h : G → R+ таких, що h є неспадною по кожнiй змiннiй
та ∫

· · ·
∫

G∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

= +∞

для кожного ε ∈ Rp
+ такого, що G ∩∆ε є непорожньою областю в Rp

+, де

G := {r = (r1, . . . , rp) : rj = |zj|, z = (z1, . . . , zp) ∈ G}

i G — деяка повна кратно-кругова область Рейнхарда;
• L — клас додатних неперервних зростаючих до +∞ функцiй на [0; +∞);
• L1 — клас функцiї Φ ∈ L таких, що φ(2t) = O(φ(t)) (t → +∞), де φ —

обернена функцiя до Φ;
• L — клас додатних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких, що

ψ(t) → +∞ (t→ +∞);

• L0 — клас таких функцiй Φ ∈ L, що
x∫

x0

Φ(t)

t
dt = O(Φ(x)) (x→ +∞).



22

3. Класи рядiв Дiрiхле.
• D1 — клас абсолютно збiжних для цiлих рядiв Дiрiхле в C вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn)

з послiдовнiстю показникiв (λn) : λn ≥ 0 (n ≥ 0) i sup{λn : n ≥ 0} = +∞;

• D — клас абсолютно збiжних у всьому просторi Cp цiлий ряд Дiрiхле
вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn)

з такою послiдовнiстю показникiв (λn), що {λn : n ∈ Zp} ⊂ Cp та λn ̸= λm
для всiх n ̸= m;

• D+ — клас цiлих рядiв Дiрiхле з послiдовнiстю показникiв Λp = (λn)

таких, що λn = (λ
(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ), n = (n1, . . . , np) та 0 = λ

(j)
0 < λ

(j)
k ↑ +∞

(1 ≤ k ↑ +∞), 1 ≤ j ≤ p;
• D0 — клас функцiй F ∈ D таких, що µ(z, F ) = 1 (z ∈ Dp

1), де Dp
1 = {z ∈

Cp : |z| ≤ 1}.

4. Характеристики рядiв Дiрiхле.
Для F ∈ D i z ∈ Cp :

• M(z, F ) :=
+∞∑

∥n∥=0

|an|eRe(z,λn);

• µ(z, F ) := sup{|an|eRe(z,λn) : n ∈ Zp+} — максимальний член;
• N := ∪zN (z), де N (z) — множина таких мультиiндексiв ν = ν(z, F ) ∈
Zp+, що |aν|eRe(z,λν) = µ(z, F ) для даного z.

5. Класи аналiтичних функцiй, зображуваних степеневими ряда-
ми.

• ER, 0 < R ≤ +∞, — клас аналiтичних функцiй у DR = {z ∈ C : |z| < R}
вигляду

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n;

• E := E+∞ — клас цiлих функцiй;
• E1(λ) — клас цiлих функцiй представлених лакунарним степеневим рядом

вигляду

f(z) = a0 +
+∞∑
k=1

akz
λk, z ∈ C;
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• Ep — клас цiлих функцiй вiд p комплексних змiнних вигляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n,

де zn = zn11 . . . z
np
p , p ∈ N, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, ∥n∥ =

∑p
j=1 nj таких,

що ∂
∂zj
f(z) ̸≡ 0 в Cp для кожного j ∈ {1, . . . , p};

• Ep(λ) — клас цiлих функцiй f : Cp → C, якi можна подати у виглядi

f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp,

де P0(z) ≡ a0 ∈ C,
Pk(z) =

∑
∥n∥=λk

anz
n

— однорiдний полiном степеня λk ∈ Z+ i 0 = λ0 < λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞);
• Ap(T), p ≥ 1, 1 ≤ l ≤ p, — клас аналiтичних функцiй вигляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (1)

з областю збiжностi T = Dl × Cp−l таких, що

∂

∂zj
f(z1, . . . , zp) ̸≡ 0 (∀z ∈ T та ∀j ∈ {l + 1, . . . , p})

i iснує r0 ∈ Rp
+ таке, що для кожного k ∈ {1, . . . , l} виконується умова

rk
∂

∂rk
lnMf(r) + ln rk > 1

(
∀r ∈ (r01; 1)

l × (r02; +∞)p−l
)
;

• Ap — клас аналiтичних функцiй (1) з областю збiжностi Dp;
• Ap(G), p ∈ N, — клас аналiтичних функцiй f у повнiй кратно-круговiй

областi Рейнхарда G ⊂ Cp, представлених степеневими рядами (1) з обла-
стю збiжностi G таких, що iснує n ∈ Np : an ̸= 0.

6. Характеристики аналiтичних функцiй, зображуваних степене-
вими рядами.

Для f ∈ ER та для r ∈ [0, R) :

• Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r} — максимум модуля;
• µf(r) = max{|an|rn : n ≥ 0} — максимальний член;
• νf(r) = max{n : |an|rn = µf(r)} — центральний iндекс;

• Mf(r) =
+∞∑
n=0

|an|rn;
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• S2
f(r) =

+∞∑
n=0

|an|2r2n;

• S2
N(r) =

N∑
n=0

|an|2r2n.

Для f ∈ Ap(G), та r = (r1, . . . , rp) ∈ Rp
+ :

• Mf(r) = max{|f(z)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp} — максимум модуля;
• µf(r) = max{|an|rn11 · . . . · rnpp : n ∈ Zp+} — максимальний член;

• Mf(r) =
+∞∑

∥n∥=0

|an|rn.

Для r > 0 i цiлої функцiї f ∈ Ep(λ) :
• M(r, f) = max{|f(z)| : z ∈ Gr} — максимум модуля, де (Gr)r≥0 — вичер-

пання простору Cp;
• mk(r, f) = max{|Pk(z)| : z ∈ Gr} (k ≥ 0);
• m(r, f) = max{mk(r, f) : k ≥ 0} = max{rλkmk(1, f) : k ≥ 0} — дiагональ-

ний максимальний член.

7. Класи аналiтичних функцiй, зображуваних iнтегралами.
• I(ν) — клас функцiй F : R → R+ визначається iнтегралом

F (x) =

∫
R+

a(u)exuν(du),

де ν є злiченною адитивною мiрою на σ-алгебрi B(R+) борелiвських мно-
жин на R+ така, що ν({x : 0 ≤ x ≤ b}) < +∞ для кожного b > 0,

a : R+ → R+ додатна вимiрна функцiя.

8. Характеристики аналiтичних функцiй, зображуваних iнтегра-
лами.

• µ∗(x) = sup{a(u)exu : u ∈ supp ν};
• µ∗(x) = sup{a(u)exu : u ∈ R}.

9. Класи випадкових величин.
• Ξ — клас дiйсних незалежних субгаусових випадкових величин Z = (Zn),

тобто таких, що iснує D > 0 таке, що для будь-якого k ∈ N i всiх λ0 ∈ R
виконується нерiвнiсть E(eλ0Zk) ≤ eDλ

2
0;

• Ξ0 — пiдклас випадкових величин Z = (Zn) ∈ Ξ, для яких

(∃β > 0)(∃n2 ∈ N) : inf{E|Zn|−β : n ≥ n1} < +∞.

Для роздiлу 5
У ньому чиннi позначення з роздiлiв 2–4, якщо тут не переозначенi.
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• E — клас випадкових цiлих функцiй вигляду

f(z, ω) = f(z, ω1, ω2) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, (2)

де εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин,
рiвномiрно розподiлених на [−π, π),

(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1) i an ∈ C, n ∈ Z+

такi, що

a0 ̸= 0, lim
n→+∞

n
√
|an| = 0, #{n ∈ N : an ̸= 0} = +∞;

• A — клас випадкових аналiтичних функцiй вигляду (2), де an ∈ C, n ∈ Z+

такi, що

a0 ̸= 0, lim
n→+∞

n
√

|an| = 1, sup{|an| : n ∈ N} = +∞;

• p0(r) = ln− P{ω : f(z, ω) ̸= 0 в rD}, де ln− x = max{− lnx, 0}.
Для r > 0, δ ≥ 0 та f ∈ ER позначимо

• N ′ = {n : an = 0};
• Nδ(r) = {n : ln(|an|rn) > −δn};
• Nδ(r) = #Nδ(r) — кiлькiсть елементiв множини Nδ(r);
• N (r) = N0(r) = {n : |an|rn > 1};
• N(r) = N0(r);
• mδ(r) =

∑
n∈Nδ(r)

n;

• m(r) = m0(r) =
∑

n∈N (r)

n;

• S2
f(r) =

+∞∑
n=0

|an|2r2n;

• s(r) = 2
+∞∑
n=0

ln+(|an|rn) = 2
∑

n∈N (r)

ln(|an|rn);

• N1(r) = {n : ln(|an|rn1 ) > 0};
• N1(r) = #N1(r);

• r1 = 1− (1− r) exp
{
− 1

ln2N(r)

}
.

Для роздiлу 6
У ньому чиннi позначення з роздiлiв 2–5, якщо тут не переозначенi.

1. Класи дiйсних функцiй.

• L — клас невiд’ємних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких, що ψ(t) →
+∞ при t→ +∞;

• L+ — пiдклас функцiй ψ ∈ L таких, що ψ(t) ↗ +∞ при t→ +∞;
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• V — клас невiд’ємних неспадних необмежених неперервних справа фун-
кцiй F на [0; +∞);

• Ω — клас додатних необмежених на (−∞; +∞) функцiй Φ таких, що по-
хiдна Φ′ — додатна неперервно диференцiйовна та зростаюча до +∞ на
(−∞; +∞);

• L — клас неперервних зростаючих функцiй α таких, що α(x) ≥ 0 для
x ≥ x0, α(x) = α(x0) для x ≤ x0, i на [x0; +∞) функцiя α зростає до +∞;

• L0 — клас функцiй α таких, що α ∈ L i α(x(1 + o(1))) = (1 + o(1))α(x)

при x→ +∞;
• Lsi — клас повiльно зростаючих функцiй, тобто функцiй α таких, що α ∈ L

i для будь-якого c > 0: α(cx) = (1 + o(1))α(x) при x→ +∞.

Для цiлої функцiї f(z) =
+∞∑
n=1

anz
n :

• ϱ(f) = lim
r→+∞

ln lnMf (r)
ln r — порядок f(z);

• σ(f) = lim
r→+∞

lnMf (r)
rϱ — тип f(z);

• I(ν) — клас функцiй F : R → R вигляду

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du),

де ν — невiд’ємна мiра на R+ з необмеженим носiєм supp ν i f(x) — до-
вiльна невiд’ємна ν-вимiрна функцiя на R+;

• Через I(ν,Φ) ми позначимо клас функцiй F ∈ I(ν) таких, що

(∃c > 0) : lnF (x) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0),

• I∗(ν,Φ) := {F ∈ I(ν) : (∃c > 0)(∃xj → +∞)[ lnF (x) ≤ Φ(cx)(x = xj,

j ≥ 1)]};

• I(σ) =
∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R, — iнтеграл Лапласа–Стiлт’єса, де функцiя

f — невiд’ємна на [0; +∞).
Для iнтеграла I(σ) :

• µ(σ) = µ(σ, I) = max{f(x)exσ : x ≥ 0}, σ ∈ R, — максимум пiдiнтеграль-
ної функцiї;

• M(σ, I) :=
∞∫
0

|f(x)|exσdF (x), σ ∈ R;

• σc — абсциса збiжностi iнтегралу;
• σµ — абсциса iснування максимуму пiдiнтегральної функцiї;
• ϱMαβ(I) = lim

σ→+∞
1

β(σ)α
( ln I(σ)

σ

)
— модифiкованим узагальнений порядок I;
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• λMαβ(I) = lim
σ→+∞

1
β(σ)α

( ln I(σ)
σ

)
— модифiкований нижнiй узагальнений поря-

док I;
• ϱMαβ(I) = T (I) = lim

σ→+∞
ln I(σ)
σ lnσ ;

• λMαβ(I) = t(I) = lim
σ→+∞

ln I(σ)
σ lnσ ;

• Tαβ(I) = lim
σ→+∞

exp{α(ln I(σ))}
exp{ϱβ(σ)} , (ϱ = ϱαβ(I)), — узагальнений тип iнтеграла I;

• ϱα,β[I] := lim
σ→+∞

α(lnM(σ,I))
β(σ) — узагальнений (α, β)-порядок I, де α ∈ L i

β ∈ L;
• ϱαβ(I) = lim

σ→+∞
α(ln I(σ)))

β(σ) — узагальнений порядок iнтегралу Лапласа-
Стiлт’єса;

• λαβ(I) = lim
σ→+∞

α(ln I(σ))
β(σ) ;

• λαβ(lnµ) = lim
σ→+∞

α(lnµ(σ))
β(σ) ;

• kαβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β( 1
x ln 1

f(x))
;

• καβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β( 1
x ln 1

f(x))
;

• ϱαβ(G) = lim
σ→+∞

α(G(σ))
β(σ) — узагальнений порядок G, де α ∈ L, β ∈ L та G —

довiльна функцiя на [σ0; +∞).

2. Класи аналiтичних функцiй, зображуваних iнтегралами
Лапласа-Стiлт’єса.

• LS(F ) — клас iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса, для яких σc = σµ = +∞;
• LSh — клас iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса з дiйсними функцiями f , для

яких виконується |f(x)| exp{xh(x)} → 0, при x→ +∞.
В окремих пiдроздiлах вводяться також додатковi позначення, якi дiйснi

лише в них.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Одним з напрямкiв теорiї аналiтичних функцiй є
вивчення асимптотичних властивостей цих функцiй. До перших результатiв у
цьому напрямку можна вважати працi таких вiдомих математикiв, як Ж. Ада-
мара, Е. Бореля, А. Вiмана, Ж. Валiрона, Г. Пойя, якi було опублiковано на-
прикiнцi XIX — початку XX столiть. Надалi у цiй тематицi слiд вiдзначити
роботи У. Хеймана [77–80], Г. В. Вiттiха [217], Й. В. Островського i А. А. Голь-
дберга [1, 73,74].

Значна кiлькiсть дослiджень з початку XX столiття пов’язана з викори-
станням технiки максимального члена ряду та оцiнок загального члена ряду
через максимальний, якi можна отримати методом Вiмана-Валiрона. Розвитку
рiзних аспектiв цього пiдходу присвятили свої роботи А. Макiнтайр, П. Ердеш,
Т. Кеварi, I. Ф. Бiтлян, Л. Сонс, У. Хейман, В. Фукс, П. Фентон, А. Шимiцкi,
М. Струмiя, Дж. Россi, Ш. I. Штрелiц, П. Розенблум та iншi автори. М. М. Ше-
ремета та О. Б. Скаскiв та їхнi учнi застосовували для отримання аналогiв тео-
рем Вiмана-Валiрона у рiзних класах степеневих рядiв, рядiв Дiрiхле, регулярно
збiжних функцiональних рядiв, iнтегралiв типу Лапласа-Стiлт’єса, рiзнi моди-
фiкацiї методу, в основi яких лежать працi Т. Кеварi, В. Хеймана, П. Фентона
та П. Розенблума.

Зацiкавленiсть до дослiджень асимптотичними властивостями аналiтичних
функцiй зумовлена внутрiшнiми проблемами теорiї аналiтичних функцiй. З iн-
шого боку, такий iнтерес пояснюється також i тим, що деякi класи аналiтичних
функцiй природно виникають в iнших галузях математики, а саме у теорiї ймо-
вiрностей, теорiї крайових задач, аналiтичної теорiї чисел та проблемах транс-
цендентностi, теорiї iнтегральних та диференцiальних рiвнянь, так i в рядi ва-
жливих прикладних областей науки: гiдродинамiцi, аеродинамiцi, аналiтичнiй
механiцi, радiофiзицi, фiзицi високих енергiй, теорiї керованого вибуху. Протя-
гом останнiх рокiв активно проводяться дослiдження властивостей аналiтичних
розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь, в основi яких переважно є оцiн-
ки логарифмiчної похiдної, якi можна отримати методами теорiї розподiлу зна-
чень або методу Вiмана-Валiрона. Перевага методу Вiмана-Валiрона полягає
в тому, що його застосування дає двостороннi оцiнки числових характеристик
зростання аналiтичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.

Не зважаючи на велику кiлькiсть праць, багато важливих запитань,
якi стосуються вивчення асимптотичних властивостей аналiтичних функцiй,
залишаються вiдкритими та недослiдженими. Зупинимося коротко на деяких з
них.

Дослiдження задачi про встановлення асимптотичних спiввiдношень мiж ха-
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рактеристиками аналiтичних функцiй, якi виконуються зовнi деякої виняткової
множини, почалося з робiт А. Вiмана [215,216] та Ж. Валiрона [209–214]. Вини-
кає природна проблема знаходження непокращуваного опису величини винят-
кової множини у рiзних асимптотичних оцiнках. Перший приклад такої цiлої
функцiї, що у класичнiй нерiвностi Вiмана iснує необмежена виняткова мно-
жина, побудував у 1975 роцi А. А. Гольдберг, а в 1999 роцi О. Б. Скаскiв i
П. В. Фiлевич знайшли близький до непокращуваного опис величини винятко-
вої множини у цiй нерiвностi.

Хоча першi багатовимiрнi аналоги результатiв для цiлих функцiй були отри-
манi ще на початку XX столiття Е. Борелем ([47]), проте через вiдмiнностi вла-
стивостей, наприклад в характерi нульових множин цiлих функцiй в однови-
мiрному i багатовимiрному випадках, i у цьому зв’язку через потребу залучен-
ня нових методiв з iнших роздiлiв математики, розвиток багатовимiрної теорiї
вiдбувався з деяким запiзненням. Iнтенсивне дослiдження аналогiв класичних
пiдходiв у багатовимiрному випадку почалася у 60–70-тих роках. Вiдомi рiзнi
аналоги нерiвностi Вiмана у класi цiлих функцiй вiд декiлькох комплексних
змiнних встановленi П. Фентоном, А. Шимiцкi, О. Б. Скаскiвим та О. М. Тра-
кало. Проте навiть задача встановлення точних аналогiв нерiвностi типу Вiма-
на у класi цiлих функцiй багатьох змiнних залишалася вiдкритою. Тим бiльше
нерозв’язаною також була проблема отримання такого типу нерiвностей для
аналiтичних функцiй у довiльнiй кратно-круговiй областi. В актуальностi цих
проблем не повинно виникати сумнiву.

Важливим напрямком дослiджень є вивчення асимптотичних властиво-
стей випадкових аналiтичних функцiй. Тут слiд вiдзначити працi Г. Штейн-
гауза [203], Р. Пелi й А. Зигмунда [151] щодо асимптотичного поводження
випадкових аналiтичних функцiй, П. Левi та П. Ердеша [55] про встанов-
лення асимптотичних спiввiдношень мiж максимумом модуля i максималь-
ним членом випадкових цiлих функцiй зовнi виняткових множин, М. Содi-
на [45, 49, 50, 136, 137, 196–200] про розподiл значень випадкових аналiтичних
функцiй.

П. Левi [130] (див. також статтю [55] П. Ердеша i А. Реньї) для випадкових
цiлих функцiй спецiального вигляду за умов правильного зростання їх макси-
муму модуля встановив, що класичну нерiвнiсть Вiмана майже напевно (м.н.)
можна iстотно покращити (ефект Левi). У подальшому П. В. Фiлевич (1997
р.) поширив цей результат на дуже широкий клас випадкових аналiтичних в
одиничному крузi i цiлих функцiй, а вслiд за М. Стiлом [204] на клас цiлих
функцiй з швидко коливними тейлоровими коефiцiєнтами [40]. О. Б. Скаскiв i
О. В. Зрум (2005–2006 рр.) виявили, що ефект Левi справджується i у випадку
встановленого П. Фентоном [61] аналогу нерiвностi типу Вiмана для цiлих фун-
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кцiй вiд двох змiнних; при цьому вони розглядали як випадковi цiлi функцiї [3],
так i цiлi функцiї з швидко коливними коефiцiєнтами [34]. Наявнiсть подiбних
ефектiв виявив П. В. Фiлевич i стосовно деяких аналогiв нерiвностi Вiмана для
функцiй аналiтичних в одиничному крузi. Тому природно виникає актуальна
проблема встановлення ефекту типу Левi у класах аналiтичних функцiй вiд де-
кiлькох змiнних. Проте, на вiдмiну вiд випадку цiлих функцiй, залишився цiлий
перелiк вiдкритих питань.

Працi А. К. Оффорда та Дж. Е. Лiтлвуда [128, 129, 146–149] можна вважа-
ти класичними у дослiдженнi розподiлу значень випадкових аналiтичних фун-
кцiй. Зокрема, у 2000-х роках дослiдженню асимптотичних спiввiдношень для
ймовiрностi вiдсутностi у достатньо великому крузi нулiв з центром у початку
координат випадкових гаусових функцiй присвятили свої працi Ф. Назаров,
М. Содiн та А. Волберг, Ю. Перез та Б. Вiраґ, М. Хрiшнапур, М. Содiн та
Б. Цiрелсон [50, 136, 137, 140–144, 196–200]. Проте ця задача ще далека вiд пов-
ного розв’язання, навiть для випадкових цiлих функцiй вiд однiєї комплексної
змiнної.

Описанi задачi, а також багато iнших задач, є предметом дослiджень у цiй
дисертацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Нап-
рямок дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений планами наукової роботи
Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.

Дисертацiйна робота є складовою частиною дослiджень за держбюджетни-
ми темами Мг–58Ф “Асимптотичнi методи дослiдження гармонiйних та ана-
лiтичних функцiй, зображених випадковими рядами, iнтегралами Лапласа–
Стiльтьєса та їх узагальненнями” (номер держреєстрацiї 0110 U 001365), Мг–
145Ф “Новi комплексно–ймовiрнiснi методи дослiдження асимптотичних вла-
стивостей аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображених випадковими ря-
дами та iнтегралами” (номер держреєстрацiї 0113 U 003051), Мг–159Ф “Методи
комплексного та гармонiйного аналiзу в теорiї аналiтичних функцiй в банахових
просторах” (номер держреєстрацiї 0113 U 000184), “Новi ймовiрнiсно-аналiтичнi
методи у комплексному аналiзi та теорiї операторiв”, що виконувались на ка-
федрi теорiї функцiй i функцiонального аналiзу.

Мета й завдання дослiдження. Мета дослiдження — доведення то-
чних аналогiв нерiвностi типу Вiмана для аналiтичних функцiй вiд бага-
тьох комплексних змiнних, областю збiжностi яких може бути довiльна повна
кратно-кругова область Рейнхарда; перевiрити наявнiсть ефекту Левi для цих
функцiй та у випадку коли послiдовнiсть випадкових величин, якi є множни-
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ками тейлорових коефiцiєнтiв випадкової аналiтичної функцiї, може не бути
рiвномiрно обмеженою; отримати аналоги нерiвностi Бiтляна-Гольдберга для
цiлих функцiй вiд багатьох комплексних змiнних i для iнтергалiв; довести то-
чнi оцiнки ймовiрностi вiдсутностi нулiв для гаусових аналiтичних функцiй;
дослiдити простори Фреше iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса та рядiв Дiрiхле.

Завдання дослiдження: отримати аналоги нерiвностi Вiмана для аналiти-
чних та випадкових аналiтичних функцiй багатьох комплексних змiнних, обла-
стю збiжностi яких є кратно-круговi областi Рейнхарда та побудувати прикла-
ди на точнiсть цих нерiвностей; встановити аналоги спiввiдношення Бореля для
iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса; довести точнi оцiнки для ймовiрностi вiдсутностi
нулiв для аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної; дослiдити банахiв простiр
iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса та рядiв Дiрiхле; отримати твердження про уза-
гальненi та модифiковано узагальненi порядки iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса;
дослiдити властивостi просторiв Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного уза-
гальненого порядку.

Об’єкт дослiдження: аналiтичнi i випадковi аналiтичнi функцiї вiд однiєї та
багатьох змiнних, областю збiжностi яких може бути довiльна кратно-кругова
область Рейнхарда, лакунарнi ряди однорiдних полiномiв, цiлi кратнi ряди Дi-
рiхле, iнтеграли Лапласа-Стiлт’єса.

Предмет дослiдження: асимптотичнi властивостi деяких характеристик
функцiй з розглядуваних класiв.

Методи дослiдження: використовуються методи теорiї функцiй, багатови-
мiрного комплексного аналiзу, теорiї ймовiрностей, а також певнi прийоми з
праць А. А. Гольдберга, М. М. Шеремети, О. Б. Скаскiва, М. Л. Содiна та їх
учнiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї,
якi виносяться на захист, є новими. У дисертацiйнiй роботi вперше отримано
такi результати:

1) отримано аналоги спiввiдношення Бореля та нерiвностi Вiмана для ана-
лiтичних функцiй вiд однiєї змiнної, якi можна представити у виглядi
степеневого ряду з радiусом збiжностi R ∈ (0;+∞];

2) перевiрено наявнiсть ефекту Левi для цiлих та аналiтичних у крузi фун-
кцiй у випадку коли послiдовнiсть випадкових величин, якi є множника-
ми тейлорових коефiцiєнтiв випадкової аналiтичної функцiї, може не бути
рiвномiрно обмеженою;

3) уточнено нерiвнiсть типу Вiмана для цiлих функцiй вiд багатьох компле-
ксних змiнних, побудовано приклад на точнiсть отриманої нерiвностi та
перевiрено наявнiсть ефекту Левi;
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4) отримано точнi аналоги нерiвностi Бiтляна-Гольдберга для цiлих функцiй
вiд багатьох комплексних змiнних, заданих лакунарними рядами за одно-
рiдними полiномами;

5) встановлено аналоги нерiвностi типу Вiмана та перевiрено наявнiсть ефе-
кту Левi для аналiтичних функцiй з областями збiжностi
(а) Cp;

(б) Dl × Cp−l;
(в) Dp;

де l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2, та побудованi приклади на їх точнiсть у кожнiй
з цих множин;

6) отримано аналоги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй у довiльнiй
кратно-круговiй областi Рейнхарда, а також перевiрено наявнiсть ефекту
Левi для цих функцiй;

7) доведено точнi аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих кратних рядiв Дiрiхле
з довiльними комплексними показниками;

8) отримано оцiнки зверху та знизу для ймовiрностi вiдсутностi нулiв для
випадкових цiлих функцiй та деяких аналiтичних функцiй та побудовано
приклади на їх точнiсть;

9) встановлено точнi спiввiдношення типу Бореля для iнтегралiв Лапласа-
Стiлтьєса;

10) дослiджено властивостi банахового простору iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса
та рядiв Дiрiхле;

11) отримано твердження про узагальненi та модифiковано узагальненi по-
рядки iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса;

12) дослiджено властивостi простору Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного
узагальненого порядку.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-
цiйної роботи мають теоретичний характер та є вагомим внеском у теорiю ана-
лiтичних функцiй вiд однiєї та декiлькох змiнних. Вони можуть бути застосо-
ванi в аналiтичнiй теорiї диференцiальних та iнтегральних рiвнянь, рiвнянь з
частинними похiдними, а також їхнiх систем. Результати можуть бути викори-
станi для подальших дослiджень в Iнститутi математики НАН України, При-
карпатському нацiональному унiверситетi iменi Василя Стефаника, Iнститутi
прикладної математики i механiки НАН України, Фiзико-технiчному iнститутi
низьких температур iменi Б. I. Вєркiна НАН України.
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Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiйної роботи
отриманi здобувачем самостiйно. Зi статей, виконаних у спiвавторствi, у дисер-
тацiю включенi з повними доведеннями лише результати, якi належать авторовi
дисертацiї. Доведення кiлькох тверджень допомiжного характеру, отриманих
спiвавторами здобувача, наводяться для повноти картини у рукописi дисер-
тацiї з люб’язного дозволу спiвавторiв. У статтях, виконаних у спiвавторствi
з науковим консультантом, [18, 113, 115–117, 120, 121, 124] О. Б. Скаскiву нале-
жать постановка задач, визначення загальної схеми дослiдження та обговорення
отриманих результатiв. У спiльних статтях:

1) з М. М. Шереметою [122,179] спiвавтору належать постановка задач, обго-
ворення i аналiз отриманих результатiв, а здобувачу — доведення отри-
маних тверджень;

2) [178] М. М. Шереметi та М. С. Добушовському належать постановка про-
блем та обговорення отриманих результатiв, А. О. Куриляку — доведення
тверджень;

3) [6, 91, 99] Скаскiву О. Б. та здобувачу належать постановка задач, що
розглядаються, обговорення та аналiз отриманих результатiв, Шапова-
ловськiй Л. О. доведення теорем;

4) з Л. О. Шаповаловською [97] спiвавтору належить доведення теорем, здо-
бувачу — постановка задач, що розглядаються, обговорення та аналiз
отриманих результатiв;

5) [92] О. Б. Скаскiву належать постановка задач i обговорення отриманих
результатiв, I. Є. Овчару — доведення теореми 1, здобувачу i I. Є. Овчару
— доведення теореми 2 в однаковiй мiрi; у [95] здобувачу i Скаcкiву О. Б.
належать теорема 1 в однаковiй мiрi, а I. Є. Овчару — теорема 2;

6) у статтях з Н. Ю. Стасiв та О. Б. Скаскiвом здобувачу належать: оста-
точнi варiанти доведень наслiдкiв 10 i 13 з [102]; твердження 5 з [15];
доведення твердження 10 з [108] та в однаковiй мiрi всiм авторам твер-
дження 7 з цiєї статтi; доведення твердження 1.4 з [16]; О. Б. Скаскiву
— постановка задач, обговорення i аналiз отриманих результатiв, Н. Ю.
Стасiв — доведення решти тверджень;

7) [100,107,109] О. Б. Скаскiву та В. Л. Цвiгуну належать постановка задач
i обговорення отриманих результатiв, здобувачу — доведення отриманих
тверджень;

8) [11, 111] О. Б. Скаскiву та С. Р. Скаскiву належать постановка проблем
та визначення загальної схеми дослiджень, А. О. Куриляку — доведення
отриманих тверджень;
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9) [96] О. Б. Скаскiву та Д. Ю. Зiкрачу постановка проблем та визначен-
ня загальної схеми дослiджень, здобувачу — доведення отриманих твер-
джень;

10) [112] О. Б. Скаскiву та С. I. Панчук належать постановка задач i обгово-
рення отриманих результатiв, А. О. Куриляку — доведення тверджень.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися та обговорювалися на таких мiжнародних та всеукраїнських кон-
ференцiях, лiтнiх школах та мiжнародних семiнарах:

1) International conference “Complex analysis and related topics” (Lviv, 23–28
September, 2013).

2) Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-
стей” (Ворохта, 24 лютого – 2 березня, 2014 року).

3) Мiжнародна ганська конференцiя присвячена 135 рiчницi вiд народження
Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня – 5 липня, 2014 року).

4) Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-
стей та математичного аналiзу” (Ворохта, 25 лютого – 1 березня, 2015
року).

5) Наукова конференцiя присвячена 100-рiччю К.М. Фiшмана та М.К. Фаге
(Чернiвцi, 1–4 липня, 2015 року).

6) International V. Skorobohatko mathematical conference (Drohobych, 25–28
August, 2015).

7) Сomplex Analysis and Related Topics (Lviv, 30 May – 4 June, 2016).
8) Друга Всеукраїнська наукова конференцiя “Прикладнi задачi математи-

ки” (Iвано-Франкiвськ, 13–15 жовтня, 2016 р).
9) Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу” (Ворохта, 22–25 лютого, 2017 року).
10) International conference in Functional Analysis dedicated to the 125th anni-

versary of Stefan Banach (Lviv, 18–23 September, 2017).
11) Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу” (Iвано-Франкiвськ, 27 лютого – 2 березня,
2018 року).

12) The IV conference in mathematics and computer science “Congresio-mathe-
matica”, Abstracts, (Olstun, Poland, 20–23 September, 2018)

13) Complex analysis and related topics dedicated to the 90th anniversary of A.A.
Gol’dberg (Lviv, 28 June – 1 July, 2020).

14) International online conference “Current trends in abstract and applied
analysis” (Ivano-Frankivsk, 12–15 May, 2022).
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15) International conference “Theory of approximation of functions and its appli-
cations” dedicated to the 80th Anniversary of Corresponding Member of NAS
of Ukraine, Professor Alexander Stepanets (1942–2007) (Lutsk, 28 May – 3
June, 2022).

16) Мiжнародна наукова конференцiя “Математика та iнформацiйнi техноло-
гiї” присвячена 55-рiччю факультету математики та iнформатики, (Чер-
нiвцi, 28–30 вересня, 2023 року).

Про результати дисертацiї доповiдалося на семiнарi з комплексного аналi-
зу в Ягелонському унiверситетi (Кракiв, Польща, керiвник проф. Сiчак), на
семiнарi з теорiї апроксимацiї в Ягелонському унiверситетi (Кракiв, Польща,
керiвник проф. Плєсняк), неодноразово доповiдалося на Львiвському мiському
семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвники проф. А. А. Кондратюк, проф.
О. Б. Скаскiв у 2012–2016, тепер проф. М. В. Заболоцький, проф. О. Б. Скаскiв,
проф. П. В. Фiлевич, проф. I. Е. Чижиков у 2017–2023) та на семiнарi з теорiї
потенцiалу та застосувань (керiвники проф. О. Б. Скаскiв, проф. I. Е. Чижиков,
2012–2016), семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН Украї-
ни (керiвник — проф. А. С. Романюк, 2023), семiнарi кафедри математичного
та функцiонального аналiзу Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi
Василя Стефаника (керiвник проф. А. В. Загороднюк, 2023), семiнарi „Сучасний
аналiз“ у Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевченка (ке-
рiвники — проф. I. О. Шевчук, проф. О. О. Курченко, проф. В. М. Радченко,
2023).

Публiкацiї. Усi результати дисертацiї опублiковано в 52 роботах [6–18,91–
126,168,178,179], в тому числi 22 тези конференцiй [7–10,12–14,17,93,94,98,101,
104–106,110,114,118,119,125,126,168] та 30 рiзних статей в українських та закор-
донних фахових виданнях з математичних наук [6, 11, 15, 16, 18, 91, 92, 95–97,99,
100,102,103,107–109,111–113,115–117,120–124,178,179]. Серед статей двi статтi
опублiковано без спiвавторiв [103,123], 18 статей надруковано в українських та
закордонних виданнях [99, 102, 103, 107–109, 111–113, 116, 117, 120–124, 178, 179],
що включенi до мiжнародних наукометричних баз (Web of Science, Scopus), а
серед них 10 статей [99, 102, 109, 111, 113, 116, 117, 120, 122, 124], опублiковано у
3 перiодичних виданнях, включених до категорiї «А» Перелiку наукових фа-
хових видань України, та у 3 закордонних виданнях, проiндексованих у базах
даних Web of Science Core Collection та/або Scopus. З врахуванням квартилiв
у класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank або Journal Citation Reports
маємо, що зазначенi 10 статей [99, 102, 109, 111, 113, 116, 117, 120, 122, 124] при-
рiвнюються до 21 публiкацiї, а з врахуванням 8 публiкацiй у вiтчизняних ви-
даннях [103, 107, 108, 112, 121, 123, 178, 179], що iндексуються у Scopus, однак не
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мiстяться у категорiї „А“, отримуємо додатковi 14 публiкацiй, тобто загалом
35 прирiвняних публiкацiй. Разом з тезами конференцiй та iншими статтями у
фахових виданнях з категорiї „Б“ та закордонних виданнях не зi Scopus/Web
of Science отримуємо 69 прирiвняних публiкацiй, в яких опублiковано основнi
результати роботи.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, 6
роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку використаних джерел.
Повний обсяг дисертацiї становить 288 сторiнок. Основний текст дисертацiї ви-
кладено на 267 сторiнках. Список використаних джерел мiстить 218 наймену-
вань та займає 14 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1. ВИХIДНI ПОЛОЖЕННЯ, ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА
ОСНОВНI НАПРЯМКИ ДОСЛIДЖЕННЯ

1.1. Огляд вiдомих результатiв, якi вiдносяться до тематики дисер-
тацiйного дослiдження

На початку XX столiття у працях А. Вiмана [215, 216] та Ж. Валiрона
[209–214] було розпочато дослiдження асимптотичних властивостей трансцен-
дентних цiлих функцiй, яке вiдоме пiзнiше, як метод Вiмана-Валiрона. Розви-
ток цього методу i його модифiкацiй можна знайти у працях У. Хеймана [79],
П. Розенблума [160], Д. Пойя [155, 157], Т. Кеварi [86], П. Ердеша й А. Макiн-
тайра [56], Й. В. Островського [150], В. Вiттiха [217], Ш. I. Стрелiца [180], Н. М.
Сулейманова [206], М. М. Шеремети [43,170–174], О. Б. Скаскiва [23–26,181–184],
П. Фентона [57–65] i багатьох iнших.

А саме, у статтi У. Хеймана [79] пiдсумованi на час її написання результати
типу Вiмана-Валiрона, М. М. Шеремета [43, 170, 171] застосував метод Вiмана-
Валiрона для рядiв Дiрiхле, у статтi Й. В. Островського [150] наведено засто-
сування даного методу до дослiдження характеристик функцiй ймовiрнiсних
розподiлiв, у працях В. Вiттiха [217], Ш. I. Стрелiца [180], А. А. Гольдберга,
Б. Я. Левiна, I. В. Островського [73] i Н. М. Сулейманова [206] результати ти-
пу Вiмана-Валiрона застосовано до дослiджень асимптотичних властивостей
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.

Нехай ER, 0 < R ≤ +∞, — клас аналiтичних трансцендентних функцiй
вигляду

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n (1.1)

з радiусом збiжностi R(f) = R. Також позначимо E+∞ = E .
Почнемо з класичної теореми А. Вiмана та Г. Валiрона (див., наприклад,

[28,33,156,160,214,217]). Нехай

Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}, µf(r) = max{|an|rn : n ≥ 0}, r ∈ [0, R),

— максимум модуля та максимальний член ряду (1.1), вiдповiдно.

Теорема 1.1. Для кожної трансцендентної цiлої функцiї f ∈ E i кожного ε > 0
виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r) ln
1/2+ε µf(r), r > 1, r ̸∈ Ef(ε), (1.2)

де E = Ef(ε) — виняткова множина, що має скiнченну логарифмiчну мiру,
тобто ∫

E

d(ln r) < +∞. (1.3)
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Зауважимо, що ця терема є точною у тому сенсi, що сталу 1/2 загалом не
можна замiнити на менше число. Справдi, для цiлої функцiї f(z) = ez маємо
([156], с. 177)

lim
r→+∞

Mf(r)

µf(r) ln
1/2 µf(r)

=
√
2π.

Згодом У. Хейман уточнив нерiвнiсть Вiмана (1.2). Нехай ln1 x = lnx,

lnk+1 x := ln lnk x для всiх цiлих k ≥ 1. А саме, була доведена така теорема.

Теорема 1.2 ([79]). Нехай k ∈ N. Для довiльної f ∈ E i кожного ε > 0 iснує
множина скiнченної логарифмiчної мiри E = Ef(ε) така, що для r ∈ (1;+∞)\E
виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)
√

lnµf(r) ln2 µf(r) · . . . · lnk µf(r)(lnk+1 µf(r))
1+ε. (1.4)

Подiбну нерiвнiсть можна знайти у статтi П. Розенблума [160]. Питання про
точнiсть нерiвностi (1.4) розглядалася у статтi Н. М. Сулейманова [206]. А саме
з отриманих у цих статтях результатiв випливає таке твердження.

Теорема 1.3. Нехай k ∈ N. Iснує цiла функцiя f ∈ E i r0 > 0 такi, що для всiх
r ∈ (r0; +∞) маємо

Mf(r) ≥ µf(r)
√
lnµf(r) ln2 µf(r) · . . . · lnk µf(r).

Отже, нерiвнiсть (1.4) у класi цiлих трансцендентних функцiй є непокращу-
ваною. Однак цю нерiвнiсть можна уточнити у рiзних пiдкласах цiлих функцiй,
а саме:

1) цiлих функцiй скiнченного порядку;
2) цiлих функцiй, якi можна подати у виглядi лакунарного степеневого ряду;
3) випадкових цiлих функцiй.
Почнемо з класу цiлих функцiй скiнченного порядку

ρf := lim
r→+∞

ln lnMf(r)

ln r
.

А саме, у [79] доведено, що для довiльної функцiї f ∈ E скiнченного поряд-
ку ρ i кожного ε > 0 для всiх r ∈ (1;+∞)\E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ (ρ+ ε)µf(r)
√
2π lnµf(r), (1.5)

де E = Ef(ε) — виняткова множина така, що

lim
r→+∞

1

ln r

∫
E

dr

r
<

ρ

ρ+ ε
.
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Точнiсть нерiвностi (1.5) доведена у [156]. Тобто, для кожного ρ ∈ (0;+∞)

iснує функцiя f ∈ E скiнченного порядку ρ, для якої

lim
r→+∞

Mf(r)

µf(r)
√
2π lnµf(r)

= ρ.

Тепер розглянемо цiлi функцiї f , якi можна представити лакунарним сте-
пеневим рядом

f(z) =
+∞∑
k=0

akz
nk, nk ∈ Z+. (1.6)

Для цих функцiй нерiвнiсть Вiмана може бути також уточненою (наприклад,
див. [27,170]). Зокрема, з одного результату ([170]), отриманого для цiлого ряду
Дiрiхле, випливає, що за умови

(∃∆ ∈ (0;+∞))(∃ρ ∈ [1/2; 1])(∃D > 0) : |n(t)−∆tρ| ≤ D (t ≥ t0), (1.7)
(тут n(t) =

∑
nk≤t 1 — лiчильна функцiя послiдовностi (nk)), нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r) ln
(2ρ−1)/2+ε µf(r) (1.8)

виконується для кожного ε > 0 i всiх r ∈ [r0(ε); +∞) \ E1, де E1 є множиною
скiнченної логарифмiчної мiри (для ρ = 1 з нерiвностi (1.8) отримуємо класичну
нерiвнiсть Вiмана). З iншого результату ([27], див. також [36]), отриманого для
цiлого ряду Дiрiхле, випливає, що за умови (1.7) iснує цiла функцiя f вигляду
(1.6) така, що

lim
r→+∞

Mf(r)

µf(r) ln
(2ρ−1)/2 µf(r)

= +∞.

Розглянемо клас випадкових цiлих функцiй вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
k=0

akXk(ω)z
k. (1.9)

Нехай N∗ = (nk) — послiдовнiсть цiлих чисел таких, що n0 = 0, nk < nk+1

(k ≥ 0), степеневий ряд вигляду (1.6) буде цiлою функцiєю, i
(
Xn(ω)

)
мульти-

плiкативна система (МС), тобто послiдовнiсть дiйсних випадкових величин на
ймовiрнiсному просторi Штейнгауса (Ω,A, P ) таких, що

E(Xi1Xi2 · · ·Xik) = 0

для довiльних i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1, де Eξ математичне сподiвання випад-
кової величини ξ, тобто

Eξ =

∫
Ω

ξ(ω)P(dω).

Тут Ω = [0; 1], A — σ-алгебра борелевих пiдмножин [0; 1] i P — мiра Лебега
(див. [84, с. 9]). Позначимо

K(f,Z,N∗) =

{
f(z, ω) =

+∞∑
k=0

akZk(ω)z
nk : ω ∈ [0; 1]

}
,
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де Z = (Zk(ω)) — послiдовнiсть комплекснозначних випадкових величин.
Надалi вираз “майже напевно” будемо використовувати у сенсi, що вiдповiд-

на властивiсть виконується майже скрiзь вiдносно мiри Лебега P на Ω = [0; 1].
Будемо говорити, що певне спiввiдношення виконується майже напевно у класi
K(f,X), якщо воно виконується для всiх цiлих функцiй f(z, ω) вигляду (1.9)
майже скрiзь по ω.

Для деяких випадкових цiлих функцiй (див., наприклад, [33, 55, 66, 130])
майже напевно (м.н.) на ймовiрнiсному просторi Штейнгауса (Ω,A, P ) степiнь
1/2 у нерiвностi (1.2) може бути замiнений на 1/4, i у нерiвностi (1.8) (див. [36])
м.н. степiнь (2ρ− 1)/2 може бути замiнений на (2ρ− 1)/4 (ефект Левi).

П. В. Фiлевич у 1997 роцi ([66], див. також [33]) отримав таке твердження.

Теорема 1.4 ([66]). Якщо f ∈ E+∞ є трансцендентною цiлою функцiєю вигля-
ду (1.1), Z = (Zk) — послiдовнiсть комплексних випадкових величин, така що(
ReZk(ω)

)
∈ МС,

(
ImZk(ω)

)
∈ МС i |Zk(ω)| = 1 м.н. (k ≥ 0), то для кожно-

го ε > 0 м.н. в K(f,Z) iснує множина E := E(ε, ω, f) ⊂ [1; +∞) скiнченної
логарифмiчної мiри така, що нерiвнiсть

Mf(r, ω) := max{|f(z, ω)| : |z| = r} ≤ µf(r)(lnµf(r))
1/4+ε (1.10)

виконується для r ∈ [1; +∞) \ E.
У 2008 роцi О. Б. Скаскiв довiв таку теорему для лакунарних степеневих

рядiв.
Теорема 1.5 ([36]). Нехай послiдовнiсть N∗ = (nk) задовольняє умову (1.7),
f — трансцендентна цiла функцiя вигляду (1.6), послiдовнiсть комплексних
випадкових величин Z = (Zk) таких, що

(
ReZk(ω)

)
∈ МС,

(
ImZk(ω)

)
∈ МС

та |Zk(ω)| = 1 м.н. (k ≥ 0). Тодi для кожного ε > 0 м.н. у K(f,Z,N∗) iснує
множина E := E(ε, ω, f) ⊂ [1; +∞) скiнченної логарифмiчної мiри така, що
нерiвнiсть

Mf(r, ω) := max{|f(z, ω)| : |z| = r} ≤ µf(r)(lnµf(r))
(2ρ−1)/4+ε (1.11)

виконується для r ∈ [1; +∞) \ E.
У випадку nk ≡ k (тобто N∗ = Z+ := N ∪ {0}) з теореми 1.5 випливає

вiдповiдний результат з статтi [66] (див. також [33]), i коли ми додатково при-
пустимо, що Z = R, Z = H або Z = S, тодi ми отримаємо вiдповiднi результати
з [55, 204] та [130], (див. також [40]), вiдповiдно, де R =

(
Rk(ω)

)
— послiдов-

нiсть Радемахера, тобто послiдовнiсть незалежних випадкових величин таких,
що P{t : Rk(ω) = −1} = P{t : Rk(ω) = 1} = 0, 5 (k ∈ N), та H =

(
Hk(ω)

)
—

послiдовнiсть Штейнгауса, тобто послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин Hk(ω) = exp{2πiηk(ω)}, де {ηk(ω)} — послiдовнiсть незалежних рiвномiрно
розподiлених випадкових величин на [0; 1], S =

(
exp{2πiθkω}

)
, де (θk) — по-

слiдовнiсть натуральних чисел таких, що θk+1/θk ≥ q > 2, k ≥ 0. Зауважимо,
що
(
cos(2πθkω)

)
∈ МС,

(
sin(2πθkω)

)
∈ МС у цьому випадку (в [204] q > 1).
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Зауважимо, що у статтi [55] доведено наступне твердження. Для цiлої фун-
кцiї f(z) = ez i кожного ε > 0 м.н. у K(f,R,Z+) i в K(f,H,Z+) виконується
спiввiдношення

lim
r→+∞

Mf(r, ω)

µf(r) ln
1/4−ε µf(r)

= +∞. (1.12)

З результатiв доведених у статтi [78, c. 45] випливає таке твердження. Для
цiлої функцiї f(z) = ez м.н. у K(f,R,Z+) i в K(f,H,Z+) виконується нерiвнiсть

lim
r→+∞

Mf(r, ω)

µf(r) ln
1/4 µf(r)

≥
√
π

8
.

Тобто, сталу 1/4 у нерiвностi (1.10) замiнити меншим числом не можна.
Це ж стосується i показника (2ρ− 1)/4 у нерiвностi (1.11).

Теорема 1.6 ([36]). Якщо послiдовнiсть N∗ = (nk) задовольняє умову (1.7),
послiдовнiсть комплекснозначних випадкових величин Z = (Zk) ∈ МС i
|Zk(ω)| = 1 м.н. (k ≥ 0), тодi iснує цiла функцiя f вигляду (1.6) така, що

lim
r→+∞

Mf(r, ω)

µf(r)(lnµf(r))(2ρ−1)/4
= +∞

м.н. в K(f,Z,N∗).

Бiльше того, з теореми 1.6 (для ρ = 1 з умови (1.7)) випливає, що iснує цiла
функцiя f така, що спiввiдношення (1.12) виконується з ε = 0, тобто

lim
r→+∞

Mf(r, ω)

µf(r) ln
1/4 µf(r)

= +∞.

У всiх наведених вище твердженнях про нерiвнiсть типу Вiмана для випад-
кових цiлих функцiй (теорема 1.5 з [36] та iншi подiбнi результати) матема-
тичне сподiвання випадкових величин дорiвнює нулю. У зв’язку з цим проф.
М. М. Шеремета поставив таке питання: Чи можна отримати точнiшу не-
рiвнiсть Вiмана для класiв випадкових цiлих функцiй вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
k=0

Zk(ω)akz
nk

та EZk = α ̸= 0 (k ≥ 0)? Негативну вiдповiдь на це запитання можна знайти
у статтi П. В. Фiлевича [66].
Теорема 1.7 ([66]). Нехай Ξ1 клас рiвномiрно обмежених дiйсних випадкових
величин Xn таких, що

E(Xi1Xi2 · · ·Xik) = EXi1EXi2 · · ·EXik

для кожних i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1. Тодi для послiдовностi Zn такої, що
ReZn ∈ Ξ1, ImZn ∈ Ξ1, |EZn| ≥ Cn−α, α ∈ [0; 1/4),

iснує цiла функцiя f(z) така, що майже напевно в K(f, Z) маємо

Mf(r, ω) ≥
C

8
µf(r) ln

1/2−α µf(r), r ≥ r0(ω).
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Слiд вiдзначити також, що у наведених вище результатах усi послiдовностi
МС, R, H, S є майже напевно рiвномiрно обмеженими. У зв’язку з цим проф.
О. Б. Скаскiв поставив таке запитання: чи буде ефект Левi у випадку коли по-
слiдовнiсть випадкових величин, якi є множниками тейлорових коефiцiєнтiв
випадкової аналiтичної функцiї, може не бути рiвномiрно обмеженою?

У дисертацiйнiй роботi знайдемо клас випадкових величин, для яких вiд-
повiдь на це питання позитивна, а також клас випадкових величин, для яких
ефект Левi не буде виконуватися.

Характерною особливiстю результатiв, отримуваних методом Вiмана-
Валiрона, є наявнiсть в них виняткових множин. У деяких випадках це звужує
сферу застосовностi цих результатiв. З огляду на це, професор I. В. Островський
у 1995 роцi сформулював наступну задачу: яким є найкращий опис величини
виняткової множини E? Пiзнiше розглядалося це ж питання у декiлькох ста-
ттях (наприклад, див. [28,30,31,33,42,162,163,195]) по вiдношенню до багатьох
iнших спiввiдношень, отриманих у теорiї Вiмана-Валiрона.
Теорема 1.8 ([28]). Для кожного β > 0 iснує цiла функцiя така, що при деяко-
му ε > 0 для множини

E = {r > 1: Mf(r) > µf(r)(lnµf(r))
1/2+ε}

виконується нерiвнiсть ∫
E

(ln r)1/2+β

r
dr = +∞.

Тобто, шукана точна оцiнка є близькою до класичної (1.3).
Позначимо через HR клас неперервних додатних неспадних на [0;R), R ≤

+∞, функцiй таких, що
R∫

r0

h(r)

r
dr = +∞

для деякого r0 ∈ (0, R). Нехай H = H+∞. Наступна теорема доповнює класичне
твердження про нерiвнiсть Вiмана.
Теорема 1.9 ([33]). Для кожної функцiї f ∈ E i h ∈ H такої, що

ln+2 h(r) = o(ln2 µf(r)) (r → +∞),

та для кожного ε > 0 iснує множина E = E(ε, f, h) ⊂ [1; +∞) скiнченної h-
логарифмiчної мiри (тобто h-measE :=

∫
E h(r)d ln r < +∞) така, що (∀ r ∈

(1;+∞)\E) :
Mf(r) ≤ h(r)µf(r)(lnµf(r))

1/2+ε. (1.13)

У статтi [28] теорема 1.9 була доведена для функцiї h такої, що h(r) ≤ ln r

(r ≥ r0) i з множником ln r замiсть h(r) у нерiвностi (1.13). Зауважимо, що
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з умови h(r) ≤ ln r (r ≥ r0) випливає спiввiдношення ln+2 h(r) = o(ln2 µf(r))

(r → +∞).

З теореми 1.9 також випливає таке твердження.
Твердження 1.1. Якщо функцiї f ∈ E i h ∈ H такi, що ln+ h(r) = o(ln2 µf(r))
(r → +∞), то для кожного ε > 0 виконується нерiвнiсть (1.2) для всiх r ∈
[1; +∞) \ E(ε, f, h), де множина E(ε, f, h) := E має скiнченну h-логарифмiчну
мiру, тобто h-measE < +∞.

У статтях [28, 33], автори знайшли, у певному сенсi, найкращий опис вели-
чини виняткової множини E у нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй вiд однiєї
комплексної змiнної.

З прикладу цiлої функцiї, побудованої в [28] (див. також [33]), випливає,
що опис, поданий у твердженнi 1.1 виняткової множини для фiксованої цiлої
функцiї f iстотно не може бути покращено. У статтях [28,33] доведено, що для
кожного ε > 0 iснують цiла функцiя f i множина E ⊂ [1; +∞) такi, що для
всiх r ∈ E

Mf(r) ≥ µf(r)(lnµf(r))
1/2+ε

та ∫
E

(lnµf(r))
1/2+ε

r
dr = +∞.

З iншого боку, у статтi [33] встановлено також, що оцiнка∫
E

√
lnµf(r)

r
dr < +∞

виняткової множини E у нерiвностi Вiмана (1.2) виконується в деякому сенсi
майже напевно.

Першi аналоги нерiвностi Вiмана для функцiй аналiтичних в одиничному
крузi можна знайти у [86]. Нехай f(z) — аналiтична функцiя вигляду (1.1) з
радiусом збiжностi Rf = 1. Для таких функцiй f(z) i для кожного δ > 0 iснує
множина Ef(δ) ⊂ (0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри на (0; 1), тобто∫

Ef (δ)

dr

1− r
< +∞,

така, що для всiх r ∈ (0; 1)\Ef(δ) виконується нерiвнiсть ([205])

Mf(r) ≤
µf(r)

(1− r)1+δ
ln1/2+δ

µf(r)

1− r
.

На точнiсть попередньої нерiвностi вказує такий приклад. Для

g(z) =
+∞∑
n=1

exp{nε}zn, ε ∈ (0; 1),
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у [205] було доведено, що

lim
r↑1

Mg(r)
µg(r)
1−r ln1/2

µg(r)
1−r

≥ C > 0.

Нерiвнiсть типу Вiмана для випадкових аналiтичних функцiй в одинично-
му крузi вперше отримана у [41]. Позначимо через K(f, Z) клас випадкових
аналiтичних функцiй

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

anZn(ω)z
n, (1.14)

де {Zn(ω)} — послiдовнiсть випадкових величин заданих на ймовiрнiсному про-
сторi Штейнгауса (Ω,A, P ) та послiдовнiсть (an) така, що

lim
n→+∞

n
√
|an| = 1.

А саме, П. В. Фiлевич у 1997 роцi довiв такi двi теореми.
Теорема 1.10 ([41]). Нехай f(z, ω) випадкова аналiтична функцiя вигляду
(1.14), Xn ∈ МС i |Xn(ω)| ≤ 1 для майже всiх ω ∈ [0; 1]. Тодi майже напевно
в K(f,X) для кожного δ > 0 iснує множина E = E(f, ω, δ) ⊂ [0; 1) скiнченної
логарифмiчної мiри на [0; 1) така, що для всiх r ∈ [0; 1)\E

Mf(r, ω) ≤ µf(r)

(
1

(1− r)2
· ln µf(r)

1− r

)1/4+δ

.

Точнiсть попередньої нерiвностi випливає з такого твердження.
Теорема 1.11 ([41]). Нехай Xn довiльна послiдовнiсть випадкових величин та-
ка, що |Xn(ω)| ≥ 1 для майже всiх ω ∈ [0; 1]. Тодi iснують аналiтична функцiя
f(z, ω) вигляду (1.14) i стала C > 0, 0 < r0 < 1 такi, що майже напевно в
K(f, Z) для r ∈ (r0; 1) маємо

Mf(r, ω) > Cµf(r)

(
1

(1− r)2
· ln µf(r)

1− r

)1/4

, r ↑ 1.

Подiбнi нерiвностi для аналiтичних функцiй в одиничному крузi також мо-
жна знайти у [37,86,205].

Перейдемо тепер до багатовимiрних аналогiв нерiвностi типу Вiмана. Роз-
глянемо клас Ep цiлих функцiй f вiд p комплексних змiнних вигляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp,

де

zn = zn1 . . . z
np
p , p ∈ N, p ≥ 2, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+ := (N∪{0})p, ∥n∥ =

p∑
j=1

nj.
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Для r = (r1, . . . , rp) ∈ Rp
+ := (0;+∞)p та f ∈ Ep позначимо

∆r = {t ∈ Rp
+ : tj ≥ rj, j ∈ {1, . . . , p}}, |r| =

√
r21 + . . .+ r2p, r

∧ = min
1≤i≤p

ri,

Mf(r) = max{|f(z)| : |zj| ≤ rj, j ∈ {1, . . . , p}},

µf(r) = max{|an|rn : n ∈ Zp+}, Mf(r) =
+∞∑

∥n∥=0

|an|rn, ln2 x = ln ln x.

Першi теореми про аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй вiд двох
комплексних змiнних можна знайти у працi I. Ф. Бiтляна та А. А. Гольдбер-
га [46], яка опублiкована 1959 роцi. Опис виняткової множини, яка при цьому
виникає у нерiвностi

Mf(r1, r2) ≤ Cµf(r1, r2){lnµf(r1, r2) ln r1r2}1+ε

є дуже слабким, що, наприклад, множина на площинi R2
+, яка отримується при

викиданнi з площини довiльної нескiнченної гратки променiв паралельних до
координатних осей вже виявляється винятковою.

Проте у цiй же статтi [46] автори отримали бiльш змiстовнi твердження про
аналоги нерiвностi Вiмана у термiнах “кооперативного” максимального члена
степеневого ряду за однорiдними полiномами, а також вiдносно нерiвностi

Mf(r1, r2) ≤ Cµf(r1, r2){lnµf(r1, r2)}3/2+ε,

яка виконується зовнi деякої множини, перетин якої з кожним променем, що
виходить з початку координат, має скiнченну логарифмiчну мiру на променi.

Зауважимо, що у [46] доведено аналог нерiвностi Вiмана для максимуму мо-
дуля у бiкрузi i максимального члена з степенем 3/2 замiсть 1/2 у попереднiй
нерiвностi. А. Шимiцький ([165,166]), П. Фентон ([61]), О. Скаксiв i О. Тракало
([29]) i деякi iншi автори уточнили результат Бiтляна i Гольдберга як у спе-
цифiкацiї нерiвностi, так i в ефективностi опису виняткової множини, а також
встановили аналоги нерiвностi Вiмана для iнших класiв аналiтичних функцiй
кiлькох змiнних (див. також [3,34–36,75,76,89,91,97,107]).

Почнемо з теореми, яку довiв П. Фентон у 1995 роцi для цiлих функцiй вiд
двох комплексних змiнних.
Теорема 1.12 ([61]). Для кожної цiлої функцiї

f(z) =
+∞∑

n+m=0

anmz
n
1 z

m
2

i для кожного ε > 0 iснують множина E ⊂ R2
+ i стала C > 0 такi, що для всiх

r ∈ R2
+\E виконується нерiвнiсть

Mf(r1, r2) ≤
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≤ Cµf(r1, r2) ln
+ µf(r1, r2)

(
ln+2 µf(r1, r2) . . . (ln

+
k µf(r1, r2))

1+ε
)2
, (1.15)

де k ≥ 3 та ∫∫
E∩[1,R]2

dr1dr2
r1r2

≤ 2(1 + ε) lnR +O(1), R → +∞.

Зауважимо, що нерiвнiсть (1.15) є найкращою з можливих у наступному
сенсi ([61]): iснують функцiя f ∈ E2 i множина E ⊂ R2

+ такi, що для всiх r ∈ E

Mf(r1, r2) ≥ µf(r1, r2) ln
2 µf(r1, r2) i

∫∫
E∩[1,R]2

dr1dr2
r1r2

≥ c · lnR (R ≥ R0 > 1), c > 0.

Будемо говорити, що пiдмножина E з Rp
+ є множиною асимптотично скiн-

ченної логарифмiчної мiри ([75]), якщо E — вимiрна за Лебегом в Rp
+ та iснує

R ∈ Rp
+ таке, що E ∩∆R є множиною скiнченної логарифмiчної мiри, тобто

lnp−meas(E ∩∆R) :=

∫
· · ·
∫

E∩∆R\B1

p∏
j=1

drj
rj

< +∞, B1 := {r ∈ Rp
+ : |r| < 1}.

А. Шимiцький у 1989 роцi довiв наступне твердження з “меншою” винятко-
вою множиною, нiж у теоремi 1.12.

Теорема 1.13 ([166]). Для кожного ε > 0 iснують додатна стала C, яка не
залежить вiд f ∈ Ep, множина E ⊂ Rp

+ асимптотично скiнченної логарифмiчної
мiри така, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ Cµf(r)
(
lnµf(r) · ln(r1 . . . rp)

)p/2+ε
:= A1(r) (1.16)

виконується для всiх r /∈ E.

З результатiв, доведених О. Б. Скасквом та О. М. Тракало у 2000 роцi, для
iнтегралiв, випливає наступне твердження. Нехай eK — образ множини K ⊂ Rp

при вiдображеннi r1 = eσ1, . . . , rp = eσp, та

γ(f) :=
{
(σ1, . . . , σp) ∈ Rp : lim

t→+∞

1

t
lnMf(e

tσ1, . . . , etσp) = +∞
}
.

Теорема 1.14 ([29]). Нехай f ∈ Ep. Для кожного ε > 0 iснує стала C0 =
C0(f, ε) > 0 i множина E ⊂ Rp

+ скiнченної логарифмiчної мiри така, що для
довiльного конуса K ⊂ Rp з вершиною у початку координат такого, що

K \ {0} ⊂ γ(f),

i для всiх r ∈ eK \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ C0µf(r)

p∏
i=1

lnp−1 ri · (lnµf(r))p/2(ln2 µf(r))p+ε := A2(r). (1.17)
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Зокрема, якщо
p∑
j=1

ln+2 rj = o(ln2 µf(r)), |r| → +∞,

то A2(r) = o(A1(r)) (|r| → +∞) i нерiвнiсть (1.16) випливає безпосередньо з
(1.17).

При p = 2 виняткова множина E у нерiвностi (1.17) є “меншою” нiж виня-
ткова множина у нерiвностi (1.15).

Особливiстю результатiв зi статтi [75] доведених у 1977 роцi є те, що цiла
функцiя має бути трансцендентною вiдносно кожної змiнної z1, . . . , zp. А саме,
через Λp позначимо клас цiлих функцiй f ∈ Ep таких, що ∂

∂zj
f(z) ̸≡ 0 в Cp для

кожного j ∈ {1, . . . , p}.
Теорема 1.15 ([75]). Нехай f ∈ Ep i δ > 0.

a) Тодi iснують R ∈ Rp
+ i множина E ⊂ ∆R скiнченної логарифмiчної мiри

така, що для всiх r ∈ ∆R\E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/2+δ

. (1.18)

b) Якщо для деякого α ∈ Rp
+ виконується умова

Mf(r) ≥ exp(rα) = exp

{
p∏
j=1

r
αj

j

}
, r∧ → +∞

або бiльш загально, для кожного β > 0∫
· · ·
∫

∆R

1

lnβ Mf(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞, при R∧ → +∞,

тодi iснують R ∈ Rp
+ i множина E ⊂ ∆R скiнченної логарифмiчної мiри

така, що для r ∈ ∆R\E маємо

Mf(r) ≤ µf(r) ln
p/2+δ µf(r).

Використовуючи методи з [75], можна довести наступний точнiший аналог
цiєї нерiвностi.
Теорема 1.16 ([97]). Нехай f ∈ Ep i δ > 0. Iснують R ∈ Rp

+ i множина E ⊂ ∆R

асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри такi, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)

(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)1/2

· ln5/2+δ
(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)
виконується для всiх r ∈ ∆R \ E.
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Зауваження 1.1 ([97]). Iснує множина E асимптотично нескiнченної логариф-
мiчної мiри така, що для цiлої функцiї

g(z) = exp

{
p∑
j=1

zi

}
,

кожного ε > 0 i r ∈ E маємо

Mg(r) ≥ µg(r)

(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)1/2−ε

.

Отже, показник 1/2 у нерiвностi (1.18) не можна замiнити меншим числом.
У зв’язку з цим природно виникає таке запитання: як можна описати “кiль-
кiсть” тих цiлих функцiй, для яких нерiвнiсть (1.18) можна покращити?

Весною 1996 року пiд час доповiдi П. В. Фiлевича на львiвському семiнарi
по теорiї аналiтичних функцiй професори А. А. Гольдберг та М. М. Шеремета
задали наступне питання (див. [3]). Чи має мiсце ефект Левi для аналогiв
нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй багатьох змiнних?

Вiдповiдi на цi питання можна знайти у статтях [3,34,35] у випадку нерiвно-
стi Фентона ([61]) для цiлих функцiй вiд двох змiнних, а для нерiвностi Вiмана
з [6] для випадкових цiлих функцiй вiд багатьох змiнних у [97].

Зауважимо, що всi вище згаданi результати стосуються цiлих функцiй вiд
багатьох змiнних. У зв’язку з цим професор О. Б. Скаcкiв сформулював зада-
чу: отримати точнi аналоги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй пред-
ставлених кратним степеневим рядом, областю збiжностi якого може бути до-
вiльна повна кратно-кругова область Рейнхарда. У дисертацiйнiй роботi ми да-
мо вiдповiдь на це питання.

Перейдемо тепер до теореми типу Вiмана з дiагональним максимальним
членом ([46]).

Нехай zn = zn11 · . . . · znpp , ∥n∥ =
∑p

k=1 nk для n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+ та
z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp. Для Ep(λ) позначимо клас цiлих функцiй f : Cp → C,
(тобто, цiлих функцiй вiд p комплексних змiнних), якi можна подати у виглядi

f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp. (1.19)

Тут
P0(z) ≡ a0 ∈ C, Pk(z) =

∑
∥n∥=λk

anz
n

— однорiдний полiном степеня λk ∈ Z+, i 0 = λ0 < λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞),

λ = (λk). У випадку λk ≡ k (k ≥ 0) ми отримаємо клас усiх цiлих функцiй вiд p
комплексних змiнних i позначимо через Ep. Через E1 та E1(λ) класи цiлих фун-
кцiй вiд однiєї змiнної i цiлих функцiй представлених лакунарним степеневим
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рядом вигляду

f(z) = a0 +
+∞∑
k=1

akz
λk, z ∈ C, (1.20)

вiдповiдно.
Згiдно з [46] розглянемо вичерпання простору Cp системою (Gr)r≥0 обме-

жених повних кратно-кругових областей з центром у точцi 0 = (0, . . . , 0) ∈ Cp.

Дiйсно, припустимо, що ця система задовольняє умови:
i)
⋃
r≥0

Gr = Cp;

ii) (∀r1 < r2) : Gr1 ⊂ Gr2;

iii) (z1, . . . , zp) ∈ G1 ⇐⇒ (∀ r > 0) : (rz1, . . . , rzp) ∈ Gr;

iv) (z1, . . . , zp) ∈ Gr =⇒ (∀ θ = (θ1, . . . , θp) ∈ Rp) : (z1e
iθ1, . . . , zpe

iθp) ∈ Gr.

Через G = {G = (Gr)r≥0 : i)—iv)} позначимо клас систем таких областей.
Зауважимо, що наступна система G = (Gr)r≥0 областей Gr мiстить клас G:

i) Gr = Cr,a = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : |zj| < ajr, 1 ≤ j ≤ p};
ii) Gr = Br,a = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : a1|z1|2 + . . .+ ap|zp|2 < r2};
iii) Gr = Πr,a = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : a1|z1|+ . . .+ ap|zp| < r};
iv) Gr = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : |z1|a1 · . . . · |z2|ap < ra1+...+ap} ;

де a = (a1, . . . , ap), aj > 0 (1 ≤ j ≤ p), r > 0.

Для r > 0 i цiлої функцiї f ∈ E1(λ) позначимо через

Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}

— максимум модуля i через

µf(r) = max{|ak|rλk : k ≥ 0}

— максимальний член степеневого ряду (1.20). Для r > 0 i цiлої функцiї f ∈
Ep(λ) вигляду (1.19) позначимо

M(r, f) = max{|f(z)| : z ∈ Gr}, mk(r, f) = max{|Pk(z)| : z ∈ Gr} (k ≥ 0).

Згiдно з [46] визначимо тепер дiагональний максимальний член ряду (1.19)

m(r, f)
def
= max{mk(r, f) : k ≥ 0} = max{rλkmk(1, f) : k ≥ 0}.

Зауважимо, що m(r, f) ≡ µf(r) у випадку коли p = 1.

Нехай n(t) =
∑

λk≤t 1 — лiчильна функцiя послiдовностi λ = (λk). За тео-
ремою 1 з статтi [27], доведеною для цiлого ряду Дiрiхле, випливає таке твер-
дження. Якщо послiдовнiсть λ = (λk) задовольняє умову

lim
t→+∞

ln
(
n(t+

√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t))

)
ln t

≤ p1 < +∞ (1.21)
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для деякої додатної функцiї ψ : R+ → R+ такої, що
+∞∫
0

dt

ψ(t)
< +∞,

то для кожної цiлої функцiї f ∈ E1(λ) i кожного ε > 0 iснує множина
E = E(ε, f) ⊂ [1; +∞) скiнченної логарифмiчної мiри (тобто, ln-meas(E)

def
=∫

E d ln r < +∞) така, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ Cµf(r)(lnµf(r))
p1+ε (1.22)

виконується для всiх r ∈ [1; +∞)\E. Тут C — деяка стала, яка залежить тiльки
вiд f та ε. Звiдси, зокрема, випливає (див. також [36,170]), що якщо

(∃△ ∈ (0;+∞))(∃ϱ ∈ [1/2; 1])(∃D > 0)(∃t0 > 0)(∀t > t0) :

|n(t)−△tϱ| ≤ D, (1.23)

то нерiвнiсть (1.22) виконується при p1 = (2ϱ− 1)/2, тому що у цьому випадку
умова (1.21) виконується з p1 = (2ϱ − 1)/2. У випадку f ∈ E1, тобто λk ≡ k

(k ≥ 0), умова (1.23) виконується з ϱ = 1. Тому, нерiвнiсть (1.22) виконується з
p1 = 1/2, тобто, маємо класичну нерiвнiсть Вiмана (див. [95, 214,217]).

У [27] було доведено, що для кожної послiдовностi λ = (λk) такої, що iснує
неперервна додатна зростаюча до +∞ на iнтервалi [0; +∞) функцiя ψ, для якої

ψ(t) = O(t ln t ln2 ln t) (t→ +∞),

+∞∫
0

dt

ψ(t)
< +∞, та

(∃p1 > 0) : lim
t→+∞

t−p1
(
n(t+

√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t))

)
> 0, (1.24)

iснує цiла функцiя f ∈ E1(λ) така, що

Mf(r)

µf(r)
(lnµf(r))

−p1 → +∞ (r → +∞). (1.25)

З умови (1.23) випливає, що (1.24) виконується з p1 = (2ϱ− 1)/2. Тому, для
деякої цiлої функцiї, яка задовольняє спiввiдношення (1.25) з p1 = (2ϱ − 1)/2.
Зi сказаного випливає, що якщо умова (1.23) виконується, тодi iснує функцiя
f ∈ E1(λ) така, що спiввiдношення (1.22) та (1.25) виконуються з p1 = (2ϱ−1)/2.
Зокрема, для деякої цiлої функцiї f ∈ E1 маємо

Mf(r)

µf(r)
√

lnµf(r)
→ +∞ (r → +∞).

Це означає, що ми не можемо замiнити (2ϱ − 1)/2 у (1.22) меншим числом.
Бiльш того, ми не можемо навiть замiнити ε > 0 у (1.22) на ε = 0. Тому, у
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нерiвностi Вiмана для класу всiх цiлих функцiй E1 сталу 1
2 не можна замiнити

меншою. Бiльше того, ε > 0 не може бути замiнене на ε = 0. Зауважимо також,
що

Mf(r) ∼
√
2πµf(r)

√
lnµf(r) (r → +∞)

для цiлої функцiї f(z) = ez.
Теорема 1.17 ([46]). Для кожної цiлої функцiї f ∈ E2 i для кожного ε > 0 iсну-
ють стала C = C(ε, f) > 0 i множина E ⊂ [1; +∞) скiнченної логарифмiчної
мiри такi, що нерiвнiсть

M(r, f) ≤ C ·m(r, f)(lnm(r, f))
1
2+ε

виконується для всiх r ∈ [1; +∞) \ E.

У дисертацiйнiй роботi доведено аналоги цитованих результатiв ([27]) для
класу Ep(λ). Отриманi результати, зокрема, мiстять твердження теореми 1.17,
а також доведено їх точнiсть.

Для z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp, w = (w1, . . . , wp) ∈ Cp позначимо

(z, w) = z1w1 + . . .+ zpwp, ∥n∥ =

p∑
j=1

nj, Re z = (Re z1, . . . ,Re zp),

i для R = (r1, . . . , rp) ∈ Rp позначимо ΠR = {z ∈ Cp : Re z < R}.
Через D позначимо клас абсолютно збiжних у всьому комплексному про-

сторi Cp (цiлих) рядiв Дiрiхле вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn) (1.26)

з такою послiдовнiстю показникiв (λn), що {λn : n ∈ Zp} ⊂ Cp та λn ̸= λm
для всiх n ̸= m. Через D+ позначимо клас цiлих рядiв Дiрiхле з послiдовнiстю
показникiв Λp = (λn) таких, що λn = (λ

(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ), n = (n1, . . . , np) та

0 = λ
(j)
0 < λ

(j)
k ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), 1 ≤ j ≤ p.

Для F ∈ D i z ∈ Cp позначимо

M(z, F ) :=
+∞∑

∥n∥=0

|an|eRe(z,λn), µ(z, F ) := sup{|an|eRe(z,λn) : n ∈ Zp+}.

Деякi аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих Дiрiхле F ∈ D+ з p = 1 були
отриманi в [170,185].

Нехай D1 — клас абсолютно збiжних для цiлих рядiв Дiрiхле в C вигля-
ду (1.26) з послiдовнiстю показникiв (λn) таких, що

λn ≥ 0 (n ≥ 0), sup{λn : n ≥ 0} = +∞.
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Слiд зазначити, що деякi асимптотичнi властивостi функцiй F ∈ D1 були до-
слiдженi в статтях [20,92,175,182,191,192].

Для функцiї F ∈ D1 вигляду (1.26) позначимо через (µk)k∈Z+
послiдовнiсть

(− ln |ak|)k∈Z+
впорядкована за спаданням.

Нехай L — клас додатних неперервних зростаючих до +∞ функцiй на
[0; +∞) i L1 — клас функцiї Φ ∈ L таких, що

φ(2t) = O(φ(t)) (t→ +∞),

де φ — обернена функцiя до Φ.

У статтi [92] було доведено таку теорему.

Теорема 1.18 ([92]). Нехай F ∈ D1, Φ1 ∈ L1, Φ1(x)
def
= 1

x lnµ(x, F ). Якщо

(∃α > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α

t2
dt < +∞, n1(t)

def
=
∑
µn≤t

1, t0 > 0,

тодi iснує множина E ⊂ R така, що ln -meas (E) :=
∫
E∩[1;+∞) d ln r < +∞ i

спiввiдношення
M(x, F ) = o(µ(x, F ) ln1/α µ(x, F ))

виконується при x→ +∞ (x /∈ E).

Наступне твердження показує, що асимптотичну рiвнiсть у теоремi 1.18 не
можна покращити в загальному випадку.
Теорема 1.19 ([92]). Для кожного α > 0 iснує функцiя F ∈ D1 така, що умова

+∞∫
t0

(n1(t))
α

t2
dt < +∞

i спiввiдношення

(∀ε > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α+ε

t2
dt = +∞

виконуються та(
∀ ε ∈

(
0;

1

α

))
: lim

x→+∞

F (x)

µ(x, F )(lnµ(x, F ))1/α−ε
= +∞.

Ще один напрям дослiджень асимптотичних властивостей випадкових ана-
лiтичних функцiй, а саме розподiлу їх значень, розпочато у роботi Д. Пойя [157].
Однiєю з проблем випадкових функцiй є дослiдження розподiлу значень таких
функцiй. У данiй роботi ми розглянемо задачу про асимптотичнi властивостi
ймовiрностi вiдсутностi нулiв у крузi (“hole probability”). Цi проблеми були дослi-
дженi у статтях Дж. Е. Лiтлвуда та А. К. Оффорда ([128,129,146–149]); М. Содi-
на та Б. Цiрелсона ([197,199,200]); Ю. Переса та Б. Вiрага ([158]); П. В. Фiлевича
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та М. П. Маголи ([132–134]); М. Содiна ([196, 198]); Ф. Назарова, М. Содiна та
А. Вольберга ([136, 137]); М. Крiшнапура ([87]); А. Нiшрi ([141–144]); та багато
iнших ([48,50,51,54,71,85,127,138,139,145]).

Вперше у 2005 роцi в статтi М. Содiна та Б. Цiрелсона ([199]) було дослi-
джено асимптотичнi властивостi вiдсутностi нулiв для випадкової цiлої функцiї
вигляду

ψ(z, ω) =
+∞∑
k=0

ξk(ω)
zk√
k!
, (1.27)

де {ξk(ω)} — незалежнi комплекснозначнi випадковi величини, визначенi на
ймовiрнiсному просторi Штейнгауса (Ω,A, P ).

Позначимо через NC(0; 1) клас послiдовностей незалежних випадкових ком-
плексних величин (ξk) зi стандартним гаусовим розподiлом на комплекснiй пло-
щинi, тобто зi щiльнiстю

pξk(z) =
1

π
e−|z|2, z ∈ C, k ∈ Z+.

Нехай (cn), cn = cn(ω), — нулi функцiї ψ(z, ω) вигляду (1.27). Для r > 0

позначимо через
nψ(r, ω) =

∑
|cn|≤r

1

лiчильну функцiю нулiв функцiї ψ(z, ω) у крузi rD := {z : |z| < r}. Тодi ([199])
для будь-якого δ ∈ (0; 1/4] i всiх r ≥ 1 виконується нерiвнiсть

P
{
ω :
∣∣∣n(r, ω)

r2
− 1
∣∣∣≥ δ

}
≤ exp(−c(δ)r4),

де стала c(δ) залежить тiльки вiд δ. Також у [199] дослiджено ймовiрнiсть вiд-
сутностi нулiв функцiї ψ(z, ω), тобто

P0(r) = P{ω : nψ(r, ω) = 0}, p0(r) = ln− P0(r),

де ln− x := −min{lnx; 0}. Зокрема, у [199] було доведено, що iснують такi сталi
c1, c2 > 0, що

exp(−c1r4) ≤ P0(r) ≤ exp(−c2r4) (r ≥ 1).

Також у [199] автори поставили таке запитання: чи iснує границя

lim
r→+∞

ln− P0(r)

r4
?

Вiдповiдь на це питання знаходимо у [143]. Для функцiї ψ(z, ω) доведено,
що

lim
r→+∞

ln− P0(r)

r4
=
e2

4
.

Нехай K ⊂ C — компакт такий, що 0 ̸∈ K. У статтi [141] було доведено, що
якщо ξn(ω) : (∀n ∈ N) ξn(ω) ∈ K, то iснує r0(K) < +∞ таке, що випадкова
цiла функцiя ψ(z, ω) вигляду (1.27) має нуль в крузi r0D.
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Для функцiї вигляду (1.27) у [87] було доведено, що для будь-якого r > 0

виконується спiввiдношення

lnP{ω : nψ(r, ω) ≥ m} = −1

2
m2 lnm(1 + o(1)) (m→ +∞).

Також в [137] було доведено, що

lim
r→+∞

ln
(
− ln

(
P{ω : |nψ(r, ω)− r2| > rα}

))
ln r

=


2α− 1, 1

2 ≤ α ≤ 1;

3α− 2, 1 ≤ α ≤ 2;

2α, α ≥ 2.

У статтях [141,144] було розглянуто цiлi гаусовi функцiї вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n,

де
a0 ̸= 0, lim

n→+∞
n
√

|an| = 0,
(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1)

є послiдовнiстю незалежних стандартних гаусових випадкових величин. Для
ε > 0 iснує ([144, c. 17]) множина скiнченної логарифмiчної мiри E ⊂ (1;+∞)

така, що
s(r)− s1/2+ε(r) ≤ p0(r) ≤ s(r) + s1/2+ε(r) (1.28)

для всiх r ∈ (1;+∞) \ E, де

s(r) = 2
+∞∑
n=0

ln+(|an|rn), ln+ x = max{0, lnx}.

Зауважимо ([144], c. 113), що iснують цiла гаусова функцiя f(z, ω) i множина
E нескiнченної мiри Лебега такi, що

p0(r) ≥ 2s(r)− c
√
s(r), r ∈ E, C > 0.

Тобто, наявнiсть виняткової множини у нерiвностi (1.28) є необхiдною умо-
вою.

Також у [144, с. 119] було сформульовано таке питання: Чи є степiнь
1/2 у нерiвностi (1.28) оптимальним для регулярної послiдовностi коефiцi-
єнтiв {an}? У дисертацiйнiй роботi ми дамо вiдповiдь на це питання для ви-
падкових функцiй вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n. (1.29)

Тут εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) це послiдовнiсть незалежних випадкових величин,
рiвномiрно розподiлених на [−π, π),

(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1).
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Ймовiрнiсть вiдсутностi нулiв для аналiтичних гаусових функцiй в одини-
чному крузi було дослiджено у [87,144,158,194,196].

У 2005 роцi перше ця задача була розглянута у статтi Ю. Переса та Б. Вiрага
([158]). А саме, було дослiджено випадкову аналiтичну функцiю вигляду

f1(z, ω) =
+∞∑
k=0

ξk(ω)z
k. (1.30)

Позначимо через Eη та Dη математичне сподiвання та дисперсiю випадкової
величини η, вiдповiдно. Тодi для випадкової величини nf1(r, ω) (кiлькiсть нулiв
функцiї f1(z, ω) всерединi rD) маємо

E(nf1(r, ω)) =
r2

1− r2
, D(nf1(r, ω)) =

r2

1− r4
, p0(r) =

π2 + o(1)

1− r
, r ↑ 1.

У [87] було розглянуто функцiї вигляду

fρ(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)
(
−ρ
n

)1/2
zn, ρ > 0,

яка майже напевно є аналiтичною функцiєю в одиничному крузi. Було доведено,
що для кожного m ≥ 1 виконується спiввiдношення

P{ω : n(r, ω) ≥ m} = exp
{
−(1 + o(1))

1

2
m2 lnm

}
, r ↑ 1.

У [50,158] розглядалася випадкова аналiтична функцiя вигляду

fL(z, ω) =
+∞∑
k=0

ξk(ω)

√
L(L+ 1) · . . . · (L+ k − 1)

k!
zk, L > 0,

де ξk(ω) ∈ NC(0; 1), k ∈ Z+.

Зауважимо, що при L = 1 отримаємо функцiю (1.30).
Асимптотичнi оцiнки для ймовiрностi вiдсутностi нулiв fL(z, ω) такi оцiнки

можна знайти у [50]. А саме, для 0 < L < 1 при r ↑ 1

1− L− o(1)

2L+1

1

(1− r)L
ln

1

1− r
≤ p0(r) ≤

1− L+ o(1)

2L
1

(1− r)L
ln

1

1− r
(1.31)

i для L > 1

p0(r) =
(L− 1)2 + o(1)

4

1

1− r
ln2

1

1− r
(r ↑ 1). (1.32)

Зауважимо, що у [144, с. 121] сформульовано таку вiдкриту проблему: зна-
йти аналоги спiввiдношень (1.31) та (1.32) для випадкових аналiтичних функцiй

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n,
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де
a0 ̸= 0, lim

n→+∞
n
√

|an| = 1,
(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1).

Ця проблема вже розглядалася в [194] для деякого класу функцiй вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n,

де an > 0, lim
n→+∞

n
√
an = 1, {an} є логарифмiчно-ввiгнутою послiдовнiстю ([194])

та

lim
r↑1

(1− r) ln ln

(
+∞∑
n=0

anr
n

)
= +∞. (1.33)

Для всiх ε > 0 iснує множина E(ε, f) = E1 ⊂ (0; 1) така, що

DE1 = lim
r↑1

1

1− r
meas(E1 ∩ [r; 1)) = 0

i для всiх r ∈ (0; 1)\E1 маємо p0(r) = s(r) + o(s(r)). А саме,

s(r)− s9/10(r) ln18/5+ε s(r) ≤ p0(r) ≤ s(r) +
√
s(r) ln3+ε s(r).

У дисертацiйнiй роботi отримано аналоги спiввiдношень (1.31) та (1.32) для
широкого класу випадкових аналiтичних функцiй вигляду (1.29).

Перейдемо тепер до розгляду асимптотичних властивостей iнтегралiв
Лапласа-Стiлт’єса. Нехай ν — невiд’ємна мiра на R+ з необмеженим носiєм
supp ν i f(x) — довiльна невiд’ємна ν-вимiрна функцiя на R+. Через I(ν) по-
значаємо клас функцiй F : R → R вигляду

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du).

Для F ∈ I(ν) та x ∈ R позначимо

µ∗(x, F ) = sup{f(u)exu : u ∈ supp ν}.

Зазначимо, що умова (∀x ∈ R) : µ∗(x, F ) < +∞ виконується, тодi i тiльки
тодi, якщо (наприклад, див. [22, 159])

lim
u→+∞
u∈supp ν

− ln f(u)

u
= +∞.

Позначимо через L клас невiд’ємних неперервних функцiй ψ : R+ → R+

таких, що ψ(t) → +∞ при t → +∞ i через L+ пiдклас функцiй ψ ∈ L таких,
що ψ(t) ↗ +∞ при t→ +∞.

З [184] (для цiлого ряду Дiрiхле див. у [181]) випливає таке твердження.
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Теорема 1.20 ([184]). Нехай F ∈ I(ν,Φ). Якщо
+∞∫
0

d ln ν0(t)

t
< +∞, ν0(t) := ν((0, t]), (1.34)

тодi спiввiдношення

lnF (x) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x, F ) (1.35)

виконується при x → +∞ (x /∈ E), де E ⊂ R+ є деякою множиною скiнченної
мiри Лебега на R+, тобто meas E =

∫
E dx < +∞.

У статтi [189] (див. також [181]) було доведено, що для кожної додатної мi-
ри ν такої, що

ln ν0(t) = O(t), t→ +∞ та
+∞∫
0

d ln ν0(t)

t
= +∞

iснують функцiя F ∈ I(ν) i додатна стала d > 0 такi, що нерiвнiсть

lnF (x) ≥ (1 + d) lnµ∗(x, F )

виконується для всiх x ≥ x0, тобто умова (1.34) у певному сенсi є необхiдною
умовою теореми A.

Нехай Φ ∈ L+. Через I(ν,Φ) ми позначимо клас функцiй F ∈ I(ν) таких,
що

(∃c > 0) : lnF (x) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0),

I∗(ν,Φ) := {F ∈ I(ν) : (∃c > 0)(∃xj → +∞)[ lnF (x) ≤ Φ(cx) (x = xj, j ≥ 1)]}.

З твердження 7 у [32, с. 135–137] випливає така теорема.
Теорема 1.21. Нехай Φ ∈ L+, F ∈ I(ν,Φ). Якщо

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
= 0, (1.36)

тодi спiввiдношення (1.35) виконується при x→ +∞ (x /∈ E), де E — множина
нульової лiнiйної щiльностi, тобто

DE := lim
R→+∞

1

R
meas(E ∩ [0, R]) = 0.

З [218, теорема 1] випливає таке твердження.
Теорема 1.22. Нехай Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ I(ν,Φ0). Якщо умова (1.36)
виконується, то спiввiдношення (1.35) виконується при σ → +∞ (σ ̸∈ E), де E
— деяка множина нульової лiнiйної щiльностi, тобто DE = 0.
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Зауваження 1.2. Якщо tΦ(t) = O(Φ(2t)) (t → +∞), то I(ν,Φ) = I(ν,Φ0) з
Φ0(x) := xΦ(x). Але, загалом,

I(ν,Φ) ⊂ I(ν,Φ0), I(ν,Φ) ̸= I(ν,Φ0).

З твердження 8 з [32, c. 137–138] можна отримати наступну теорему.
Теорема 1.23. Нехай Φ ∈ L+, F ∈ I∗(ν,Φ). Якщо виконується умова (1.36),
то iснує вимiрна множина E ⊂ R+ така, що

DE := lim
x→+∞

1

x
meas(E ∩ [0, x]) = 0

i спiввiдношення (1.35) виконується при x→ +∞ (x ∈ R+ \ E).
Для цiлої функцiї

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

позначимо через

ϱ(f) = lim
r→+∞

ln lnMf(r)

ln r
її порядок, а через

σ(f) = lim
r→+∞

lnMf(r)

rϱ
її тип. Використовуючи формулу Адамара для знаходження цих характери-
стик, Е. Г. Келiс ([53]) довiв наступнi теореми.
Теорема 1.24. Припустимо, що цiлi функцiї

f1(z) =
∞∑
n=0

an,1z
n та f2(z) =

∞∑
n=0

an,2z
n

мають скiнченнi порядки та регулярне зростання (у сенсi однакового порядку
ϱ(f) i нижнього порядку ϱ(f)) i послiдовностi (|an,1/an+1,1|) та (|an,2/an+1,2|)
неспаднi при n ≥ n0. Якщо

ln(1/|an|) = (1 + o(1))
√
ln(1/|an,1|) ln(1/|an,2|), n→ ∞,

то f — функцiя регулярного зростання i
ϱ(f) =

√
ϱ(f1)ϱ(f2).

Теорема 1.25. Нехай функцiї f1 i f2 з теореми I мають однаковi порядки
ϱ(f1) = ϱ(f2) = ϱ ∈ (0;+∞) i типи σ(f1) = σ1, σ(f2) = σ2. Також припу-
стимо, що an,1 ̸= 0 та |an,2| ≥ |an,1|/l(1/|an,1|) для всiх n ≥ n0, де l є повiльно
змiнною функцiєю. Якщо

|an| = (1 + o(1))
√
|an,1||an,2|, n→ ∞,

тодi функцiя f має порядок ϱ(f) = ϱ i тип σ(f) ≤ √
σ1σ1.

Зазначимо, що Р. С. Л. Cрiвастава ([201,202]) намагався довести теорему 1.24
без припущень an,1 ̸= 0 та |an,2| ≥ |an,1|/l(1/|an,1|) для всiх n ≥ n0 i теорему 1.25
без умови спадання послiдовностей (|an,1/an+1,1|) та (|an,2/an+1,2|). На хибнiсть
таких тверджень було вказано у Math. Rev., 1963, V.25, №2204, №2206.

У [4] аналоги теорем 1.24 i 1.25 доводяться для цiлих рядiв Дiрiхле. У цiй
роботi ми отримаємо аналоги цих теорем для iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса.
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1.2. Основнi напрямки та результати дослiдження

У цьому пiдроздiлi опишемо основнi результати цього дисертацiйного дослi-
дження, а також їхнiй зв’язок з результатами, як попередникiв, так i результа-
тами кандидатської дисертацiї здобувача.

1.2.1. Нерiвнiсть типу Вiмана для аналiтичних та випадкових
аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної Розглянемо ER, 0 < R ≤ +∞, —
клас аналiтичних функцiй у DR = {z ∈ C : |z| < R} вигляду

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n. (1.37)

Позначимо через Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r} та µf(r) = max{|an|rn : n ≥
0}, r ∈ [0, R), максимум модуля та максимальний член ряду (1.37), вiдповiдно.

Нехай HR клас неперервних додатних неспадних на [0;R), 0 < R ≤ +∞,
функцiй таких, що

R∫
r0

h(r)

r
dr = +∞

для деякого r0 ∈ (0, R). Позначимо через W клас додатних неперервних зро-
стаючих на [0; +∞) функцiй ψ(x) таких, що

+∞∫
x0

dx

ψ(x)
< +∞

для деякого x0 ∈ (0;+∞).
Для аналiтичних функцiй f ∈ ER, 0 < R ≤ +∞, узагальнено i посилено

твердження теореми 1.9 про нерiвнiсть типу Вiмана, що виконується зовнi де-
якої виняткової множини скiнченної логарифмiчної h-мiри, встановленої в [33]
у випадку R = +∞ (за додаткової умови ln+2 h(r) = o(ln2 µf(r)) (r → +∞)).
При цьому узагальнення стосується не лише перенесення результату на ширший
клас аналiтичних функцiй f ∈ ER, 0 < R ≤ +∞, але й вiдсутностi будь-яких
додаткових умов на функцiю h, за якою будується h-мiра. З цього твердже-
ння, як наслiдок, випливають твердження про класичну нерiвнiсть для цiлих
функцiй i нерiвнiсть Кеварi для аналiтичних в одиничному крузi функцiй. У
процесi доведення нам вдалося отримати таке твердження про спiввiдношення
типу Бореля для аналiтичних функцiй f ∈ ER, 0 < R ≤ +∞, що виконується
зовнi деякої виняткової множини скiнченної логарифмiчної h-мiри.

Твердження 2.1. Нехай h ∈ HR i f ∈ ER — довiльна необмежена аналi-
тична функцiя, представлена степеневим рядом вигляду (1.37) з радiусом збi-
жностi R(f) = R ∈ (0;+∞]. Тодi iснує множина E0 := E(f, h) ⊂ (0, R) така,
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що нерiвнiсть
lnMf(r) ≤ (1 + o(1)) ln

(
h(r)µf(r)

)
(1.38)

виконується при r ↑ R (r /∈ E0), де E = E(f, h) ⊂ [1; +∞) — множина скiнчен-
ної h-логарифмiчної мiри (тобто h-measE :=

∫
E h(r)d ln r < +∞).

З твердження 2.1 випливає, що якщо функцiї h ∈ HR i f ∈ ER такi, що
lnh(r) = o(lnMf(r)) (r ↑ R), то

lnMf(r) = (1 + o(1)) lnµf(r), r ↑ R, (r /∈ E), h–measE < +∞,

а у випадку lnh(r) = O(ln r) (r ↑ R = +∞) у виглядi наслiдку отримаємо одне
твердження зi статтi [42]. Зазначимо, що у випадку класу всiх цiлих функцiй
там встановлено, що умову lnh(r) = O(ln r), r ↑ R = +∞ в описаннi величини
виняткової множини у класичному спiввiдношеннi Бореля зняти не можна.

Теорема 2.1. Нехай h ∈ HR, R ∈ (0;+∞]. Для кожної аналiтичної функцiї
f ∈ ER, для кожної функцiї ψj ∈ W (j ∈ {1; 2}) i для будь-якого δ > 0 iснують
множина E := E(δ, f, h) ⊂ (0, R) i r0 ∈ (0, R)) такi, що

h−measE =

∫
E

h(r)d ln r < +∞

та

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf(r) ≤ µf(r)

√
h(r)ψ2

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
,

зокрема,

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf(r) ≤ h(r)µf(r)
(
lnh(r) ln(h(r)µf(r))

)1/2+δ
. (1.39)

З попередньої нерiвностi при h(r) ≡ 2 випливає класична теорема Вiмана-
Валiрона ([28, 33, 156, 214, 217]) для цiлих функцiй: для будь-яких δ > 0 i для
кожної необмеженої цiлої функцiї нерiвнiсть Вiмана

lnMf(r) ≤ µf(r) ln
1/2+δ µf(r)

виконується для довiльного r ∈ (r0; +∞)\E. Для h(r) ≡ 2/(1 − r) з цього
твердження випливає теорема ([37,86,205]) про нерiвнiсть типу Кеварi для ана-
лiтичних функцiй у одиничному крузi D.

Субгаусовi випадковi величини i ефект Левi для цiлих функцiй, якi
можна подати у виглядi лакунарного ряду.

Розглянемо цiлу функцiю f , яку можна подати у виглядi лакунарного сте-
пеневого ряду

f(z) =
+∞∑
k=0

akz
nk, nk ∈ Z+. (1.40)
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Нехай N = (nk) — послiдовнiсть цiлих чисел таких, що n0 = 0, nk < nk+1

(k ≥ 0), степеневий ряд вигляду (1.40) буде цiлою функцiєю,

(∃∆ ∈ (0;+∞))(∃ρ ∈ [1/2; 1])(∃D > 0) : |n(t)−∆tρ| ≤ D (t ≥ t0), n(t) =
∑
nk≤t

1

i
(
Zn(ω)

)
— послiдовнiсть дiйсних випадкових величин задана на ймовiрнiсно-

му просторi Штейнгауса (Ω,A, P ). Тут Ω = [0; 1], A — σ-алгебра борелевих
пiдмножин [0; 1] i P — мiра Лебега.

Розглянемо клас випадкових функцiй

K(f,Z,N ) =

{
f(z, ω) =

+∞∑
k=0

akZk(ω)z
nk : t ∈ [0; 1]

}
.

Припустимо, що Z є послiдовнiстю дiйсних незалежних субгаусових випад-
кових величин, тобто таких, що iснує таке D > 0, що для будь-якого k ∈ N i
всiх λ0 ∈ R маємо

E(eλ0Zk) ≤ eDλ
2
0.

Клас таких випадкових величин позначимо через Ξ. Для Z ∈ Ξ i будь-якого
k ∈ N : E(Zk) = 0 та

sup
k∈N

E(Z2
k) = sup

k∈N
D(Zk) ≤ 2D.

Надалi вираз “майже напевно” будемо використовувати у сенсi, що вiдповiд-
на властивiсть виконується майже скрiзь вiдносно мiри Лебега P на Ω = [0; 1].
Будемо говорити, що певне спiввiдношення виконується майже напевно у пев-
ному класi випадкових аналiтичних функцiй, якщо воно виконується для всiх
аналiтичних функцiй з цього класу майже скрiзь по ω.

Для субгаусових цiлих лакунарних функцiй маємо таке твердження.
Теорема 2.2. Нехай Z ∈ Ξ. Тодi iснує така множина E(δ) скiнченної лога-

рифмiчної мiри, що для всiх r ∈ (r0(ω); +∞)\E майже напевно в K(f,Z,N )
виконується нерiвнiсть

Mf(r, ω) ≤ µf(r) ln
(2ρ−1)/4 µf(r) ln

3/2+δ
2 µf(r). (1.41)

Наведено приклад, який вказує на необхiднiсть скiнченностi супремуму дис-
персiй послiдовностi випадкових величин Z. А саме, iснує Z ̸∈ Ξ така, що
(∀n ∈ Z+) EZn = 0, supnDZn = +∞ i нерiвнiсть (1.41) не виконується. Це
випливає з наступного твердження.

Теорема 2.3. Для будь-якого α > 0 iснують послiдовнiсть дiйсних незале-
жних випадкових величин, яка задовольняє умови

(∀n ∈ Z+) EZn = 0, sup
n

DZn = +∞,

та цiла функцiя f(z) i стала C > 0 така, що майже напевно в K(f,Z,N ) маємо

Mf(r, ω) = max{|f(z, ω)| : |z| = r} ≥ Cµf(r) ln
1/4+α µf(r), r > r0(ω).
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Субгаусовi випадковi величини i нерiвнiсть Вiмана для аналiтичних
функцiй.

Розглянемо клас випадкових функцiй

K(f,Z) =

{
f(z, ω) =

+∞∑
n=0

anZn(ω)z
n : ω ∈ [0; 1]

}
,

де Z = (Zn) — послiдовнiсть дiйсних центрованих незалежних субгаусових ви-
падкових величин (Z ∈ Ξ), для яких виконується умова

(∃β > 0)(∃n2 ∈ N) : inf{E|Zn|−β : n ≥ n2} < +∞.

Клас таких випадкових величин позначимо через Ξ0.

Доведено наявнiсть ефекту Левi для аналiтичних функцiй у випадку коли
послiдовнiсть випадкових величин, якi є множниками тейлорових коефiцiєнтiв
випадкової аналiтичної функцiї, може не бути рiвномiрно обмеженою.

Теорема 2.4. Нехай Z ∈ Ξ0, f ∈ ER, h ∈ HR, δ > 0. Тодi iснує множина E(δ)
скiнченної h-логарифмiчної мiри така, що для всiх r ∈ (r0(ω), R)\E майже
напевно в K(f,Z) виконується нерiвнiсть

Mf(r, ω) ≤
√
h(r)µf(r)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+δ.
Побудовано приклади, якi вказують на необхiднiсть скiнченностi супремуму

дисперсiй послiдовностi випадкових величин Z.
Теорема 2.5. Для будь-якого α > 0 iснують послiдовнiсть дiйсних незале-

жних випадкових величин, що задовольняє умови
(∀n ∈ Z+) EZn = 0, sup

n
DZn = +∞,

цiла функцiя f ∈ E+∞ та h ∈ H+∞ такi, що майже напевно в K(f,Z) виконує-
ться нерiвнiсть

Mf(r, ω) ≥
√
h(r)µf(r)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+α, r ∈ (r0(ω); +∞).

Теорема 2.6. Для будь-якого α > 0 iснують послiдовнiсть дiйсних незале-
жних випадкових величин, що задовольняє умови

(∀n ∈ Z+) EZn = 0, sup
n

DZn = +∞,

аналiтична функцiя f ∈ E1 та h ∈ H1 такi, що майже напевно в K(f,Z) маємо
Mf(r, ω) ≥

√
h(r)µf(r) ln

α µf(r)(ln{h(r)µf(r)})1/4, r ∈ (r0(ω); 1).

1.2.2. Ефект Левi та нерiвнiсть Вiмана для аналiтичних функцiй
у кратно-кругових областях Рейнхарда Доведено також аналоги нерiв-
ностi Вiмана для аналiтичних функцiй f ∈ Ap

0(G), якi можна представити ря-
дом

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (1.42)



63

областю збiжностi якого є довiльна повна кратно-кругова область Рейнхар-
да G. Через Ap(G) ми позначаємо пiдклас функцiй f ∈ Ap

0(G) такий, що
∂
∂zj
f(z1, . . . , zp) ̸≡ 0 у G для будь-якого j ∈ {1, . . . , p}. Через ER := A1

0(DR)

(0 < R ≤ +∞) позначимо клас аналiтичних функцiй вiд однiєї комплексної
змiнної у крузi DR = {z ∈ C : |z| < R}. Зокрема, E := E+∞ = E1 — це клас
цiлих функцiй вiд однiєї комплексної змiнної.

Для функцiї f ∈ Ap
0(G) вигляду (1.42) з областю збiжностi G та

r = (r1, . . . , rp) ∈ G :=

:= {r = (r1, . . . , rp) : rj = |zj|, z = (z1, . . . , zp) ∈ G, j ∈ {1, . . . , p}}
позначимо

∆r0 = {t ∈ G : tj ≥ r0j , j ∈ {1, . . . , p}}, µf(r) = max{|an|rn11 . . . rnpp : n ∈ Zp+},

Mf(r) = max{|f(z)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}, Mf(r) =
+∞∑

∥n∥=0

|an|rn.

З одного боку, добре вiдомо, що кожна аналiтична функцiя f у повнiй обла-
стi Рейнхарда G з центром z = 0 може бути представленою в G рядом ви-
гляду (1.42). З другого боку, область збiжностi такого ряду вигляду (1.42) є
логарифмiчно-опукла повна область Рейнхарда з центром z = 0.

Область G ⊂ Cp є повною областю Рейнгарда, якщо:
a) z = (z1, . . . , zp) ∈ G =⇒ (∀R = (R1, . . . , Rp) ∈ [0; 1]p) : Rz = (R1z1, . . . ,

Rpzp) ∈ G (повна область);
б) (z1, . . . , zp) ∈ G =⇒ (∀(θ1, . . . , θp) ∈ Rp) : (z1e

iθ1, . . . , zpe
iθp) ∈ G (кратно-

кругова область).
Область Рейнхарда G називається логарифмiчно-опуклою, якщо образ мно-

жини G∗ = {z ∈ G : z1 · . . . · zp ̸= 0} вiдображенням

Ln: z → Ln(z) = (ln |z1|, . . . , ln |zp|)
є опуклою в Rp.

Нехай Hp — клас функцiй h : G → R+ таких, що h є неспадною по кожнiй
змiннiй та ∫

· · ·
∫

G∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

= +∞

для кожного ε ∈ Rp
+ такого, що G ∩∆ε є непорожньою областю в Rp

+.

Для h ∈ Hp вважатимемо, що E ⊂ G є множиною скiнченної логарифмiчної
h-мiри на G, якщо iснує ε ∈ Rp

+ таке, що G ∩ ∆ε є непорожньою областю в
G ⊂ Rp

+ i

νh(E ∩∆ε):=

∫
· · ·
∫

E∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.
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Сiм’ю таких множин позначимо Sh.
Теорема 3.1. Нехай f ∈ Ap(G). Тодi для кожного ε ∈ Rp

+ та δ > 0 iснує
множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

. (1.43)

Зауважимо, якщо вибрати p = 1 i G = DR у теоремi 3.1, то ми отримаємо
нерiвнiсть (1.39).

Теорема 3.2. Нехай f ∈ Ap(G), G є обмеженою. Тодi для кожних ε ∈ Rp
+,

δ > 0 iснує множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E маємо

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}.

У тому випадку, коли

G = Bp(1) :=
{
z ∈ Cp : |z| :=

√
|z1|2 + . . .+ |zp|2 < 1

}
можна вибрати h(r) = (1− |r|)−p, |r| = (r21 + . . .+ r2p)

1/2.

Позначимо |Bp(1)| :=
{
r ∈ Rp

+ : |r| < 1
}
.

Теорема 3.3. Нехай f ∈ Ap(Bp(1)), h(r) = (1 − |r|)−p. Тодi для кожних
ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує така множина E ∈ Sh, що для всiх r ∈ (|Bp(1)| ∩ ∆ε) \ E
маємо

Mf(r) ≤
µf(r)

(1− |r|) 1
2 (p

2+p)+δ
ln

p
2+δ

µf(r)

1− |r|
.

Якщо додатково припустити, що

h(r) =

p∏
j=1

hj(rj), (1.44)

то отримаємо таке твердження.
Теорема 3.4. Нехай f ∈ Ap(G), h ∈ Hp задовольняє умову (1.44). Тодi для

кожних ε ∈ Rp
+, δ > 0 iснує така множина E ∈ Sh, що для всiх r ∈ (G∩∆ε) \E

маємо

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
1+δ ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

.

Перейдемо тепер до результатiв для випадкових аналiтичних функцiй, обла-
стю збiжностi яких може бути довiльна повна область Рейнхарда.

Нехай (Ω,A, P ) — ймовiрнiсний простiр Штейнгуаза. Нехай X = (Xn(t)) —
послiдовнiсть випадкових величин заданих на цьому просторi. Через K(f,X)

позначимо клас випадкових функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n. (1.45)
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Пiд “майже напевно” будемо розумiти, що деяка властивiсть виконується майже
скрiзь за мiрою Лебега P . Будемо говорити, що деякi спiввiдношення виконує-
ться майже напевно у класi K(f,X), якщо воно виконується для кожної цiлої
функцiї f(z, t) вигляду (1.45) майже напевно за t. Для таких функцiй i t ∈ [0; 1]

також позначимо

Mf(r, t) = max{|f(z, t)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}.
Послiдовнiсть випадкових величин X = (Xn(t)), n ∈ Zp+ є мультиплiкатив-

ною системою (МС), якщо

(∀k ∈ N)(∀(nj), nj ∈ Zp+, nj ̸= ns(s ̸= j)) : E(Xn1Xn2 · · ·Xnk) = 0,

де Eξ – математичне сподiвання випадкової величини ξ.
Нехай комплекснозначна послiдовнiсть випадкових величин Zn(t) = Xn(t)+

iYn(t) утворює мультиплiкативну систему, якщо обидвi X = (Xn(t)) i Y =

(Yn(t)) є дiйсними МС.
Доведено таку теорему.
Теорема 3.5. Нехай Z = (Zn(t)) — МС рiвномiрно обмежена числом 1

м.н., f ∈ Ap(G), h ∈ Hp.
a) Для кожних ε ∈ Rp

+ та δ > 0 iснує множина E ∈ Sh така, що для всiх
r ∈ (G ∩∆ε) \ E м.н. в K(f, Z) виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

) p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
4+δ

. (1.46)

b) Якщо область G обмежена, то для кожних ε ∈ Rp
+ та δ > 0 iснує множина

E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
виконується м.н. в K(f, Z).

Зауважимо, що нерiвнiсть (1.46) можна записати у наступному виглядi

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)( p∏
k=1

ln
erk
εk

)p−1
4 +δ

.

У випадку G = Cp з нерiвностi (1.43) при h(r1, . . . , rp) ≡ 10 випливає, що
м.н.

Mf(r, t) ≤ µf(r)(lnµf(r))
p
2+δ

(
p∏

k=1

ln
erk
εk

)p−1
2 +δ

(1.47)

для всiх r ∈ ∆ε ⊂ Rp
+ зовнi деякої множини E такої, що∫

· · ·
∫

E∩∆ε

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.
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Наступне твердження є наслiдком з теореми 3.5 i дає для заданої функцiї
f ∈ Ap(Cp) м.н. iстотно сильнiший опис виняткової множини у нерiвностi (1.47).

Наслiдок 3.1. Нехай Z = (Zn(t)) — МС рiвномiрно обмежена числом 1
м.н., f ∈ Ap(Cp). Для кожних ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує множина E = E(δ, f, t) ∈ Sh
з h(r) = (lnµf(r))

p/(p+1) така, що для всiх r ∈ ∆ε \E м.н. в K(f, Z) виконується
нерiвнiсть (1.43).

У випадку p = 1 з теореми 3.5 маємо такий наслiдок.
Наслiдок 3.2. Нехай Z = (Zn(t)) — МС рiвномiрно обмежена числом 1

м.н., h ∈ H1, f ∈ A1(DR), 0 < R ≤ +∞. Для кожного δ > 0 iснують множина
E = E(δ, f, t) ∈ Sh i стала C > 0 такi, що для всiх r ∈ (r0;R) \E м.н. в K(f, Z)
маємо

Mf(r, t) ≤ Cµf(r)
√
h(r) ln

5
4+δ h(r) ln

1
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
.

Розглянемо клас K(f, θ) аналiтичних функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n

з X = θ = (e2πiθnt), t ∈ R. Тут (θn) — послiдовнiсть натуральних чисел така, що
її впорядкування (θ∗k) за зростанням {θn : n ∈ Zp+} = {θ∗k : k ∈ Z+}, θ∗k+1 > θ∗k,

задовольняє умову
θ∗k+1/θ

∗
k ≥ q > 1, k > 0. (1.48)

Як ми вже вiдзначали вище, у випадку q ≥ 2 система X = θ = (e2πiθnt) є МС,
а за умови q > 1 послiдовнiсть випадкових величин (cos θnt)n∈Zp

+
може не бути

МС. Тому природно виникає питання: чи виконується ефект Левi для класу
K(f, θ) з f ∈ Ap(G) i довiльною послiдовнiстю (θn), впорядкування якої за
зростанням (θ∗k) є послiдовнiстю Адамара?

Вiдповiдь на це питання знаходимо у такiй теоремi.
Теорема 3.6. Нехай θ = (θn)n∈Zp

+
— послiдовнiсть натуральних чисел, яка

задовольняє умову (1.48), f ∈ Ap(G), h ∈ Hp.
a) Тодi майже напевно для t ∈ R i для кожних ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує множина
E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

) p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
4+δ

. (1.49)

b) Якщо область G обмежена, то майже напевно для t ∈ R для кожних ε ∈ Rp
+,

δ > 0 iснує множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
.
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Зауваження 1.3 (див. [117]). Точнiсть нерiвностей (1.46) i (1.49) доведено у
випадках:

1) Cp з h(r) ≡ 10;
2) Dp з

h(r) =

p∏
j=1

rj
1− rj

;

3) Dℓ × Cp−ℓ з

h(r) =
ℓ∏

j=1

rj
1− rj

,

де p, ℓ ∈ N, p ≥ ℓ, p ≥ 2.

Ефект Левi для цiлих функцiй багатьох змiнних.

Розглянемо тепер цiлi функцiї вiд p комплексних змiнних вигляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (1.50)

де zn = zn11 . . . z
np
p , p ∈ N, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, ∥n∥ =

∑p
j=1 nj. Для r =

(r1, . . . , rp) ∈ Rp
+ позначимо

r∧ = min
1≤i≤p

ri.

Через Λp позначимо клас цiлих функцiй вигляду (1.50) таких, що ∂
∂zj
f(z) ̸≡ 0

в Cp для кожного j ∈ {1, . . . , p}. Будемо казати, що пiдмножина E з Rp
+ є мно-

жиною асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри ([75]), якщо E є вимiрною
за Лебегом в Rp

+ та iснує R ∈ Rp
+ таке, що E ∩ ∆R є множиною скiнченної

логарифмiчної мiри, тобто ∫
· · ·
∫

E∩∆R

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.

Використовуючи методи з [75], ми можемо довести наступний точнiший ана-
лог нерiвностi Вiмана.

Теорема 3.8. Нехай f ∈ Ep i δ > 0. Iснують R ∈ Rp
+ i множина E ⊂ ∆R

асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри такi, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/2

· ln5/2+δ
(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)
(1.51)

виконується для всiх r ∈ ∆R \ E.
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Зауваження 1.4. Iснує множина E асимптотично нескiнченної логарифмiчної
мiри така, що для цiлої функцiї

g(z) = exp

{
p∑
j=1

zi

}
,

кожного ε > 0 i r ∈ E маємо

Mg(r) ≥ µg(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µg(r)

)1/2−ε

.

Тому показник 1/2 у нерiвностi (1.51) не можна замiнити числом, меншим
за 1/2. У зв’язку з цим природно виникає таке запитання: як можна описати
“кiлькiсть” тих цiлих функцiй, для яких нерiвнiсть (1.51) можна покращи-
ти?

Нехай Z = (Zn(t)) — комплекснозначна послiдовнiсть випадкових величин
Zn(t) = Xn(t) + iYn(t) задана на ймовiрнiсному просторi Штейнгауса (Ω,A, P )
така, що обидвi X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t)) є дiйсними МС.

Для цiлої функцiї вигляду (1.50) через K1(f,X) позначимо клас випадкових
цiлих функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anZn(t)z
n1
1 . . . znpp . (1.52)

Уточнено нерiвнiсть типу Вiмана з [75] для випадкових цiлих функцiй бага-
тьох комплексних змiнних. А саме, доведено таку теорему.

Теорема 3.9. Нехай Z = (Zn(t)) — МС, рiвномiрно обмежена числом 1,
δ > 0, f ∈ Ep.

a) Тодi майже напевно в K1(f, Z) iснують R ∈ Rp та множина E∗ ⊂ ∆R

скiнченної логарифмiчної мiри такi, що для всiх r ∈ ∆R\E∗ маємо

Mf(r, t) = max
|z|=r

|f(z, t)| ≤ µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/4+δ

.

b) Якщо для деякого α ∈ Rp
+

Mf(r) ≥ exp(rα) = exp(rα1
1 . . . rαp

p ) при r∧ → +∞
або бiльш загально, для кожного β > 0 виконується нерiвнiсть∫

· · ·
∫

∆R

1

lnβ Mf(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞, при R∧ → +∞,

то майже напевно в K1(f, Z) iснує R ∈ Rp
+ i множина E∗ ⊂ ∆R скiнченної

логарифмiчної мiри така, що для всiх r ∈ ∆R\E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r) ln
p/4+δ µf(r). (1.53)
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Також доведено, що показник степеня p/4 + δ в нерiвностi (1.53) не може
бути замiнено числом, меншим за p/4. Це випливає з такого твердження.

Теорема 3.10. Для

f(z) = exp

{
p∑
i=1

zi

}
майже напевно у K1(f,H) для r ∈ E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≥
1

4pp
µf(r) ln

p/4 µf(r),

де E — множина асимптотично нескiнченної логарифмiчної мiри та H =

{e2πiωn}, {ωn} є послiдовнiстю незалежних випадкових величин рiвномiрно роз-
подiлених на [0; 1].

Нерiвнiсть типу Вiмана для функцiй аналiтичних у полiкрузi.

Перейдемо тепер до аналiтичних функцiй, якi можна подати у виглядi

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n

з областю збiжностi Dp = {z ∈ Cp : |zj| < 1, j ∈ {1, . . . , p}}, де

zn = zn11 . . . znpp , p ∈ Z+, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, ∥n∥ =

p∑
j=1

nj.

Через Ap позначимо клас таких аналiтичних функцiй.
Будемо казати, що E ∈ [0; 1)p є множиною асимптотично скiнченної ло-

гарифмiчної мiри на [0; 1)p, якщо iснує r0 ∈ [0; 1)p таке, що

νln(E ∩△r0):=

∫
· · ·
∫

E∩△r0

p∏
i=1

dri
1− ri

< +∞,

тобто E ∩△r0 є множиною скiнченної логарифмiчної мiри на [0; 1)p.

Через Υ1 позначимо сiм’ю множин асимптотично скiнченної логарифмiчної
мiри на [0; 1)p.

Нехай Z = (Zn(t)) — комплексна послiдовнiсть випадкових величин Zn(t) =
Xn(t) + iYn(t) така, що X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t)) є дiйсними МС й K2(f, Z) —
клас випадкових аналiтичних функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anZn(t)z
n1
1 . . . znpp .

Для таких функцiї доведено наступне твердження.
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Теорема 3.14. Нехай f ∈ Ap, Z — МС, рiвномiрно обмежена числом 1,
δ > 0. Тодi майже напевно в K2(f, Z) iснує множина E = E(f, t, δ), E ∈ Υ1,
така, що для всiх r ∈ [0; 1)p\E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r)

(
p∏
j=1

1√
1− rj

· lnp/4
{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

})1+δ

.

Доведено, що показник 1 + δ в попереднiй нерiвностi не можна замiнити
числом, меншим за 1. Це випливає з такого твердження випливає.

Теорема 3.15. Нехай Z — послiдовнiсть випадкових величин така, що
|Zn| ≥ 1 для майже всiх t ∈ [0; 1]. Тодi iснують аналiтична функцiя f ∈ Ap,
стала C > 0 i множина E = E(f, t, δ) ⊂ [0; 1)p, E ̸∈ Υ1, такi, що майже напевно
в K2(f, Z) для всiх r ∈ E маємо

Mf(r, t) ≥ Cµf(r)

p∏
j=1

1√
1− rj

· lnp/4
{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

Аналоги нерiвностi типу Вiмана для кратних степеневих рядiв у не-
обмеженiй цилiндричнiй областi.

Нехай

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (1.54)

де

zn = zn11 . . . znpp , p ∈ N, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, ∥n∥ =

p∑
j=1

nj.

Через Ap
0(T), p, l ∈ N, l < p, позначимо клас аналiтичних функцiй вигляду

(1.54) з областю збiжностi

T = {z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp : |zk| < 1, zj ∈ C, k ∈ {1, . . . , l}, j ∈ {l + 1, . . . , p}} =

= Dl × Cp−l,

i через Ap(T) позначимо пiдклас функцiй f ∈ Ap
0(T) таких, що

∂

∂zj
f(z1, . . . , zp) ̸≡ 0 (∀z ∈ T та ∀j ∈ {l + 1, . . . , p})

i iснує r0 ∈ Rp
+ таке, що для кожного k ∈ {1, . . . , l} виконується умова

rk
∂

∂rk
lnMf(r) + ln rk > 1

(
∀r ∈ (r01; 1)

l × (r02; +∞)p−l
)
.

Нехай

T :=[0; 1)l × [0; +∞)p−l, I = {1, . . . , l}, J = {l + 1, . . . , p}.
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Будемо казати, що E ⊂ T є множиною асимптотично скiнченної логари-
фмiчної мiри на T , якщо iснує r0 ∈ T таке, що

νln(E ∩△r0):=

∫
· · ·
∫

E∩△r0

∏
i∈I

dri
1− ri

∏
j∈J

drj
rj

< +∞.

Сiм’ю таких множин позначимо через Υ.

Теорема 3.16. Нехай f ∈ Ap(T). Для кожного δ > 0 iснує множина E =
E(δ, f) ⊂ T, E ∈ Υ така, що для всiх r ∈ T \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ
lnp/2+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p+δ

. (1.55)

Зауважимо, що показник 1 + δ при
∏

i∈I
1

1−ri у нерiвностi (1.55) не можна
замiнити на менше число нiж 1.

Теорема 3.17. Для довiльного ε ∈ (0; 1) iснує функцiя g ∈ Ap(T) така, що

E =
{
r ∈ T : Mf(r) > µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)ε
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(
ln rj

)p}
має асимптотично нескiнченну логарифмiчну мiру.

Також жоден з показникiв 1+ δ i p/2+ δ у нерiвностi теореми 3.16 не можна
замiнити одночасно на числа меншi за 1 та p/2, вiдповiдно. Це випливає з такого
твердження.

Теорема 3.18. Iснують функцiя f ∈ Ap(T) i стала C > 0 такi, що

E =

{
r ∈ T : Mf(r) > Cµf(r)

∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)}
має асимптотично нескiнченну логарифмiчну мiру.

Нехай Z = (Zn(t)) — послiдовнiсть комплексних випадкових величин
Zn(t) = Xn(t)+ iYn(t) задана на ймовiрнiсному просторi Штейнгауза (Ω,A, P ),
така, що як X = Xn(t), так i Y = Yn(t) утворюють дiйсну МС, рiвномiрно
обмежену числом 1.

Для аналiтичної функцiї f вигляду (1.54) через K3(f, Z) позначимо клас
випадкових аналiтичних функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anZn(t)z
n. (1.56)

Розглянемо клас випадкових аналiтичних функцiй K3(f, Z) вигляду (1.56)
для аналiтичної функцiї f ∈ Ap(T) вигляду (1.54) i МС Z = (Zn(t)). Для
r = (r1, . . . , rp) i функцiї f(z, t) позначимо

Mf(r, t) := max{|f(z, t)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}.
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Для цього класу доведено таке твердження.
Теорема 3.19. Нехай f ∈ Ap(T), Z — МС, рiвномiрно обмежена числом 1,

δ > 0. Тодi майже напевно по t iснує множина E = E(f, t, δ), E ⊂ Υ така, що
для всiх r ∈ T \ E маємо

Mf(r, t) ≤ ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1/2+δ
lnp/4+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2+δ

.

Розглянемо клас K3(f, θ) аналiтичних функцiй

f(z, t) = f(z1, . . . , zp, t) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
2πiθntzn. (1.57)

Тут θ = (θn) — послiдовнiсть цiлих натуральних чисел, така що її впорядкува-
ння за зростанням (θ∗k) {θn : n ∈ Zp+} = {θ∗k : k ∈ Z+}, θ∗k+1 > θ∗k, задовольняє
умову (θ — послiдовнiсть Адамара)

θ∗k+1/θ
∗
k ≥ q > 1, k > 0, (1.58)

де f ∈ Ap(T). Наступне запитання виникає природно: чи буде ефект Левi для
класу K3(f, θ) з f ∈ Ap i послiдовнiстю Адамара θ?

Позитивна вiдповiдь на це питання дана в такому твердженнi.
Теорема 3.20. Нехай δ > 0, f ∈ K3(f, θ) — аналiтична функцiя вигляду

(1.57) i послiдовностi натуральних чисел (θn)n∈Zp
+

задовольняє умову (1.58). Тодi
майже напевно по t ∈ R iснує E(δ, t) ∈ Υ така, що для всiх r ∈ T \ E маємо

Mf(r, t) ≤

≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1/2+δ
lnp/4+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2+δ

. (1.59)

Доведено точнiсть теорем 3.19 та 3.20. А саме, що показники p/4+δ i 1/2+δ
в нерiвностях (1.57) та (1.59) не можна замiнити одночасно числами, меншими
за p/4 i 1/2, вiдповiдно. Це випливає з такого твердження.

Теорема 3.21. Нехай Z = (Zn(t)) така послiдовнiсть випадкових величин,
що (∀n ∈ Z+) : |Zn(t)| ≥ 1 м.н. t ∈ [0; 1]. Тодi для будь-якого ε > 0 iснують
аналiтична функцiя f ∈ Ap(T), стала C > 0 i r0 ∈ T такi, що м.н. по t для всiх
r ∈ ∆r0 виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≥

≥ µf(r)
∏
i∈I

1√
1− ri

lnp/4

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2

(ln lnµf(r))
−p(p−l)/2−ε.
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1.2.3. Нерiвнiсть Бiтляна–Гольдберга для лакунарних рядiв за
однорiдними полiномами та нерiвнiсть Вiмана для кратних рядiв Дi-
рiхле Нехай ∥n∥ = n1+ . . .+np для n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+ та z = (z1, . . . , zp) ∈
Cp. Для Ep(λ) позначимо клас цiлих функцiй f : Cp → C, (тобто, цiлих функцiй
вiд p комплексних змiнних), якi можна подати у виглядi

f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp. (1.60)

Тут
P0(z) ≡ a0 ∈ C, Pk(z) =

∑
∥n∥=λk

anz
n

— однорiднi полiноми степеня λk ∈ Z+, i 0 = λ0 < λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞),

λ = (λk). У випадку λk ≡ k (k ≥ 0) ми отримаємо клас усiх цiлих функцiй вiд p
комплексних змiнних i позначимо через Ep; через E1 та E1(λ) класи цiлих фун-
кцiй вiд однiєї змiнної i цiлих функцiй представлених лакунарним степеневим
рядом вигляду

f(z) = a0 +
+∞∑
k=1

akz
λk, z ∈ C, (1.61)

вiдповiдно.
Згiдно з [46] розглянемо вичерпання простору Cp системою (Gr)r≥0 обме-

жених повних кратно-кругових областей з центром у точцi 0 = (0, . . . , 0) ∈ Cp.

Дiйсно, припустимо, що ця система задовольняє умови:
i)
⋃
r≥0

Gr = Cp;

ii) (∀r1 < r2) : Gr1 ⊂ Gr2;

iii) (z1, . . . , zp) ∈ G1 ⇐⇒ (∀ r > 0) : (rz1, . . . , rzp) ∈ Gr;

iv) (z1, . . . , zp) ∈ Gr =⇒ (∀ θ = (θ1, . . . , θp) ∈ Rp) : (z1e
iθ1, . . . , zpe

iθp) ∈ Gr.

Через G = {G = (Gr)r≥0 : i)—iv)} позначимо клас систем таких областей.
Для r > 0 i цiлої функцiї f ∈ E1(λ) позначимо через

Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}

— максимум модуля i через µf(r) = max{|ak|rλk : k ≥ 0} — максимальний член
степеневого ряду (1.61). Для r > 0 i цiлої функцiї f ∈ Ep(λ) вигляду (1.60)
позначимо

M(r, f) = max{|f(z)| : z ∈ Gr}, mk(r, f) = max{|Pk(z)| : z ∈ Gr} (k ≥ 0).

Згiдно з [46] визначимо тепер дiагональний максимальний член ряду (1.60)

m(r, f)
def
= max{mk(r, f) : k ≥ 0} = max{rλkmk(1, f) : k ≥ 0}.
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Зауважимо, що m(r, f) ≡ µf(r) у випадку коли p = 1.

Нехай n(t) =
∑

λk≤t 1 — лiчильна функцiя послiдовностi λ = (λk).

Ми доведемо аналоги цитованих результатiв ([27]) для класу Ep(λ). Отри-
манi результати, зокрема, мiстять твердження теореми 1.17 з [46], а також до-
ведено їх точнiсть.

Нехай L — клас додатних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких, що
+∞∫
0

dx

ψ(x)
< +∞.

Теорема 4.2. Якщо послiдовнiсть λ = (λk) задовольняє умову

(∃p1 ∈ (0;+∞))(∃t0 > 0)(∀t ≥ t0) : n(t+
√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t)) ≤ tp1

для деякої функцiї ψ ∈ L, тодi для кожної цiлої функцiї f ∈ Ep(λ), p ≥ 2 i для
будь-якого ε > 0 iснують стала C = C(ε, f) > 0 та множина E = E(ε, f) ⊂
[1; +∞) скiнченної логарифмiчної мiри такi, що

M(r, f) ≤ Cm(r, f)(lnm(r, f))p1(ln lnm(r, f))p1+ε

для всiх r ∈ [1,+∞) \ E.
Теорема 4.3. Нехай ψ ∈ L — зростаюча на [0; +∞) функцiя така, що

ψ(t) = O(t ln t ln2 ln t) (t → +∞), i для послiдовностi λ = (λk) виконується
умова

(∃p1 > 0)(∃C1 > 0)(∃t0 > 0)(∀t ≥ t0) : n(t+
√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t)] ≥ C1t

p1.

Тодi для кожного ε ∈ (0, p1) iснує цiла функцiя f ∈ Ep(λ) така, що

M(r, f)

m(r, f) lnp1 m(r, f) lnp1−ε lnm(r, f)
→ +∞ (r → +∞).

Розглянемо I(ν) — клас функцiй F : R → R+ визначається iнтегралом ви-
гляду

F (x) =

∫
R+

a(u)exuν(du),

де ν є злiченно адитивною мiрою на σ-алгебрi B(R+) борелiвських множин на
R+ (борелiвська мiра) така, що ν({x : 0 ≤ x ≤ b}) < +∞ для кожного b > 0,

a : R+ → R+ додатна вимiрна функцiя. Позначимо через supp ν носiй мiри ν,

тобто замкнена множина E =: supp ν така, що

ν(R \ E) = 0, ν({u ∈ R : |u− u0| < r}) > 0

для кожного u0 ∈ E i r > 0. Для x ∈ R й F ∈ I(ν) позначимо

µ∗(x) = sup{a(u)exu : u ∈ supp ν}.
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Отримано твердження, що мiстить нову оцiнку виняткової множини для
функцiй з класу I(ν).

Теорема 4.4. Нехай F ∈ I(ν) та ν — мiра Бореля така, що (∃t0 ≥
0)(∃c2, c3 > 0)(∀T ≥ t0)(∀t ∈ [t0, T ]) :

ν(T − t, T + t] ≤ c2t+ c3.

Якщо h — додатна функцiя така, що
+∞∫
0

h(x)dx = +∞, ln+2 h(x) = o(ln2 F (x)) (x→ +∞),

тодi для кожного ε > 0 iснує множина E3(ε, F, h) ≡ E3 така, що h-meas E3 :=∫
E3
h(x)dx < +∞ та виконується нерiвнiсть

F (x) ≤ h(x)µ∗(x)(lnµ∗(x))
1/2+ε

для кожного x ∈ [0; +∞) \ E3.

Тепер ми розглянемо загальний випадок цiлих функцiй з класу Ep := Ep(λ)
з λk ≡ k ∈ Z+.

З теореми 4.4 випливає такий наслiдок.
Теорема 4.5. Нехай f ∈ Ep. Якщо додатна локально iнтегровна на [1; +∞)

функцiя h0 така, що
+∞∫
1

h0(r)d ln r = +∞, ln+ lnh0(r) = o(ln lnm(r, f)) (r → +∞),

тодi для кожного ε > 0 iснує множина E4(ε, f, h) ≡ E4 така, що

h0-log-meas E4 :=

∫
E4

h0(r)d ln r < +∞

i виконується нерiвнiсть

M(r, f) ≤ h0(r)m(r, f)(lnm(r, f))1/2+ε

для всiх r ∈ [1; +∞) \ E4.

Якщо у теоремi 4.5 виберемо h0(r) = lnεm(r, f), тодi негайно отримаємо
наступне твердження.
Наслiдок 1.1. Якщо f ∈ Ep, тодi для кожного ε > 0 iснує множина
E5(ε, f, h) ≡ E5 така, що ∫

E5

lnεm(r, f)d ln r < +∞

i для всiх r ∈ [1; +∞) \ E5

M(r, f) ≤ m(r, f)(lnm(r, f))1/2+ε.
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Нерiвнiсть типу Вiмана для цiлих кратних рядiв Дiрiхле з довiльни-
ми комплексними показниками.

Для z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp, w = (w1, . . . , wp) ∈ Cp позначимо

(z, w) =

p∑
j=1

zpwp, ∥n∥ =

p∑
j=1

nj, Re z = (Re z1, . . . ,Re zp).

Для R = (r1, . . . , rp) ∈ Rp позначимо ΠR = {z ∈ Cp : Re z < R}.
Через D позначимо клас абсолютно збiжних у всьому комплексному про-

сторi Cp (цiлий) рядiв Дiрiхле вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn) (1.62)

з такою послiдовнiстю показникiв (λn), що {λn : n ∈ Zp} ⊂ Cp та λn ̸= λm
для всiх n ̸= m. Через D+ позначимо клас цiлих рядiв Дiрiхле з послiдовнiстю
показникiв Λp = (λn) таких, що λn = (λ

(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ), n = (n1, . . . , np) та 0 =

λ
(j)
0 < λ

(j)
k ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), 1 ≤ j ≤ p. Для F ∈ D i z ∈ Cp позначимо

M(z, F ) :=
+∞∑

∥n∥=0

|an|eRe(z,λn), µ(z, F ) := sup{|an|eRe(z,λn) : n ∈ Zp+},

i N∗ :=
⋃
zN∗(z), де N∗(z) — множина таких мультиiндексiв ν = ν(z, F ) ∈ Zp+,

що |aν|eRe(z,λν) = µ(z, F ) для даного z. Позначимо

β(z) := sup{Re(z, λn) : n ∈ Z+} : Cp → R.
Нехай D1 — клас абсолютно збiжних для цiлих рядiв Дiрiхле в C

F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn

з послiдовнiстю показникiв (λn) таких, що λn ≥ 0 (n ≥ 0) i sup{λn : n ≥ 0} =

+∞.

Для функцiї F ∈ D1 позначимо через (µk)k∈Z+
послiдовнiсть (− ln |ak|)k∈Z+

впорядкована за неспаданням.
Нехай L — клас додатних неперервних зростаючих до +∞ функцiй на

[0; +∞) i L1 — клас функцiї Φ ∈ L таких, що

φ(2t) = O(φ(t)) (t→ +∞),

де φ — обернена функцiя до Φ.

Для вимiрної за Лебегом множини (наприклад, для борелевої множини) E ⊂
Cp та α > 0 позначимо

Vα(E) :=

∫∫
E∩{z : |z|≥1}

dxdy

|z|α
, z = x+ iy ∈ Cp.
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Для кулi Dp
R = {z ∈ Cp : |z| ≤ R}, R > 0, V2p(Dp

R) = Cp lnR, (R ≥ 1),

V2p(Cp) = +∞, де Cp — площа одиничної сфери в R2p.
Нехай L — клас додатних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких, що

ψ(t) → +∞ (t→ +∞), а L0 — клас таких функцiй Φ ∈ L, що
x∫

x0

Φ(t)

t
dt = O(Φ(x)) (x→ +∞).

Позначимо через D0 клас функцiй F ∈ D таких, що µ(z, F ) = 1 (z ∈ Dp
1),

де Dp
1 = {z ∈ Cp : |z| ≤ 1}.

Для функцiї F ∈ D0 i заданого z ∈ Cp визначимо

Φz(t) =
1

t
lnµ(tz, F ) : [0; +∞) → [0; +∞).

Для функцiї F ∈ D визначимо такi множини

γ(F )
def
=
{
z ∈ C : lim

t→+∞
Φz(t) = +∞

}
, γ+(F )

def
= {z ∈ γ(F ) : Φz ∈ L0}.

Множини γ(F ), γ+(F ) є дiйсними конусами.
Для функцiї F ∈ D i z ∈ γF визначимо

K(z) = KF (z) := sup

{
1

Φz(t)

t∫
0

Φz(u)

u
du : t ≥ t0

}
,

де Φz(t) =
1
t lnµ(tz, F ), та t0 = t0(z) = max{t ∈ R : µ(tz, F ) = 1}. Очевидно, що

γ+(F ) =
{
z ∈ γ(F ) : KF (z) < +∞

}
.

Для R ∈ (0;+∞) також визначимо

γR = γ+(F,R) :=
{
z : KF (z) ≤ R

}
.

Доведено теорему, що мiстить верхню оцiнку загального члена ряду F ∈ D0

через його максимальний член.
Теорема 4.8. Нехай F ∈ D0, v(u) : [0; +∞) → [0; +∞) — така функцiя, що

v(u) > 0 (u ≥ u0) i
∫ +∞
0 v(u)du < +∞. Якщо ln k = o(µk) (k → +∞), то iснує

функцiя

c1(u) ↑ +∞ (u→ +∞),

+∞∫
0

c1(u)v(4u)du < +∞,

та множина E ⊂ γ+(F ) : V2p(E ∩ γ+(F )) ≤ Cp, такi, що для кожного R > 0, для
всiх n ≥ 0 i t > 0, tz ∈ γR \ E виконується нерiвнiсть

|an|etRe(z,λn) ≤ µ(tz, F ) exp

{
− t

µkn∫
µkν

(µkn − u)
c∗z(u)

φ∗
z(u)

v(4u)du

}
,
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де µkn = − ln |an|, c∗z(u) = e−2K(z)c1(u), ν = ν(tz, F ) :

∥ν(tz)∥ = max{∥n∥ : |an|etRe(z,λn) = µ(tz, F )}
є центральним мультиiндексом ряду (1.62), а φ∗

z(u) є оберненою функцiєю до
Φ∗
z(t) = lnµ(tz, F ).

З попередньої теореми випливає таке твердження.
Теорема 4.9. Нехай F ∈ D. Якщо

(∃α > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
αdt

t2
< +∞, n1(t)

def
=
∑
µn≤t

1, t0 > 0, (1.63)

тодi iснує множина E ⊂ γ+(F ) така, що V2p(E ∩ γ+(F )) ≤ Cp i спiввiдношення
M(z, F ) = o(µ(z, F ) ln1/α µ(z, F )) (1.64)

виконується при z → ∞ (z ∈ γR \ E) для кожного R > 0.

З теореми 4.9 можна отримати такий наслiдок для цiлих рядiв Дiрiхле вiд
однiєї змiнної.

Теорема 4.6. ([92]) Нехай

F ∈ D1, Φ1 ∈ L1, Φ1(x)
def
=

1

x
lnµ(x, F ).

Якщо

(∃α > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α

t2
dt < +∞, n1(t)

def
=
∑
µn≤t

1, t0 > 0,

тодi iснує множина E ⊂ R така, що

ln –meas (E) :=
∫

E∩[1;+∞)

d ln r < +∞

i спiввiдношення
M(x, F ) = o(µ(x, F ) ln1/α µ(x, F ))

виконується при x→ +∞ (x /∈ E).

Наступне твердження показує, що оцiнки (1.64) за умови (1.63) загалом не
можуть бути покращенi.

Теорема 4.7. ([92]) Для кожного α > 0 iснує функцiя F ∈ D1 така, що
умова (1.63) i спiввiдношення

(∀ε > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α+ε

t2
dt = +∞

виконуються та(
∀ε ∈ (0; 1/α)

)
:

F (x)

µ(x, F )(lnµ(x, F ))1/α−ε
→ +∞, x→ +∞.
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1.2.4. Асимптотичнi властивостi ймовiрностi вiдсутностi нулiв
для випадкових цiлих та аналiтичних функцiй Нехай E — клас ви-
падкових цiлих функцiй вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, (1.65)

де an ∈ C, n ∈ Z+ такi, що

a0 ̸= 0, lim
n→+∞

n
√

|an| = 0, #{n ∈ N : an ̸= 0} = +∞;

εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, рiвно-
мiрно розподiлених на [−π, π),

(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1), тобто незалежних випадко-

вих комплексних величин зi стандартним гаусовим розподiлом у комплекснiй
площинi зi щiльнiстю

pξn(z) =
1

π
e−|z|2, z ∈ C, n ∈ Z+.

Для r > 0 i δ ∈ R позначимо

N (r) = {n : ln(|an|rn) > 0}, N(r) = #N (r),

s(r) = 2
+∞∑
n=0

ln+(|an|rn) = 2
∑

n∈N (r)

ln(|an|rn),

P0(r) = P{ω : nf(r, ω) = 0}, p0(r) = ln− P0(r), ln− x := −min{lnx; 0},

де nf(r, ω) — лiчильна функцiя нулiв функцiї f(z, ω) в rD = {z : |z| < r}.
Нехай P = P1 × P2 — прямий добуток ймовiрнiсних мiр P1 i P2, визначених

на (Ω1 × Ω2,A1 × A2). Тут A1 × A2 — мiнiмальна σ-алгебра, яка мiстить усi
A1 × A2 такi, що A1 ∈ A1 та A2 ∈ A2. Нехай εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) — послi-
довнiсть незалежних випадкових величин, рiвномiрно розподiлених на [−π, π),
заданих на (Ω1,A1, P1), ξn(ω2) ∈ NC(0; 1) заданих на (Ω2,A2, P2), де (Ω1,A1, P1),

(Ω2,A2, P2) — два ймовiрнiснi простори.
Отримано оцiнки зверху i знизу для ln− P0(r). А саме, доведено такi два

твердження.
Теорема 5.1. Нехай ε > 0 i f ∈ E . Тодi iснує множина E ⊂ (1;+∞)

скiнченної логарифмiчної мiри така, що

p0(r) ≤ s(r) +N(r) exp{(2 + ε)
√
lnN(r)}

для всiх r ∈ (1;+∞) \ E.
Теорема 5.4. Нехай f ∈ E . Тодi P -майже напевно iснує r0(ω) > 0 таке, що

для всiх r ∈ (r0(ω); +∞) маємо

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r).
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З теорем 5.1 i 5.4 випливає таке твердження.
Теорема 5.5. Нехай ε > 0 i f ∈ E . Тодi iснує множина E ⊂ (1;+∞)

скiнченної логарифмiчної мiри та P -майже напевно r0(ω) > 0 такi, що для всiх
r ∈ (r0(ω); +∞) \ E виконується нерiвнiсть

(1− ε)N(r) lnN(r) ≤ p0(r)− s(r) ≤ N(r) exp{(2 + ε)
√
lnN(r)}, (1.66)

а саме,

0 ≤ lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
, lim

r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
≤ 1

2
(1.67)

та
lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
= 1.

На точнiсть нерiвностей (1.67) вказують наступнi двi теореми.
Теорема 5.6. Iснують f ∈ E i множина E ⊂ (1;+∞) скiнченної логарифмi-

чної мiри такi, що

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
=

1

2
.

Теорема 5.7. Iснують f ∈ E та множина E ⊂ (1;+∞) скiнченної логари-
фмiчної мiри такi, що

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= 0.

Асимптотичнi властивостi ймовiрностi вiдсутностi нулiв для випад-
кових аналiтичних функцiй.

Розглянемо тепер випадковi аналiтичнi функцiї вигляду (1.65). Тут an ∈ C,
n ∈ Z+ такi, що

a0 ̸= 0, lim
n→+∞

n
√

|an| = 1, sup{|an| : n ∈ N} = +∞.

Позначимо клас таких випадкових аналiтичних функцiй через A.
Нехай

p0(r) = ln− P{ω : nf(r, ω) = 0}
для випадкових аналiтичних функцiй f ∈ A.

Теорема 5.8. Нехай f ∈ A та

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4.

Iснує множина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри така, що для всiх
r ∈ [0; 1)\E маємо

p0(r) ≤ s(r) + (1 + e)N(r) lnN(r) + C0N(r),
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де C0 = 3 + 9/|a0|.
Теорема 5.11. Нехай f ∈ A. Тодi P -майже напевно iснує r0(ω) > 0 таке,

що для всiх r ∈ (r0(ω); 1) маємо

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r).

З теорем 5.8 та 5.11 випливає таке твердження.
Теорема 5.12. Нехай ε > 0 i f ∈ A такi, що

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4.

Тодi iснують множина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри та P -майже
напевно r0(ω) > 0 такi, що для всiх r ∈ (r0(ω); 1) \ E виконується нерiвнiсть

(1− ε)N(r) lnN(r) ≤ p0(r)− s(r) ≤ (1 + e+ ε)N(r) lnN(r),

а саме,

0 ≤ lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
, lim

r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
≤ 1

2− 1
α

(1.68)

та
lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
= 1.

Якщо послiдовнiсть (an) є логарифмiчно ввiгнутою, то умову (5.15) у теоремi
5.12 можна замiнити на

lim
r↑1

ln lnµf(r)

ln 1
1−r

> 4.

Точнiсть нерiвностей (1.68) у випадку α = +∞ випливає з таких двох твер-
джень.

Теорема 5.13. Iснують випадкова аналiтична функцiя f ∈ A : α = +∞ i
множина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри такi, що

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
=

1

2
.

Теорема 5.14. Iснують випадкова аналiтична функцiя f ∈ A : α = +∞,
множина E ⊂ [0; 1) нульової щiльностi, тобто (тут meas — мiра Лебега на пря-
мiй)

DE = lim
r↑1

1

1− r
meas(E ∩ [r; 1)) = 0,

такi, що

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= 0.
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1.2.5. Асимптотичнi властивостi iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса
Нехай ν є невiд’ємною мiрою на R+ з необмеженим носiєм supp ν i f(x) —
довiльна невiд’ємна ν-вимiрна функцiя на R+. Через I(ν) позначимо клас фун-
кцiй F : R → R вигляду

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du).

Для F ∈ I(ν) та x ∈ R визначимо

µ∗(x, F ) = sup{f(u)exu : u ∈ supp ν}.

Нехай L клас невiд’ємних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких, що
ψ(t) → +∞ при t→ +∞ i через L+ пiдклас функцiй

ψ ∈ L : ψ(t) ↗ +∞, t→ +∞.

Припустимо, що Φ ∈ L+. Через I(ν,Φ) ми позначимо клас функцiй F ∈ I(ν)
таких, що

(∃c > 0) : lnF (x) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0),

I∗(ν,Φ) := {F ∈ I(ν) : (∃c > 0)(∃xj → +∞)[ lnF (x) ≤ Φ(cx) (x = xj, j ≥ 1)]}.

Доведено теорему про аналог спiввiдношення Бореля.
Теорема 6.1. Нехай Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ I(ν,Φ0). Якщо умови

(∀η > 0) : ln ν0(ηΦ(t)) = o(tΦ(t)) (t→ +∞)

та

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
= 0, ν0(t) := ν((0, t]) (1.69)

виконуються, то

lnF (x) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x, F ), x→ +∞ (x ̸∈ E),

де E — множина нульової лiнiйної нижньої щiльностi, тобто

DE = lim
R→+∞

1

R
meas(E ∩ [0, R]) = 0.

Наступна теорема вказує, що (1.69) є необхiдною умовою теореми 6.1.
Теорема 6.2. Нехай Φ ∈ L+. Якщо умови

(∃η > 0)(∃b > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
> b,

+∞∫
0

e−ηtdν0(t) < +∞
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виконуються, то для кожного h > 0 iснує функцiя F ∈ I(ν,Φ0), Φ0(x) = xΦ(x),
така, що для всiх x ≥ x0 виконується нерiвнiсть

lnF (x) ≥ (1 + h) lnµ∗(x, F ).

Нехай λ = (λn) — така послiдовнiсть, що

0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑ +∞), ν(E) :=
∑
λn∈E

δλn(E)

для кожної обмеженої множини E ⊂ R+, де

δλ(E) =

{
1, при λ ∈ E;

0, iнакше.

Тодi для функцiї F ∈ I(ν) та x ≥ 0 маємо цiлий ряд Дiрiхле

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du) =
+∞∑
n=0

f(λn)e
xλn.

Позначимо H(λ,Φ) клас цiлих рядiв Дiрiхле з фiксованою послiдовнiстю
показникiв λ вигляду

F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn,

таких, що

(∃c > 0) : lnM(x, F ) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0), M(x, F ) :=
+∞∑
n=0

|an|ezλn.

Нехай

M(x, F ) = sup{|F (x+ iy)| : y ∈ R}, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}.

З теореми 6.1 отримуємо наступний наслiдок.
Наслiдок 6.1. Нехай Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ H(λ,Φ0). Якщо умови

(∀η > 0) : lnn(ηΦ(t)) = o(tΦ(t)) (t→ +∞) (1.70)

та

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d lnn(t)

t
= 0, n(t) :=

∑
λn≤t

1,

виконуються, то

lnM(x, F ) = (1 + o(1)) lnµ(x, F ), x→ +∞, (x ̸∈ E),

при де E — множина нульової нижньої лiнiйної щiльностi, тобто DE = 0.

З теореми 6.2 маємо наступний наслiдок.
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Наслiдок 6.2. Нехай Φ ∈ L+. Якщо умови

(∃η > 0)(∃b > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d lnn(t)

t
> b,

+∞∫
0

e−ηtdn(t) < +∞

виконуються, то для кожного h > 0 iснує функцiя F ∈ H(λ,Φ) така, що для
всiх x ≥ x0 виконується нерiвнiсть

lnM(x, F ) ≥ (1 + h) lnµ(x, F ).

Про зростання iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса

Нехай V — клас невiд’ємних неспадних необмежених та неперервних справа
на [0; +∞) функцiй F .

Перетворення Лапласа–Стiлт’єса дiйсної функцiї g зазвичай задається iнте-
гралом Лебега–Стiлт’єса у виглядi

∫ +∞
0 ezxdg(x). Запишемо це перетворення в

iншiй формi. Iнтегралом Лапласа–Стiлт’єса називається

I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R, (1.71)

для невiд’ємної на [0; +∞) функцiї f . Iнтеграл (1.71) є прямим узагальненням
звичайного iнтеграла Лапласа I(σ) =

∫∞
0 f(x)exσdx i ряду Дiрiхле

D(σ) =
∞∑
n=0

ane
λnσ

з невiд’ємними коефiцiєнтами an та показниками λn, 0 ≤ λn ↑ +∞ (n → ∞),
якщо ми виберемо

F (x) = n(x) =
∑
λn≤x

1, f(λn) = an ≥ 0

для всiх n ≥ 0 (див. також [27,131]).
Нехай

µ(σ) = µ(σ, I) = max{f(x)exσ : x ≥ 0}, σ ∈ R,
— максимум пiдiнтегральної функцiї, σc — абсциса збiжностi iнтегралу (1.71) та
σµ — абсциса iснування максимуму пiдiнтегральної функцiї. Власне, µ(σ, I) =
max{f(x)exσ : x ≥ 0} < +∞ для σ < σµ i µ(σ, I) = +∞ для всiх σ > σµ. Тодi

σµ = lim
x→+∞

1

x
ln

1

f(x)

i якщо lnF (x) = o(x) або lnF (x) = o(ln f(x)) при x→ +∞, то σc ≤ σµ. Також
зауважимо, що якщо lnF (x) = O(x) при x→ +∞ та σµ = +∞, то ([177, с. 11])
σc = +∞.
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Щоб отримати нерiвнiсть σc ≥ σµ, ми вводимо поняття регулярного зростан-
ня f вiдносно F . Будемо казати, що додатна функцiя fмає регулярне зростання
вiдносно F , якщо iснують a ≥ 0, b ≥ 0 та h > 0 такi, що для всiх x ≥ a

x+b∫
x−a

f(t)dF (t) ≥ hf(x).

Тодi якщо F ∈ V i f мають регулярне зростання вiдносно F , то σc ≤ σµ. Таким
чином, якщо F ∈ V та f мають регулярну варiацiю вiдносно F i якщо або
lnF (x) = o(x), або lnF (x) = o(ln f(x))) при x→ +∞, то σc = σµ.

Надалi припустимо, що σc = σµ = +∞.
Для цiлої функцiї

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

позначимо через ϱ(f) її порядок, а σ(f) її тип.
Нехай L — клас неперервних зростаючих функцiй α таких, що α(x) ≥ 0

для x ≥ x0, α(x) = α(x0) для x ≤ x0, i на [x0; +∞) функцiя α зростає до +∞.
Будемо казати, що α ∈ L0, якщо α ∈ L i

α(x(1 + o(1))) = (1 + o(1))α(x), x→ +∞.

Позначимо α ∈ Lsi, якщо α ∈ L i для будь-якого c > 0 виконується нерiв-
нiсть α(cx) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞. Функцiї з Lsi називаються повiльно
зростаючими.

Нехай α ∈ L, β ∈ L та G — довiльна функцiя на [σ0; +∞). Значення

ϱαβ(G) = lim
σ→+∞

α(G(σ))

β(σ)
(1.72)

називається узагальненим порядком G. Якщо ми виберемо G(σ) = ln I(σ),
то з (1.72) ми отримаємо означення узагальненого порядку ϱαβ(I) iнтегралу
Лапласа-Стiлт’єса (1.71). Також визначимо

kαβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
f(x)

) .
Спочатку зауважимо, що якщо функцiї α ∈ L0 i β ∈ L0 неперервно диференцi-
йовнi та для кожного ϱ ∈ (0;+∞)

dβ−1(α(x)/ϱ)

d lnx
= O(1), x→ +∞, (1.73)

тодi ϱαβ(lnµ) = kαβ(f), i якщо для кожного ϱ ∈ (0;+∞)

lnF (x) = o

(
xβ−1

(
α(x)

ϱ

))
, x→ +∞, (1.74)
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то ϱαβ(I) ≤ ϱαβ(lnµ). З iншого боку, якщо f має регулярну варiацiю вiдносно
F , тодi ϱαβ(I) ≥ ϱαβ(lnµ) для кожного α ∈ L0 та β ∈ L.

Тодi правильна наступна теорема.

Теорема 6.5. Нехай F ∈ V , f мають регулярну варiацiю вiдносно F , а
функцiї α ∈ Lsi i β ∈ L0 задовольняють умову (1.73). Якщо F задовольняє
умову (1.74), тодi ϱαβ(I) = kαβ(f).

Тепер позначимо

λαβ(I) = lim
σ→+∞

α(ln I(σ))

β(σ)
, λαβ(lnµ) = lim

σ→+∞

α(lnµ(σ))

β(σ)
,

καβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
f(x)

) .
Теорема 6.6. Нехай функцiї α ∈ Lsi i β ∈ L0 задовольняють умову (1.73), а

функцiя F ∈ V — умову (1.74). Припустимо, що функцiя f має регулярну варi-
ацiю вiдносно F i v(x) = −(ln f(x))′ є неперервною та зростаючою на [x0; +∞).
Якщо ϱαβ(I) < +∞, то λαβ(I) = καβ(f).

Границi

ϱMαβ(I) = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(
ln I(σ)

σ

)
, λMαβ(I) = lim

σ→+∞

1

β(σ)
α

(
ln I(σ)

σ

)
(1.75)

називаються модифiкованим узагальненим порядком i модифiкованим нижнiм
узагальненим порядком I, вiдповiдно. Якщо в (1.75) вибрати lnµ(σ) замiсть
I(σ), то ми отримаємо означення ϱMαβ(lnµ) i λMαβ(lnµ).

Теорема 6.7. Нехай α ∈ Lsi i β ∈ L0 або α ∈ L0 i β ∈ Lsi, функцiя
F ∈ V задовольняє умову (1.74), а f має регулярну варiацiю вiдносно F . Тодi
ϱMαβ(I) = kαβ(f).

Теорема 6.8. Нехай α ∈ Lsi i β ∈ L0 або α ∈ L0 i β ∈ Lsi i функцiя F ∈ V

задовольняє умову (1.74). Припустимо, що f має регулярну варiацiю вiдносно F
i v(x) = −(ln f(x))′ ↑ +∞ при x0 ≤ x→ +∞. Тодi λMαβ(I) = καβ(f).

Нехай LS(F ) — клас iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса, для якого σc = σµ = +∞.
Припустимо, що Ij ∈ LS(F ), 1 ≤ j ≤ m i

Ij(σ) =

∞∫
0

fj(x)e
xσdF (x), σ ∈ R. (1.76)

Наступна теорема є аналогом теореми 1.24.
Теорема 6.9. Нехай функцiї α ∈ Lsi i β ∈ L0 задовольняють умову (1.73),

а функцiя F ∈ V — умову (1.74). Припустимо, що всi функцiї fj мають регу-
лярну варiацiю вiдносно F , а vj(x) = −(ln fj(x))

′ є неперервною та зростає на
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[x0; +∞). Також припустимо, що f має регулярну варiацiю вiдносно F i

β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= (1 + o(1))

m∏
j=1

β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)ωj

, x→ +∞, (1.77)

де ωj > 0 для 1 ≤ j ≤ m i
m∑
j=1

ωj = 1.

Якщо всi iнтеграли (1.76) мають регулярне αβ-зростання (тобто λαβ(Ij) =
ϱαβ(Ij) < +∞), то iнтеграл (1.71) має регулярне αβ-зростання i

ϱαβ(I) =
m∏
j=1

(ϱαβ(Ij))
ωj .

Якщо ми виберемо α(x) = lnx i β(x) = x для x ≥ x0, то за означеннями
ϱαβ(I) i λαβ(I) отримаємо означення R-порядку ϱR i нижчого R-порядку λR,
вiдповiдно. Вибравши ще m = 2 i ω1 = ω2 = 1/2, отримаємо таке твердження.

Наслiдок 6.3. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x lnx) при x → +∞. При-
пустимо, що функцiї fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F i
vj(x) = −(ln fj(x))

′ неперервна i зростає на [x0; +∞). Також припустимо, що f
має регулярну варiацiю вiдносно F i

ln
1

f(x)
= (1 + o(1))

√
ln

1

f1(x)
ln

1

f2(x)
, x→ +∞.

Якщо iнтеграли I1 i I2 мають регулярне R-зростання (тобто λR(Ij) = ϱR(Ij) <
+∞ для j ∈ {1; 2}), то iнтеграл (1.71) має регулярне R-зростання та

ϱR(I) =
√
ϱR(I1)ϱR(I1).

Використовуючи модифiкованi узагальненi порядки, отримуємо наступну
теорему.

Теорема 6.10. Нехай або α ∈ Lsi i β ∈ L0 або α ∈ L0 i β ∈ Lsi, i функцiя
F ∈ V задовольняє умову (1.74). Припустимо, що f має регулярну варiацiю
вiдносно F , а v(x) = −(ln f(x))′ неперервна i зростаюча на [x0; +∞). Також
припустимо, що f має регулярну варiацiю вiдносно F i виконується (1.77).

Якщо всi iнтеграли (1.76) мають регулярне модифiковане αβ-зростання
(тобто λMαβ(Ij) = ϱMαβ(Ij) < +∞), то iнтеграл (1.71) має регулярне модифiко-
ване αβ-зростання i

ϱMαβ(I) =
m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj .

Якщо вибрати α(x) = lnx i β(x) = lnx для x ≥ x0, то отримаємо таке
твердження.
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Наслiдок 6.4. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞. Припу-
стимо, що функцiї fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F i
vj(x) = −(ln fj(x))

′ неперервна i зростає на [x0; +∞). Також припустимо, що f
має регулярну варiацiю вiдносно F i

ln

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= (1+o(1))

√
ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
, x→ +∞. (1.78)

Якщо iнтеграли I1 i I2 мають регулярний логарифмiчний рiст (тобто λl(Ij) =
ϱl(Ij) ∈ (1;+∞) для j ∈ {1; 2}), то iнтеграл (1.71) має регулярний логарифмi-
чний рiст i

ϱl(I) =
√
(ϱl(I1)− 1)(ϱl(I1)− 1).

При α(x) = x i β(x) = ln x для x ≥ x0, маємо

ϱMαβ(I) = T (I) := lim
σ→+∞

ln I(σ)

σ lnσ
, λMαβ(I) = t(I) := lim

σ→+∞

ln I(σ)

σ lnσ
,

i отримуємо наступний наслiдок.
Наслiдок 6.5. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x2) при x → +∞. Припусти-

мо, що функцiї fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F i vj(x) =
−(ln fj(x))

′ неперервна i зростає на [x0; +∞). Також припустимо, що f має ре-
гулярну варiацiю вiдносно F i виконується (1.78). Якщо t(Ij) = T (Ij) < +∞
для j ∈ {1; 2}, то для iнтеграла (1.71)

t(I) = T (I) =
√
T (I1)T (I1).

Визначимо узагальнений тип Tαβ(I) iнтеграла (1.71) за формулою

Tαβ(I) = lim
σ→+∞

exp{α(ln I(σ))}
exp{ϱβ(σ)}

, (ϱ = ϱαβ(I)).

Теорема 6.11. Нехай функцiї α ∈ L i β ∈ L неперервно диференцiйовнi,
xα′(x) = o(1), xβ′(x) = O(1) при x → +∞ та (1.73) i виконується спiввiдноше-
ння

dβ−1(α(x) + c)

d lnx
= O(1), x→ +∞.

Нехай F ∈ V , f i fj мають регулярну варiацiю вiдносно F i виконується умова

lnF (x) = o(xβ−1(α(x) + c)), x→ +∞,

Припустимо, що всi iнтеграли (1.76) мають однаковий узагальнений порядки
ϱαβ(Ij) = ϱ ∈ (0;+∞) i узагальненi типи Tαβ(Ij) ∈ (0;+∞). Припустимо також,
що f1(x) > 0 для всiх x ≥ x0 i для всiх 2 ≤ j ≤ m

β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
≤ (1 + o(1))β

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞. (1.79)

Якщо ωj > 0 для 1 ≤ j ≤ m,
∑

1≤j≤m ωj = 1 i

exp

{
β

(
1

x
ln

1

f(x)

)}
= (1 + o(1))

m∏
j=1

exp

{
ωjβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)}
, (1.80)
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при x → +∞, то iнтеграл (1.71) має узагальнений порядок ϱαβ(I) = ϱ та уза-
гальнений тип

Tαβ(I) ≤
m∏
j=1

Tαβ(Ij)
ωj .

Якщо ми виберемо α(x) = ln ln lnx, β(x) = ln x для x ≥ x0,m = 2 i ωj = 1/2,
то з теореми 6.11 ми отримуємо таке твердження.

Наслiдок 6.6. Нехай F ∈ V , lnF (x) = o(x ln lnx) при x→ +∞ i функцiї f i
fj (j ∈ {1; 2}) мають регулярну варiацiю вiдносно F . Припустимо, що f1(x) > 0
для всiх x ≥ x0 i

ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
≤ (1 + o(1)) ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞.

Якщо lim
σ→+∞

ln ln ln ln Ij(σ)
lnσ = ϱ ∈ (0;+∞) для j ∈ {1; 2} та

ln
1

f(x)
= (1 + o(1))

√
ln

1

f1(x)
ln

1

f2(x)
, x→ +∞,

то lim
σ→+∞

ln ln ln ln I(σ)
lnσ = ϱ i

lim
x→+∞

x

exp3

{(
1
x ln

1
f(x)

)ϱ} ≤

≤
√√√√ lim

x→+∞

x

exp3

{(
1
x ln

1
f(x)

)ϱ} lim
x→+∞

x

exp3

{(
1
x ln

1
f(x)

)ϱ} ,
де exp3 x = exp{exp{ex}}}.

Для iнтеграла (1.71) зi скiнченним модифiкованим узагальненим порядком
визначимо узагальнений тип TMαβ(I) за формулою

TMαβ(I) = lim
σ→+∞

ln I(σ))

σα−1(ϱβ(σ))
, (ϱ = ϱMαβ(I)).

Теорема 6.12. Нехай β ∈ Lsi, α(x) = (1 + o(1)) lnx при x→ +∞ i β1(x) =
α−1(ϱβ(x)) ∈ Lsi. Нехай F ∈ V , lnF (x) = o(xβ−1

1 (x)) при x → +∞ i f i
fj мають регулярну варiацiю вiдносно F . Припустимо, що всi iнтеграли (1.76)
мають однаковий модифiкований узагальнений порядок ϱMαβ(Ij) = ϱ ∈ (0;+∞)

i модифiкованi узагальненi типи TMαβ(Ij) ∈ (0;+∞). Припустимо також, що
f1(x) > 0 для всiх x ≥ x0 i виконується (1.79).

Якщо ωj > 0 для 1 ≤ j ≤ m,
∑

1≤j≤m ωj = 1 i

α−1

(
ϱβ

(
1

x
ln

1

f(x)

))
= (1 + o(1))

m∏
j=1

(
α−1

(
ϱβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)))ωj

, x→ +∞,
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тодi iнтеграл (1.71) має модифiкований узагальнений порядок ϱMαβ(I) = ϱ i мо-
дифiкований узагальнений тип

TMαβ(I) ≤
m∏
j=1

TMαβ(Ij)
ωj .

Якщо ми виберемо α(x) = ln x, β(x) = ln lnx для x ≥ x0, m = 2 i ωj = 1/2

тодi з теореми 6.12 ми отримаємо таке твердження.
Наслiдок 6.7. Нехай F ∈ V , lnF (x) = o(x exp{ex}) при x → +∞ i фун-

кцiї f i fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F . Припустимо, що
f1(x) > 0 для всiх x ≥ x0 i

ln ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
≤ (1 + o(1)) ln ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞.

Якщо lim
σ→+∞

ln ln Ij(σ)−lnσ
ln lnσ = ϱ ∈ (0;+∞) для j ∈ {1; 2} та

ln

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= (1 + o(1))

√
ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
, x→ +∞,

то lim
σ→+∞

ln ln I(σ)−lnσ
ln lnσ = ϱ i

lim
σ→+∞

ln I(σ)

σ lnϱ σ
≤
√

lim
σ→+∞

ln I1(σ)

σ lnϱ σ
lim

σ→+∞

ln I2(σ)

σ lnϱ σ
.

Наступне твердження доповнює теореми 6.10 i 6.12.
Теорема 6.13. Нехай або α ∈ Lsi i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lsi, F ∈ V ,

lnF (x) = o(xβ−1(αc(x))) при x → +∞ для кожного c ∈ (0, +∞) та iнтеграли
(1.76) мають модифiкованi загальнi порядки ϱMαβ(Ij) ∈ (0;+∞). Припустимо,
що f має регулярну варiацiю вiдносно F i виконується (1.77). Тодi:

1) якщо f1(x) > 0 для всiх x ≥ x0 i для всiх 2 ≤ j ≤ m0

ln β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
≤ (1 + o(1)) ln β

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞,

то

lim
σ→+∞

1

ln β(σ)
lnα

(
ln I(σ)

σ

)
= 1 та ϱMαβ(I) ≤

m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj ;

2) якщо v(x) = −(ln f(x))′ є неперервна i зростаюча на [x0; +∞) i всi iн-
теграли (1.76) мають регулярне модифiковане αβ–зростання, то iнтеграл
(1.71) має регулярне модифiковане αβ-зростання та

ϱMαβ(I) =
m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj .
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Про банаховi простори та простори Фреше iнтегралiв Лапласа-
Стiлт’єса.

Припустимо, що дiйсна функцiя f на [0; +∞) така, що iнтеграл Лебега-
Стiлт’єса

A∫
0

f(x)exσdF (x)

iснує для кожного A ∈ [0; +∞) та σ ∈ R. Нехай

I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R. (1.81)

Цей iнтеграл є прямим узагальненням звичайного iнтеграла Лапласа Io(σ) =∫∞
0 f(x)exσdx i ряду Дiрiхле

D(σ) =
∞∑
n=1

dne
λnσ (1.82)

з невiд’ємними показниками λn, 0 ≤ λn ↑ +∞ при n→ ∞, якщо ми виберемо

F (x) = n(x) =
∑
λn≤x

1, f(x) =

{
dn, якщо x = λn;

0, якщо x ̸= λn.

Нехай

M(σ, I) :=

∞∫
0

|f(x)|exσdF (x), σ ∈ R, (1.83)

та µ(σ, I) := max{|f(x)|exσ : x ≥ 0} (σ ∈ R).
Нехай h — додатна неперервна зростаюча до +∞ функцiя. Тут будемо до-

слiджувати властивостi iнтегралiв (1.81), для яких

|f(x)| exp{xh(x)} → 0, x→ +∞. (1.84)

Через LSh ми позначаємо клас iнтегралiв вигляду (1.81) з дiйсними функцi-
ями f , для яких виконується (1.84). На LSh ми визначимо дiї

(I1 + I2)(x) =

∞∫
0

(f1(x) + f2(x))e
xσdF (x), (λI)(σ) =

∞∫
0

λf(x)exσdF (x),

де Ij(σ) =
∫∞
0 fj(x)e

xσdF (x) для j ∈ {1; 2}, i нехай

∥I∥h = sup {|f(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0} .

LSh з цими дiями є нормованим лiнiйним простором.

Теорема 6.14. Якщо F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞, то (LSh, ∥ · ∥h)
є нерiвномiрно опуклим банаховим простором.
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Наступне твердження стосується рiвномiрної збiжностi (Im).

Твердження 6.9. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞. Якщо
(Im) ⊂ LSh збiгається до I ∈ LSh за ∥ · ∥h, то Im(σ) рiвномiрно збiгається до
I(σ) на компактнiй пiдмножинi R.

Повернемося до розгляду дуальних просторiв. Для (LSh, ∥ · ∥h) через LS∗
h

ми позначимо дуальний простiр, тобто LS∗
h — сiм’я всiх неперервних лiнiйних

функцiоналiв на (LSh, ∥ · ∥h). Нехай

Λ(I) =

∞∫
1

f(x)g(x)dF (x),

де g — дiйсна функцiя на (1;+∞) така, що
∞∫
1

|f(x)g(x)|dF (x) < +∞.

Тодi Λ є лiнiйним функцiоналом.
Твердження 6.10. Для того, щоб Λ ∈ LS∗

h, достатньо збiжностi iнтегралу
∞∫
1

|g(x)| exp{−xh(x)}dF (x) < +∞.

Нехай Ω — клас додатних необмежених функцiй Φ на (−∞; +∞) таких, що
похiдна Φ′ додатна неперервно диференцiйовна i зростає до +∞ на (−∞, +∞).
Для Φ ∈ Ω позначимо через φ обернену функцiю до Φ′ i

Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)

— функцiя, асоцiйована з Φ у сенсi Ньютона. Вiдомо [177, с. 30], що якщо
Φ ∈ Ω, то lnµ(σ, I) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0 тодi i тiльки тодi, коли
ln |f(x)| ≤ −xΨ(φ(x)) для всiх x ≥ x0. З огляду на це твердження в [178]
вводиться клас LSΦ iнтегралiв (1.81) з дiйсними функцiями f такими, що
|f(x)| exp{xΨ(φ(x))} → 0 при x→ +∞ i на LSΦ визначено

∥I∥Φ = sup{|f(x)| exp{xΨ(φ(x))} : x ≥ 0}.
Якщо ми виберемо h(x) = Ψ(φ(x)), то LSh = LSΦ i отримаємо наступне

твердження.
Наслiдок 6.8. Нехай Φ ∈ Ω, F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞. Тодi

(LSΦ, ∥ · ∥Φ) є нерiвномiрно опуклим банаховим простором. Якщо (Im) ⊂ LSΦ

збiгається до I ∈ LSΦ за нормою ∥ · ∥Φ, то Im(σ) рiвномiрно збiгається до I(σ)
на компактнiй пiдмножинi R. Якщо

∞∫
1

|g(x)| exp{−xΨ(φ(x))}dF (x) < +∞,
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то функцiонал

Λ(I) =

∞∫
1

f(x)g(x)dF (x)

належить дуального простору LS∗
Φ.

Розглянемо банаховi простори iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса скiнченного
узагальненого порядку.

Якщо α ∈ L i β ∈ L, то границя

ϱα,β[I] := lim
σ→+∞

α(lnM(σ, I))

β(σ)

називається узагальненим (α, β)-порядком I. Щоб мати формулу для знаходже-
ння ϱα,β[I], будемо казати [177, с. 21], що |f | має регулярну варiацiю вiдносно
F , якщо iснують a ≥ 0, b ≥ 0 i h > 0 такi, що

x+b∫
x−a

|f(t)|dF (t) ≥ h|f(x)|

для всiх x ≥ a. Позначимо

κα,β[f ] := lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
|f(x)|

) .
Наслiдок 6.9. Нехай α ∈ L, β ∈ L0, F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x →

+∞. Тодi (LS(α,β;k), ∥·∥(α,β;k)) є нерiвномiрно опуклим банаховим простором для
кожного κ ∈ (κα,β[I]; +∞). Якщо (Im) ⊂ LS(α,β;k) збiгається до I ∈ LS(α,β;k) за
∥ · ∥(α,β;k), то Im(σ) рiвномiрно збiгається до I(σ) на компактнiй пiдмножинi R.
Якщо

∞∫
1

|g(x)| exp
{
− xβ−1

(α(x)
k

)}
dF (x) < +∞,

то функцiонал

Λ(I) =

∞∫
1

f(x)g(x)dF (x)

належить до дуального простору LS∗
(α,β;k).

Розглянемо випадок, коли I(σ) = D(σ) є рядом Дiрiхле (1.82) з дiйсними
коефiцiєнтами dn. Припустимо, що цей ряд абсолютно збiгається для всiх σ ∈
(−∞; +∞) i будемо вважати, що D ∈ Sh, якщо

lim
n→+∞

|dn| exp{λnh(λn)} = 0.

Позначимо
∥D∥h = sup{|dn| exp{λnh(λn)} : n ≥ 1}.
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Тодi з теореми 6.14 отримуємо таке твердження.

Наслiдок 6.10. Якщо lnn(x) = o(x) при x → +∞, то (Sh, ∥ · ∥h) є нерiв-
номiрним банаховим простором.

Наступне твердження доповнює твердження 6.9.

Твердження 6.11. Якщо lnn(x) = o(x) при x → +∞, то для того, щоб
(Dm) ∈ Sh збiгався до D ∈ Sh за ∥ · ∥h необхiдно i достатньо, щоб Dm(σ)

рiвномiрно сходилася до D(σ) на кожнiй компактнiй пiдмножинi R.

Для D ∈ (Sh, ∥ · ∥h) через S∗
h ми позначаємо дуальний простiр i нехай

Λ(D) =
∞∑
n=1

dngn,

де gn — дiйсна послiдовнiсть така, що
∞∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)} < +∞. (1.85)

Тодi Λ є лiнiйним функцiоналом, i ми доведемо нашу гiпотезу для I(σ) = D(σ).
Твердження 6.12. Кожен обмежений лiнiйний функцiонал Λ, визначений

для (Sh, ∥ · ∥h), має вигляд

Λ(D) =
∞∑
n=1

dngn, D(σ) =
∞∑
n=1

dn exp{λnσ}, (1.86)

де gn — дiйсна послiдовнiсть, що задовольняє (1.85).

Простори Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного узагальненого по-
рядку.

У просторах цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного узагальненого порядку можна
ввести iншу метрику. Нагадаємо, що якщо α ∈ L, β ∈ L i ряд Дiрiхле (1.82)
цiлий, то

ϱα,β[D] := lim
σ→+∞

α(lnM(σ,D))

β(σ)
,

називається узагальненим (α, β)-порядком D ([43]), де

M(σ,D) =
∞∑
n=1

|dn|eσλn.

Для фiксованого ϱ < +∞ через Sϱ позначимо клас цiлих рядiв Дiрiхле
(1.82), для яких ϱα,β[D] ≤ ϱ. Тодi

|dn| ≤ exp

{
−λnβ−1

(
α(λn)

ϱ+ o(1)

)}
, n→ ∞.
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Для q ∈ N визначимо

∥D∥ϱ;q =
∞∑
n=1

|dn| exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
.

Очевидно, ∥D∥ϱ;q ≤ ∥D∥ϱ;q+1. Тому [81], сiм’я ∥D∥ϱ;q : q ∈ N iндукує на Sϱ
унiкальну топологiю таку, що Sϱ стає локальним опуклим векторним просто-
ром, i ця топологiя задана метрикою d, де

d(D1, D2) =
∞∑
q=1

1

2q
∥D1 −D2∥ϱ;q

1 + ∥D1 −D2∥ϱ;q
.

Простiр з метрикою d позначимо Sϱ,d.

Теорема 6.15. Нехай функцiї α ∈ Lsi i β ∈ L0 неперервно диференцiйовнi
i dβ−1(cα(x))

d lnx = O(1) при x→ +∞ для кожного c ∈ (0;+∞). Якщо

lnn = o(λnβ
−1(cα(λn))), n→ ∞

для кожного c ∈ (0;+∞), то Sϱ,d є простором Фреше.

Також доведено таке твердження.
Твердження 6.13. Нехай функцiї α, β i послiдовнiсть (λn) задовольняють

умови теореми 6.15. Тодi кожен неперервний лiнiйний функцiонал Λ на Sϱ,d має
вигляд (1.86) тодi i тiльки тодi, коли для всiх n ∈ N i q ∈ N

|gn| ≤ K exp

{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
, K = const > 0.
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РОЗДIЛ 2. НЕРIВНIСТЬ ТИПУ ВIМАНА ДЛЯ АНАЛIТИЧНИХ
ТА ВИПАДКОВИХ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ ВIД ОДНIЄЇ

ЗМIННОЇ

2.1. Нерiвнiсть типу Вiмана для цiлих та аналiтичних функцiй i h-
мiри виняткової множини

Нехай ER, 0 < R ≤ +∞, — клас необмежених аналiтичних функцiй у DR =

{z ∈ C : |z| < R} вигляду

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n. (2.1)

Позначимо E := E+∞ — клас цiлих функцiй. Позначимо через Mf(r) =

max{|f(z)| : |z| = r} та µf(r) = max{|an|rn : n ≥ 0}, r ∈ [0, R), максимум
модуля та максимальний член ряду (2.1), вiдповiдно.

Позначимо через HR клас неперервних додатних неспадних на [0;R), R ≤
+∞, функцiй таких, що

R∫
r0

h(r)

r
dr = +∞

для деякого r0 ∈ (0, R). Нехай H := H+∞.
Метою цього пiдроздiлу є отримання для аналiтичних функцiй f ∈ ER,

0 < R ≤ +∞, аналога теореми 1.9 встановленої в [33] у випадку R = +∞
(за додаткової умови ln+2 h(r) = o(ln2 µf(r)) (r → +∞)), з якого, як наслiдок,
ми отримуємо твердження про нерiвнiсть типу Вiмана, що виконується зовнi ви-
няткової множини скiнченної логарифмiчної h-мiри без будь-яких додаткових
умов на функцiю h.

Нехай W — клас додатних неперервних зростаючих на [0; +∞) функцiй ψ(x)
таких, що

+∞∫
x0

dx

ψ(x)
< +∞

для деякого x0 ∈ (0;+∞). Наступне просте допомiжне твердження наведемо
для повноти картини з доведенням. Зазначимо, що його твердження переходить
у випадку T = +∞ у вiдповiднi твердження з [79, 184], а доведення цiлком
подiбне до доведення леми 1 в [184] та леми 6.15 в [79] (див. також [32,187]).

Лема 2.1. Нехай T ∈ (−∞; +∞], t0 ∈ (−∞, T ), g0(x) – додатна диференцiйов-
на неспадна функцiя на (t0, T ), ψ ∈ W , а h0(x) – додатна локально iнтегровна
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на [t0;T ) i
∫ T
t0
h0(x) dx = +∞. Тодi iснує множина E0 ⊂ [t0;T ) така, що∫

E0

h0(x) dx < +∞ та ∀x ∈ [t0;T ) \ E0 : g′0(x) ≤ h0(x)ψ(g0(x)).

Справдi, позначимо E0 = {x ∈ (t0, T ) : g
′
0(x) > h0(x)ψ(g0(x))}. Тодi∫

E0

h0(x)dx ≤
∫
E0

g′0(x)

ψ(g0(x))
dx ≤

∫
E0

dg0(x)

ψ(g0(x))
≤

≤
∫

g0(E0)∩[0,x0)

du

ψ(u)
+

+∞∫
x0

du

ψ(u)
< +∞.

Наступна лема 2.2 нам потрiбна для доведення основної у даному пiдроздiлi
теореми 2.1.

Лема 2.2. Нехай h ∈ HR, f — довiльна аналiтична функцiя, представлена
степеневими рядом вигляду (2.1) з радiусом збiжностi R(f) = R ∈ (0;+∞],
та r0 ∈ (0, R) таке, що lnMf(r0) ≥ 10, h(r0) ≥ 1. Тодi iснує множина E0 :=
E(f, h) ⊂ (0, R) така, що

(∀ r ∈ (r0, R) \ E0) : lnMf(r) ≤ 2 ln
(
h(r)µf(r)

)
,

h−measE0 :=

∫
E

h(r)d ln r < +∞.

Доведення. Позначимо g(x) = Mf(e
x), g1(x) = ln g(x), x = ln r < lnR. Заува-

жимо, що g′1(x) =
g′(x)
g(x) . Тодi для a = 2g′1(x) отримуємо

g(x)−
∑
n≤a

|an|exn =
∑
n>a

|an|exn ≤
1

a

∑
n>a

n|an|exn ≤
g′(x)

a
=

1

2
g(x).

Тому,
g(x) ≤ 2

∑
n≤a

|an|exn ≤ 2g′1(x)µf(r).

За лемою 2.1 з

g0(x) = g1(x), h0(x) = h(ex), ψ(x) = x(lnx)2,

iснує множина E ⊂ (−∞, lnR) i t0 < lnR такi, що g′1(x) ≤ h0(x)g1(x)(ln g1(x))
2

для всiх x ∈ (t0, lnR) \ E та
∫
E h0(x)dx < +∞. Отож,

Mf(r) = g(ln r) ≤ 2µf(r)h(r)g1(ln r)(ln g1(ln r))
2.

Отже,

lnMf(r) ≤ ln 2 + ln
(
µf(r)h(r)

)
+ ln g1(ln r) + 2 ln ln g1(ln r). (2.2)
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Оскiльки x− lnx− 2 ln lnx− ln 2 ≥ x/2 для всiх x ≥ 10, то

g1(ln r)− ln 2− ln g1(ln r)− ln ln g1(ln r) ≥
1

2
lnMf(r).

Твердження леми 2.2 доведено, оскiльки∫
E0

h(r)d ln r =

∫
E

h(ex)dx < +∞,

де E0 є образом множини E при вiдображеннi r = ex.

Якщо на додаток до умов леми 2.2 припустити, що функцiя f є необмеже-
ною, то отримаємо таке твердження.
Твердження 2.1. Нехай h ∈ HR i f ∈ ER — довiльна необмежена аналiтична
функцiя, представлена степеневим рядом вигляду (2.1) з радiусом збiжностi
R(f) = R ∈ (0;+∞]. Тодi iснує множина E0 := E(f, h) ⊂ (0, R) така, що
нерiвнiсть

lnMf(r) ≤ (1 + o(1)) ln
(
h(r)µf(r)

)
(2.3)

виконується при r ↑ R (r /∈ E0), де E0 — множина з леми 2.2.
Справдi, за умовою необмеженостi f випливає, що Mf(r) → +∞ (r ↑ R),

звiдки
ln 2 + ln g1(ln r) + 2 ln ln g1(ln r) = o

(
lnMf(r)

)
при r ↑ R, бо g1(r) = lnMf(r). Тому, з нерiвностi (2.2) випливає, що спiввiдно-
шення (2.3) виконується при r ↑ R (r /∈ E), де E — множина з леми 2.2.
Зауваження 2.1. Якщо функцiї h ∈ HR i f ∈ ER такi, що lnh(r) =
o(lnMf(r)) (r ↑ R), то з твердження 2.1 випливає, що

lnMf(r) = (1 + o(1)) lnµf(r)

при r ↑ R (r /∈ E), h-meas E < +∞. Звiдси, зокрема, у випадку lnh(r) =
O(ln r) (r ↑ R = +∞) як наслiдок отримаємо одне твердження зi статтi [42].
При цьому там встановлено, що у випадку класу всiх цiлих функцiй умову
lnh(r) = O(ln r) r ↑ R = +∞ в описаннi величини виняткової множини у
класичному спiввiдношеннi Бореля зняти не можна.

Доведемо тепер такий загальний аналог нерiвностi Вiмана в класi аналiти-
чних функцiй f ∈ ER, R ∈ (0;+∞], з винятковою множиною E такою, що

h–meas E :=

∫
E

h(r)d(ln r) < +∞.

Теорема 2.1. Нехай h ∈ HR, R ∈ (0;+∞]. Для кожної аналiтичної функцiї
f ∈ ER, для кожної функцiї ψj ∈ W (j ∈ {1; 2}) i для будь-якого δ > 0 iснують
множина E := E(δ, f, h) ⊂ (0, R) i r0 ∈ (0, R) такi, що h-meas E < +∞ та

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf(r) ≤ µf(r)

√
h(r)ψ2

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
,

зокрема,

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf(r) ≤ h(r)µf(r)
(
lnh(r) ln(h(r)µf(r))

)1/2+δ
. (2.4)
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Зауваження 2.2. Очевидно, що твердження теореми 1.9 випливає з теоре-
ми 2.1.

Доведення теореми 2.1. Спочатку ми повторимо мiркування з доведення тео-
реми 2 у [33]. Нехай

g(x) =
∞∑
n=0

|an|enx, x < lnR

та ξ — дискретна випадкова величина з розподiлом

P{ξ = n} =
1

g(x)
|an|enx, n ≥ 0.

Тодi математичне сподiвання Mξ = g′1(x) i дисперсiя Dξ = g′′1(x), де g1(x) =
ln g(x).

За нерiвнiстю Бєнайме–Чебишева отримуємо (див. також [95,184,185])

P
{
|ξ − g′1(x)| <

√
2g′′1(x)

}
= P

{
|ξ −Mξ| <

√
2Dξ

}
≥ 1− Dξ(√

2Dξ
)2 =

1

2
,

тобто

g(x) ≤ 2g(x)P
{
|ξ − g′1(x)| <

√
2g′′1(x)

}
= 2

∑
|n−g′1(x)|<

√
2g′′1 (x)

|an|exn.

Отже, при ln r = x < lnR ми маємо (див. також [33, (7) на с. 16])

g(x) ≤ 2µf(r)
(
2
√

2g
′′
1(x) + 1

)
.

Не зменшуючи загальностi ми можемо вважати, що ψ2(x) ≥ 1 для x ≥ 1.
Позначимо множини

E1 = {x < lnR : g
′′

1(x) > 2−7h(ex)ψ2

(
g′1(x)

)
, g′1(x) ≥ 1},

E2 = {x < lnR : g′1(x) > h(ex)ψ1

(
g1(x)/2

)
, g1(x) ≥ 1}.

Застосувавши лему 2.1 двiчi, з ψ0(t) = 2−7ψ2(t), h0(x) = h(ex) i g0(x) = g′1(x)
у першому випадку, i з ψ0(t) = ψ1(t/2), h0(x) = h(ex) та g0(x) = g1(x) у другому
випадку, отримаємо∫

E1∪E2

h(ex)dx =

∫
E1∪E2

h0(x)dx ≤
∫
E1

h0(x)dx+

∫
E2

h0(x)dx < +∞.

Через E позначимо образ множини E1 ∪ E2 при вiдображеннi r = ex. Тодi

h−measE =

∫
E

h(r)

r
dr =

∫
E1∪E2

h(ex)dx < +∞.

Тепер з означення множин Ej за допомогою нерiвностi з леми 2.2 отримуємо,
що

Mf(r)

2µf(r)
≤
(
2
√

2g′′1(x) + 1
)
≤ 1

4

√
h(r)ψ2

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
+ 1 ≤
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≤ 1

2

√
h(r)ψ2

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
для всiх r ∈ (r0, R) \

(
E ∪ E0

)
. Це завершує доведення першої частини теоре-

ми 2.1. Для того, щоб довести другу частину, виберемо ψ(t) = ψ2(t) = t ln1+δ t.
Тодi

Mf(r) ≤ µf(r)

√
h(r)ψ2

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
≤

≤ µf(r)

√
h(r)

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
ln1+δ

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf(r)h(r)

)))
≤

≤ h(r)µf(r) ln
1/2
(
µf(r)h(r)

)
×

× ln1/2+δ/2
(
ln
(
µf(r)h(r)

))
ln1/2+δ/2

(
h(r)

(
ln2
(
µf(r)h(r)

)))
≤

≤ h(r)µf(r) ln
1/2
(
µf(r)h(r)

)
ln1/2+δ/2

(
ln
(
µf(r)h(r)

))
×

×max
{
ln1/2+δ/2 h(r), 2 ln1/2+δ/2 ln

(
µf(r)h(r)

)}
≤

≤ h(r)µf(r)
(
lnh(r) ln(h(r)µf(r))

)1/2+δ
.

2.2. Субгаусовi випадковi величини i ефект Левi для цiлих лакунар-
них функцiй

Для r ≥ 0 i цiлої функцiї вигляду (2.1) через νf(r) = max{n : |an|rn = µf(r)}
позначимо центральний iндекс,

Mf(r) =
+∞∑
n=0

|an|rn, S2
f(r) =

+∞∑
n=0

|an|2r2n, S2
N(r) =

N∑
n=0

|an|2r2n, ln2 x = ln ln x.

Тепер розглянемо функцiї f , якi можна представити лакунарним степеневим
рядом

f(z) =
+∞∑
k=0

akz
nk, nk ∈ Z+, (2.5)

для яких виконується умова

(∃∆ ∈ (0;+∞))(∃ρ ∈ [1/2; 1])(∃D > 0) : |n(t)−∆tρ| ≤ D (t ≥ t0), n(t) =
∑
nk≤t

1.

Нехай N = (nk) — послiдовнiсть цiлих чисел таких, що n0 = 0, nk < nk+1

(k ≥ 0), а степеневий ряд вигляду (2.5) є цiлою функцiєю. Позначимо

K(f,Z,N ) =

{
f(z, ω) =

+∞∑
k=0

akZk(ω)z
nk : ω ∈ [0; 1]

}
, (2.6)
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де Z = (Zk(ω)) — послiдовнiсть комплекснозначних випадкових величин зада-
них на ймовiрнiсному просторi Штейнгауза.

Вiдзначимо, що у всiх ранiше доведених твердженнях ([33, 36, 55, 66, 130])
про нерiвнiсть Вiмана для випадкових аналiтичних функцiй послiдовнiсть ви-
падкових величин Z = (Zk(ω)) є майже напевно рiвномiрно обмеженою, тоб-
то, (∃C ∈ (0;+∞)) : sup{|Zk(ω)| : k ≥ 0} ≤ C м.н. У зв’язку з цим проф.
О. Б. Скаскiв сформулював таке запитання: Чи буде справджуватися ефект
Левi у випадку послiдовностi випадкових величин, яка може не бути м.н. рiв-
номiрно обмеженою?

У цьому параграфi ми дамо позитивну вiдповiдь на це запитання у випадку
послiдовностi незалежних субнормальних (субгаусових) випадкових величин.
Серед таких послiдовностей випадкових величин, очевидно, є як м.н. рiвномiрно
обмеженi послiдовностi, так i не рiвномiрно обмеженi у цьому ж сенсi.

У доведеннi нам потрiбне таке елементарне твердження (порiвн. [169,207]).
Твердження 2.2. Якщо послiдовнiсть випадкових величин

(
Zn(ω)

)
задоволь-

няє умову

(∃α > 0)(∃n0 ∈ N) : sup{E|Zn|α : n ≥ n0} < +∞, (2.7)

тодi м.н.
(∃N1(ω) ≥ n0)(∀n > N1(ω)) : |Zn(ω)| ≤ n1/α ln2/α n.

Справдi, з нерiвностi Маркова P{ω : |Zn(ω)|α ≥ a} ≤ E|Zn|α/a за умовою
(2.7) випливає, що

+∞∑
n=n0

P{ω : |Zn(ω)|α ≥ n ln2 n} ≤
+∞∑
n=n0

E|Zn|α

n ln2 n
< +∞.

Звiдки, за першою частиною леми Бореля-Кантеллi випливає твердження 2.2.
За умови (2.7) з твердження 2.2 очевидно випливає, що якщо радiус збiжно-

стi ряду (2.5) R(f) = +∞, то радiус збiжностi ряду (2.6) R(ft) = +∞ м.н.
Також нам буде потрiбне наступне твердження.

Лема 2.3 ([80]). Для необмеженої цiлої функцiї f(z) i кожного δ > 0 iснує
множина E(δ) ⊂ (1;+∞) скiнченної логарифмiчної мiри така, що для всiх
r ∈ (1;+∞)\E маємо

νf(r) ≤ lnµf(r) ln
1+δ
2 µf(r),

(∀n ∈ Z+) : |an|rn ≤ µf(r) exp
{
− k2

(|k|+ νf(r)) ln
1+δ(|k|+ νf(r))

}
, (2.8)

де k = n− νf(r).

Визначимо

N0(r) = min{n0 : (∀n ≥ n0 ≥ lnµf(r)) |an|rn < 1},
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Nε(r) = N(reε) = min{n0 : (∀n ≥ n0 ≥ lnµf(re
ε)) |an|rnenε < 1} =

= min{n0 : (∀n ≥ n0 ≥ lnµf(re
ε)) |an|rn < e−nε}, ε = 1

Nγ(r)
, γ > 0.

З означення Nε(r) випливає, що Nε(r) ≥ lnµf(r).

Припустимо, що

(∃∆ ∈ (0;+∞))(∃ρ ∈ [1/2; 1])(∃D > 0) : |n(t)−∆tρ| ≤ D (t ≥ t0),

(тут n(t) =
∑

nk≤t 1 — лiчильна функцiя послiдовностi (nk)).

Лема 2.4. Для кожного δ > 0 iснує множина E(δ) ⊂ (1;+∞) скiнченної лога-
рифмiчної мiри така, що для всiх r ∈ (1;+∞)\E виконується нерiвнiсть

N0(r) < lnµf(r) ln
1+δ
2 µf(r).

Доведення. Зауважимо, що якщо n = k + νf(r), k > 0, то з (2.8) випливає, що
для деякого δ0 > 0 i r ̸∈ E маємо

|an|rn ≤ µf(r) exp
{
−(n− νf(r))

2

n ln1+δ0 n

}
.

Виберемо n0(r) = [4 lnµf(r) ln
1+δ0
2 µf(r)] + 1, де [a] — цiла частина числа a.

Тодi

ln(|an0|rn0) ≤ lnµf(r)−
9 ln2 µf(r) ln

2+2δ0
2 µf(r)

4 lnµf(r) ln
1+δ0
2 µf(r) ln

1+δ0(4 lnµf(r) ln
1+δ0
2 µf(r))

≤

≤ lnµf(r)−
9

8
lnµf(r) < 0.

Тому для n > n0(r) виконується нерiвнiсть |an|rn < 1.

Лема 2.5 ([79]). Припустимо, що L(r) є додатною зростаючою функцiєю для
r > r0. Якщо γ > 0 i |h| < L−γ(r), то

|L(reh)− L(r)| < γL(r)

для всiх r зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри.

Зауважимо, що функцiя N0(r) задовольняє умови леми 2.5 i, отже, при r →
+∞ (r ̸∈ E) маємо

N0(r) ≤ Nε(r) ≤ (1 + γ)N0(r) ≤ (1 + γ) lnµf(r) ln
1+δ
2 µf(r) ≤

≤ lnµf(r) ln
1+2δ
2 µf(r). (2.9)

Для цiлої функцiї f(z) i послiдовностi випадкових величин Zn(t) позначимо

gn = gn(r, θ) = anr
neinθ = qn(r, θ) + ipn(r, θ),

G = G(r, θ, t) = Q(r, θ, t) + iP (r, θ, t) =
N∑
n=0

Zn(t)gn(r, θ),
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∥G∥∞ = max
0≤θ<2π

|G(r, θ, t)|, ∥Q∥∞ = max
0≤θ<2π

|ReG(r, θ, t)|,

∥P∥∞ = max
0≤θ<2π

| ImG(r, θ, t)|,

SN = SN(r) =

(
N∑
n=0

|gn(r, θ)|2
)1/2

=

(
N∑
n=0

|an|2r2n
)1/2

.

Лема 2.6 ([84], с. 49). Якщо

Q(θ) =
N∑
n=0

bn cos(nθ + θn), N ≥ 2, θn ∈ R,

тодi iснує вiдрiзок I такий, що його мiра дорiвнює 1/N2 i для θ ∈ I маємо

|Q(θ)| ≥ 1

2
max

0≤θ<2π
|Q(θ)|.

Аналогiчне твердження виконується для

P (r, θ) =
N∑
n=0

anr
n sin(nθ + θn).

Лема 2.7. Якщо

P (θ) =
N∑
n=0

bn sin(nθ + θn), N ≥ 2, θn ∈ R,

тодi iснує вiдрiзок I такий, що його мiра дорiвнює 1/N2 i для θ ∈ I маємо

|P (θ)| ≥ 1

2
max

0≤θ<2π
|P (θ)|.

Досить розглянути θn + π
2 замiсть θn. Якщо θn = θ′n +

π
2 , то

P (r, θ) =
N∑
n=0

anr
n cos(nθ + θ′n).

Залишається застосувати нерiвнiсть з леми 2.6.
Припустимо, що (Zn) є послiдовнiстю дiйсних незалежних субгаусових ви-

падкових величин, тобто таких, що iснує D > 0, що для будь-якого k ∈ N i всiх
λ0 ∈ R маємо

E(eλ0Zk) ≤ eDλ
2
0. (2.10)

Клас таких випадкових величин позначимо через Ξ. Зауважимо, що будь-
яка послiдовнiсть випадкових величин (Zn) ∈ Ξ задовольняє умови тверджен-
ня 2.2 з α = 2 i випадковий степеневий ряд вигляду (2.6) є м.н. цiлий.

Для Z ∈ Ξ маємо ([84, Вправа 7.8, с. 81]) для будь-якого k ∈ N : E(Zk) = 0 i
sup
k∈N

E(Z2
k) = sup

k∈N
D(Zk) ≤ 2D, (2.11)

де D(Zk) := E(Z2
k)− (EZk)

2 дисперсiя випадкової величини Zk.
Доведемо наступний аналог теореми Салема-Зiгмунда ([84,161]).
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Лема 2.8. Нехай Z ∈ Ξ, N = Nε(r). Тодi iснують абсолютна стала C > 0 i
множина E скiнченної логарифмiчної мiри такi, що

P{∥G∥∞ ≥ CSN ln2 SN
√
lnN} ≤ 2

N 2
, r → +∞ (r ̸∈ E). (2.12)

Доведення. Використовуючи умову (2.10), ми отримуємо

E(eλQ(r,θ,t)) = E

(
e
λ

N∑
n=0

Znqn(r,θ)

)
= E

(
N∏
n=0

eλZnqn(r,θ)

)
=

N∏
n=0

EeλZnqn(r,θ).

За лемою 2.5 iснує множина I = I(ω) така, що m(I) ≥ 1
N2 i для θ ∈ I маємо

або
Q(r, θ) ≥ ∥Q∥∞

2
або −Q(r, θ) ≥ ∥Q∥∞

2
.

Тодi

E(eλ∥Q∥∞/2) ≤ N 2E

(∫
I

(eλQ(r,θ) + e−λQ(r,θ))dθ

)
≤

≤ N 2E

( 2π∫
0

(eλQ(r,θ) + e−λQ(r,θ))dθ

)
≤ N 2

2π∫
0

(E(eλQ(r,θ)) + E(e−λQ(r,θ)))dθ ≤

≤ N 2

2π∫
0

(
N∏
n=0

EeλZnqn(r,θ) +
N∏
n=0

Ee−λZnqn(r,θ)

)
dθ. (2.13)

Виберемо N = Nδ(r) та

λ =
3
√
lnN√

2DSN ln2 SN
.

Для будь-якого k ∈ N iснує такий D > 0, що для всiх λ0 ∈ R маємо
E(eλ0Zk) ≤ eDλ

2
0.

Тому з (2.13) отримаємо

E(eλ∥Q∥∞/2) ≤ 2N 2
N∏
n=0

eDλ
2|qn(r,θ)|2 = 2N 2

N∏
n=0

eDλ
2|an|2r2n = 2N 2eDλ

2S2
N ,

E(eλ∥Q∥∞/2−Dλ2S2
N ) ≤ 2N 4 · 1

N 2
,

тобто
E
(
exp
{λ
2

(
∥Q∥∞ − 2DλS2

N − 2

λ
ln(2N 4)

)})
≤ 1

N 2
.

З цiєї нерiвностi для N ≥ 4 випливає, що

E
(
exp
{λ
2

(
∥Q∥∞ − 2DλS2

N − 9

λ
lnN

)})
≤ 1

N 2
.
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За нерiвнiстю Маркова

P
{
∥Q∥∞ ≥ 2DλS2

N +
9

λ
lnN

}
= P

{λ
2

(
∥Q∥∞ − 2DλS2

N − 9

λ
lnN

)
≥ 0
}
=

= P
{
exp
{λ
2

(
∥Q∥∞ − 2DλS2

N − 9

λ
lnN

)}
≥ 1
}
≤

≤ E
(
exp
{λ
2

(
∥Q∥∞ − 2DλS2

N − 9

λ
lnN

)})
≤ 1

N 2
.

Отож,

P
{
∥Q∥∞ ≥ 2D

3
√
lnN√

2DSN ln2 SN
S2
N +

9
√
2DSN ln2 SN

3
√
lnN

lnN
}
≤ 1

N 2
,

P
{
∥Q∥∞ ≥ 3

√
2D

SN
ln2 SN

+ 3
√
2DSN ln2 SN

√
lnN

}
≤ 1

N 2
,

P
{
∥Q∥∞ ≥ 5

√
DSN ln2 SN

√
lnN

}
≤ 1

N 2
.

Аналогiчно отримуємо

P{∥P∥∞ ≥ 5
√
DSN ln2 SN

√
lnN} ≤ 1

N 2

та
P{∥G∥∞ ≥ 10

√
DSN ln2 SN

√
lnN} ≤ 2

N 2
.

Лема 2.9. Нехай Z ∈ Ξ, N = Nε(r). Iснують абсолютна стала C > 0 i множи-
на E скiнченної логарифмiчної мiри такi, що

P{ω : Mf(r, ω) ≥ CSN(r) ln2 SN(r)
√
lnN} ≤ 3

N 2
, r → +∞ (r ̸∈ E).

Доведення. Виберемо ε = 1
N(r) . Для n ∈ Nε(r) розглянемо подiї

Bn = {ω : |Zn(ω)| ≥ n2}.

Ймовiрностi цих подiй можна оцiнити за допомогою нерiвностi Маркова та
(2.11). Тодi

P(Bn) = P{ω : |Zn(ω)|2 ≥ n4} ≤ DZn
n4

≤ 2D

n4
,

+∞∑
n=Nε(r)

P(Bn) ≤ 2D
+∞∑

n=Nε(r)

1

n4
≤ 4D

3N 3
ε (r)

, r → +∞.

Нехай

B =
+∞⋃

n=Nε(r)

Bn.
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Тодi P(B) ≤ 2D
3N3

ε (r)
, r → +∞. Використавши (2.9), для t ̸∈ B одержимо

max
0≤θ<2π

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=Nε(r)

Znanr
neinθ

∣∣∣∣∣≤
+∞∑

n=Nε(r)

|Zn||an|rn ≤
+∞∑

n=Nε(r)

n4e−nε ≤

≤ CN 5
ε (r) ≤ ln5 µf(r) ln

6
2 µf(r) < ln6 µf(r) < SN(r), r → +∞, (r ̸∈ E).

Тому,

P

{
ω : max

0≤θ<2π

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=N

Znanr
neinθ

∣∣∣∣∣≥ SN

}
≤ 1

N 2
, N = Nε(r).

За (2.12) маємо

P{∥G∥∞ ≥ CSN ln2 SN
√
lnN} ≤ 2

N 2
, r → +∞ (r ̸∈ E).

З двох попереднiх нерiвностей випливає, що

P

{
ω : max

0≤θ<2π

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

Znanr
neinθ

∣∣∣∣∣≥ 2CSN ln2 SN
√
lnN

}
≤ 3

N 2
, N = Nε(r).

Також нам потрiбна наступна лема.
Лема 2.10 ([33], див. також [66]). Нехай l(r) — функцiя неперервна зростаюча
до +∞ на (1;+∞), E ⊂ (1;+∞) — множина така, що її доповнення мiстить
необмежену вiдкриту множину. Тодi iснує нескiнченна послiдовнiсть

1 < r1 ≤ . . . ≤ rn → +∞ (n→ +∞)

така, що
(1) (∀n ∈ N) : rn /∈ E;

(2) (∀n ∈ N) : ln l(rn) ≥ n
2 ;

(3) якщо (rn; rn+1) ∩ E ̸= (rn, rn+1), то l(rn+1) ≤ el(rn);

(4) множина iндексiв, для яких виконується пункт (3), є необмеженою.
Теорема 2.2. Нехай Z ∈ Ξ. Тодi iснує така множина E(δ) скiнченної лога-
рифмiчної мiри, що для всiх r ∈ (r0(ω); +∞)\E майже напевно в K(f,Z,N )
виконується нерiвнiсть

Mf(r, ω) ≤ µf(r) ln
(2ρ−1)/4 µf(r) ln

3/2+δ
2 µf(r). (2.14)

Доведення. Виберемо k(r) = µf(r), множину E i послiдовнiсть (rk) з леми 2.9.
Нехай

Fk = {ω : Mf(rk, ω) ≥ CSNε(rk)(rk) ln2 SNε(rk)(rk)
√
lnNε(rk)}.

За лемою 2.9 та означенням Nε(r) отримаємо
+∞∑
k=1

P (Fk) ≤
+∞∑
k=1

1

N 2
ε (rk)

≤
+∞∑
k=1

1

ln2 µf(rk)
≤

+∞∑
k=1

1

k2
< +∞.
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Тодi за лемою Бореля-Кантеллi для майже всiх ω ∈ [0; 1] i для k ≥ k0(ω)
маємо

Mf(rk, ω) < CSNε(rk)(rk) ln2 SNε(rk)(rk)
√

lnNε(rk).

Використавши нерiвностi

SNε(r)(r) ≤ Mf(r)µf(r) та Nε(r) ≤ lnµf(r) ln
1+δ
2 µf(r), (r ̸∈ E),

одержимо

Mf(rk, ω) < C
√

Mf(rk)µf(rk) ln2(Mf(rk)µf(rk))
√

2 ln2 µf(rk) <

< Cµf(rk) ln
(2ρ−1)/4 µf(rk) · 3 ln2 µf(rk)

√
2 ln2 µf(rk) <

< 5Cµf(rk) ln
(2ρ−1)/4 µf(rk) ln

3/2
2 µf(rk).

Нехай r ≥ rk0(ω) — довiльне число поза множиною E, r ∈ (rp, rp+1). За ле-
мою 2.10 виконується нерiвнiсть µf(rp+1) ≤ eµf(rp) ≤ eµf(r). Тому для майже
всiх ω ∈ [0; 1] i r ≥ r0(ω) поза множиною скiнченної логарифмiчної мiри E
маємо

Mf(r, ω) ≤Mf(rp+1, ω) < 5Cµf(rp+1) ln
(2ρ−1)/4 µf(rp+1) ln

3/2
2 µf(rp+1) <

< 5Ceµf(r) ln
(2ρ−1)/4(eµf(r)) ln

3/2
2 (eµf(r)) < µf(r) ln

(2ρ−1)/4 µf(r) ln
3/2+δ
2 µf(r).

У випадку комплексних випадкових величин з теореми 2.2 отримуємо таке
твердження.

Наслiдок 2.1. Нехай ReZ ∈ Ξ, ImZ ∈ Ξ. Тодi iснує множина E(δ) скiнченної
логарифмiчної мiри така, що для всiх r ∈ (r0(ω); +∞)\E майже напевно в
K(f,Z,N ) маємо

Mf(r, ω) ≤ µf(r) ln
(2ρ−1)/4 µf(r) ln

3/2+δ
2 µf(r).

Побудуємо приклад, який вказує на необхiднiсть скiнченностi супремуму
дисперсiй послiдовностi випадкових величин Z. Тобто, iснує Z ̸∈ Ξ така, що
EZn = 0, supnDZn = +∞ i нерiвнiсть (2.14) не виконується. Це випливає з
наступного твердження.

Теорема 2.3. Для будь-якого α > 0 iснують послiдовнiсть дiйсних незалежних
випадкових величин така, що яка для всiх задовольняє

(∀n ∈ Z+) EZn = 0, sup
n

DZn = +∞,

цiла функцiя f(z) i стала C > 0 така, що майже напевно в K(f,Z,N ) маємо

Mf(r, ω) = max{|f(z, ω)| : |z| = r} ≥ Cµf(r) ln
1/4+α µf(r), r > r0(ω).
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Доведення. Виберемо

f(z) =
+∞∑
n=1

zn

nαn!
, g(z) = ez =

+∞∑
n=0

zn

n!

i послiдовнiсть незалежних випадкових величин (Zn) таких, що

P{ω : Zn(ω) = −nα} = P{ω : Zn(ω) = nα} =
1

2
.

Тодi

EZn = −nα1
2
+ nα

1

2
= 0, DZn = n2α

1

2
+ n2α

1

2
= n2α, sup

n
DZn = +∞.

Позначимо

f(z, ω) =
+∞∑
n=1

Zn(ω)
zn

nαn!
=

+∞∑
n=1

Rn(ω)
zn

n!
= g(z, ω),

Mf(r, ω) = max{|f(z, ω)| : |z| ≤ r} = max{|g(z, ω)| : |z| ≤ r} =Mg(r, ω),

де {Rn(ω)} — послiдовнiсть випадкових величин Радемахера. За теоремою 1.6
для ρ = 1 можна зробити висновок, що для g(z, ω) i деякого C > 0

Mf(r, ω) =Mg(r, ω) ≥ Cµg(r) ln
1/4 µg(r), r → +∞.

Зауважимо, що

µg(r) = max
n∈Z+

{rn
n!

}
= max

n∈Z+

{
nα

rn

nαn!

}
≥ ναf (r)µf(r)

та νf(r) > r/2 = lnMg(r)/2, r → +∞. Тому

µg(r) >
1

2α
Mf(r) ln

αMg(r) >
1

2α
Mf(r) ln

α µg(r) >
1

2α
Mf(r) ln

α µf(r).

Отже, майже напевно в K(f,Z,N ) маємо

Mf(r, ω) > Cµg(r) ln
1/4 µg(r) > C1Mf(r) ln

α µf(r) ln
1/4(Mf(r) ln

α µf(r)) >

> C1µf(r) ln
1/4+α µf(r).

2.3. Нерiвнiсть Вiмана для аналiтичних функцiй та субгаусовi ви-
падковi величини

У пiдроздiлi 2.1. доведено, що якщо h ∈ HR i f ∈ ER, то для будь-якого
δ > 0 iснує E(δ, f, h) := E ⊂ (0, R), r0 ∈ (0, R) така, що (∀ r ∈ (r0, R)\E) :

Mf(r) ≤ h(r)µf(r){lnh(r) ln(h(r)µf(r))}1/2+δ (2.15)

та
h-measE =

∫
E

h(r)d ln r < +∞.

Нам буде потрiбне наступне елементарне твердження (див. також [169,207]).
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Твердження 2.3. Якщо послiдовнiсть випадкових величин
(
Zn(ω)

)
задоволь-

няє умову
(∃α > 0)(∃n1 ∈ N) : sup{E|Zn|α : n ≥ n1} < +∞, (2.16)
(∃β > 0)(∃n2 ∈ N) : inf{E|Zn|−β : n ≥ n2} < +∞, (2.17)

тодi м. н.

(∃N1(ω) ≥ max{n1, n2})(∀n > N1(ω)) :
1

n1/β ln2/β n
≤ |Zn(ω)| ≤ n1/α ln2/α n.

Справдi, нерiвнiсть |Zn(ω)| ≤ n1/α ln2/α n за умови (2.16) отримано вище у
твердженнi 2.2. За нерiвнiстю Маркова за умови (2.17) знову маємо, що

+∞∑
n=n2

P{ω : |Zn(ω)|−β ≥ n ln2 n} ≤
+∞∑
n=n2

E|Zn(ω)|−β

n ln2 n
< +∞.

Залишається застосувати першу лему Бореля-Кантеллi.
За твердженням 2.3 випливає, що за виконання умов (2.16) i (2.17) радiус

збiжностi ряду

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

Zn(ω)anz
n (2.18)

м. н. дорiвнює радiусу збiжностi ряду (2.1).
Припустимо, що Z = (Zn) ∈ Ξ є послiдовнiстю дiйсних центрованих неза-

лежних субгаусових випадкових величин, для яких виконується умова (2.17).
Клас таких випадкових величин позначимо через Ξ0.

Для Z ∈ Ξ0 для будь-якого k ∈ N : E(Zk) = 0 i

sup
k∈N

E(Z2
k) = sup

k∈N
D(Zk) ≤ 2D,

де D(Zk) := E(Z2
k)− (EZk)

2 — дисперсiя випадкової величини Zk.
Зауважимо, що будь-яка послiдовнiсть випадкових величин {Zn} ∈ Ξ0 за-

довольняє умови твердження 2.3 з α = 2 i радiус збiжностi Rω випадкового
степеневого ряду вигляду (2.18) дорiвнює майже напевно радiусу збiжностi ря-
ду (2.1).

Для r ≥ 0 та аналiтичної функцiї вигляду (2.1) позначимо через νf(r) =

max{n : |an|rn = µf(r)} центральний iндекс, через [x] — цiлу частину x,

Mf(r) =
+∞∑
n=0

|an|rn, Mf(r,N, ω) = max
0≤θ<2π

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

Zn(ω)anr
neinθ

∣∣∣∣∣,
S2
f(r) =

+∞∑
n=0

|an|2r2n, SN = SN(r) =

(
N∑
n=0

|an|2r2n
)1/2

.

Подiбно до [103] можна довести наступний аналог теореми Салема-Зiгмунда
([84,161]).
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Лема 2.11. Нехай Z ∈ Ξ0, h ∈ HR, f ∈ ER, N ∈ N. Тодi iснують абсолютна
стала C > 0 i множина E скiнченної h-логарифмiчної мiри такi, що

P{Mf(r,N, ω) ≥ CSN ln lnSN
√
lnN} ≤ 2

N 2
, r ↑ R.

Лема 2.12. Нехай Z ∈ Ξ0, f ∈ ER, h ∈ HR, N = [h5(r) ln5{h(r)µf(r)}]. Тодi
iснують абсолютна стала C > 0 i множина E скiнченної h-логарифмiчної мiри
такi, що для r ↑ R (r ̸∈ E) маємо

P{ω : Mf(r, ω) ≥ CSN(r) ln lnSN(r)
√
lnN(r) + µf(r)} ≤ 2D + 2

N 2(r)
.

Доведення. Для δ > 0 позначимо

E1 =

{
r : r

∂

∂r
lnMf(r) > h(r) ln1+δMf(r), lnMf(r) > e

}
.

Тодi ∫
E1

h(r)dr

r
<

∫
E1

∂
∂r lnMf(r)dr

ln1+δMf(r)
<

+∞∫
1

du

u1+δ
< +∞.

Тому для r ̸∈ E1 отримаємо
+∞∑
n=0

n|an|rn ≤ h(r)Mf(r) ln
1+δMf(r).

Нехай

f1(z) =
+∞∑
n=0

nanz
n, f2(z) =

+∞∑
n=0

n2anz
n.

Отже, iснує множина E2 скiнченної h-логарифмiчної мiри така, що
+∞∑
n=0

n3|an|rn ≤ h(r)Mf2(r) ln
1+δMf2(r) ≤

≤ h2(r)Mf1(r) ln
1+δMf1(r) ln

1/2+δ{h(r)Mf1(r) ln
1+δMf1(r)} ≤

≤ h2(r) ln2 h(r)Mf1(r) ln
2+3δMf1(r) ≤

≤ h3(r) ln2 h(r)Mf(r) ln
1+δMf(r) ln

2+3δ{h(r)Mf(r) ln
1+δMf(r)} ≤

≤ h3+δ(r)Mf(r) ln
4+7δMf(r).

Для n ≥ N(r) розглянемо подiї Bn = {ω : |Zn(w)| ≥ n3/2}. Використовуючи
нерiвнiсть Маркова, можна оцiнити ймовiрностi цих подiй. Тобто,

P(Bn) = P{ω : |Zn(ω)|2 ≥ n3} ≤ DZn
n3

≤ 2D

n3
,
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+∞∑
n=N(r)

P(Bn) ≤ 2D
+∞∑

n=N(r)

1

n3
≤ 2D

N 2(r)
, r ↑ R.

Нехай

B =
+∞⋃

n=N(r)

Bn.

Тодi P(B) ≤ 2D
N2(r) , r ↑ R. З (2.15) випливає, що для ω ̸∈ B та r ̸∈ E2

max
0≤θ<2π

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=N(r)

Zn(ω)anr
neinθ

∣∣∣∣∣≤
+∞∑

n=N(r)

|Zn(ω)||an|rn ≤
+∞∑

n=N(r)

n3/2
n

N(r)
|an|rn ≤

≤ 1

N(r)

+∞∑
n=N(r)

n3|an|rn ≤
1

N(r)
h3+δ(r)Mf(r) ln

4+7δMf(r) ≤

≤ 1

N(r)
h4+2δ(r)µf(r)

(
ln(h(r)µf(r))

)9/2+9δ ≤

≤ 1

N(r)
h5(r)µf(r) ln

5(h(r)µf(r)) ≤ µf(r), r ↑ R.

Тому,

P

{
ω : max

0≤θ<2π

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=N(r)

Zn(ω)anr
neinθ

∣∣∣∣∣≥ µf(r)

}
≤ 2D

N 2(r)
.

Тодi з леми 2.11 отримуємо для r ̸∈ E2, r ↑ R

P

{
ω : max

0≤θ<2π

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

Zn(ω)anr
neinθ

∣∣∣∣∣≥ CSN ln lnSN
√

lnN(r) + µf(r)

}
≤ 2D + 2

N 2(r)
.

Теорема 2.4. Нехай Z ∈ Ξ0, f ∈ ER, h ∈ HR, δ > 0. Тодi iснує множина E(δ)
скiнченної h-логарифмiчної мiри така, що для всiх r ∈ (r0(ω), R)\E майже
напевно в K(f,Z) виконується нерiвнiсть

Mf(r, ω) ≤
√
h(r)µf(r)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+δ. (2.19)

Доведення. Виберемо k(r) = h(r)µf(r), множину E та послiдовнiсть (rk) з ле-
ми 2.12. Нехай

Fk = {ω : Mf(rk, ω) ≥ CSN(rk)(rk) ln lnSN(rk)(rk)
√
lnN(rk) + µf(rk)}.

За лемою 2.10 i за означенням N(r) отримуємо
+∞∑
k=1

P (Fk) ≤
+∞∑
k=1

2D + 2

N 2(rk)
≤

+∞∑
k=1

2D + 2

ln10 h(r) ln10(h(rk)µf(rk))
≤
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≤ D + 1

2

+∞∑
k=1

1

k10
< +∞.

Тодi за лемою Бореля-Кантеллi для майже всiх ω ∈ [0; 1] iснує таке k0(ω),
що для k ≥ k0(ω) маємо

Mf(rk, ω) < CSN(rk)(rk) ln lnSN(rk)(rk)
√

lnN(rk) + µf(rk).

Використавши нерiвнiсть SN(r)(r) ≤ Mf(r)µf(r) та означення N(r) отрима-
ємо

Mf(rk, ω) < C
√

Mf(rk)µf(rk) ln ln(Mf(rk)×

×µf(rk)) ln1/2(h5(rk) ln5(h(rk)µf(rk))) + µf(rk) <

<
√
h(rk)µf(rk)(ln

3 h(rk) ln{h(rk)µf(rk)})1/4+3δ.

Нехай r ≥ rk0(ω) — довiльне число поза множиною E, r ∈ (rp, rp+1). За ле-
мою 2.10

h(rp+1)µf(rp+1) ≤ eh(rp)µf(rp) ≤ eh(r)µf(r),

h(rp+1) ≤ eh(r), µf(rp+1) ≤ eµf(r).

Тому для майже всiх ω ∈ [0; 1] i r ≥ r0(ω) поза множиною скiнченної h-
логарифмiчної мiри E маємо

Mf(r, ω) ≤Mf(rp+1, ω) <

<
√
h(rp+1)µf(rp+1)(ln

3 h(rp+1) ln{h(rp+1)µf(rp+1)})1/4+3δ ≤

≤ e
√
eh(r)µf(rp+1)(ln

3(eh(r)) ln{eh(r)µf(r)})1/4+3δ ≤
≤
√
h(r)µf(rp+1)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+4δ.

У випадку комплексних випадкових величин ми отримуємо таке тверджен-
ня.
Наслiдок 2.2. Нехай ReZ ∈ Ξ0, ImZ ∈ Ξ0, f ∈ ER, h ∈ HR, δ > 0. Тодi
iснує множина E(δ) скiнченної h-логарифмiчної мiри така, що для всiх r ∈
(r0(ω), R)\E майже напевно в K(f,Z) маємо

Mf(r, ω) ≤
√
h(r)µf(r)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+δ.

Iснує послiдовнiсть Z ̸∈ Ξ0 така, що EZn = 0, supnDZn = +∞ i нерiвнiсть
(2.19) не виконується. Це випливає з наступного твердження для цiлих функцiй
f ∈ E+∞.
Теорема 2.5. Для будь-якого α > 0 iснує послiдовнiсть дiйсних незалежних
випадкових величин таких, що

(∀n ∈ Z+) EZn = 0, sup
n

DZn = +∞,

цiла функцiя f ∈ E+∞ i h ∈ H+∞ такi, що майже напевно в K(f,Z) виконується
нерiвнiсть

Mf(r, ω) ≥
√
h(r)µf(r)(ln

3 h(r) ln{h(r)µf(r)})1/4+α, r ∈ (r0(ω); +∞).
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Доведення. Проводиться подiбно до доведення теореми 2.3 з h(r) ≡ const.

Доведемо подiбне твердження для f ∈ E1.
Теорема 2.6. Для будь-якого α > 0 iснує послiдовнiсть дiйсних незалежних
випадкових величин таких, що

(∀n ∈ Z+) EZn = 0, sup
n

DZn = +∞,

аналiтична функцiя f ∈ E1 i h ∈ H1 така, що майже напевно в K(f,Z)

Mf(r, ω) ≥
√
h(r)µf(r) ln

α µf(r)(ln{h(r)µf(r)})1/4, r ∈ (r0(ω); 1).

Доведення. Виберемо

f(z) =
+∞∑
n=1

exp(nε)zn

nα
, g(z) =

+∞∑
n=1

exp(nε)zn

i послiдовнiсть незалежних випадкових величин (Zn) таку, що

P{ω : Zn(ω) = −nα} = P{ω : Zn(ω) = nα} =
1

2
.

Тодi

EZn = −nα1
2
+ nα

1

2
= 0, DZn = n2α

1

2
+ n2α

1

2
= n2α, sup

n
DZn = +∞.

Позначимо

f(z, ω) =
+∞∑
n=1

Zn(ω)
exp(nε)zn

nα
=

+∞∑
n=1

Rn(ω) exp(n
ε)zn = g(z, ω),

Mf(r, ω) =Mg(r, ω),

де (Rn(ω)) — послiдовнiсть випадкових величин Радемахера. У [11] для g(z, ω)
було доведено, що для g(z, ω), h(r) = (1 − r)−1 i деякого C > 0 виконується
нерiвнiсть

Mf(r, ω) =Mg(r, ω) ≥
√
h(r)µg(r)(ln{h(r)µg(r)})1/4, r ↑ 1.

Зауважимо, що

µg(r) = max
n∈Z+

{
exp(nε)rn

}
= max

n∈Z+

{
nα

exp(nε)rn

nα

}
≥ ναf (r)µf(r).

З

lnµh(r)− lnµh(r0) =

r∫
r0

νh(t)dt

t
≤ νh(r)(ln r − ln r0)

випливає, що для будь-якого r > r2 > r0 iснує стала c > 0 така, що

νf(r) ≥
lnµf(r)− lnµf(r0)

ln r − ln r0
≥ c lnµf(r)

− ln r0
.
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Тодi
µg(r) ≥ ναf (r)µf(r) ≥ C1µf(r) ln

α µf(r).

Отже, майже напевно в K(f, Z) ми отримуємо

Mf(r, ω) >
√
h(r)µg(r)(ln{h(r)µg(r)})1/4 ≥

≥
√
h(r)C1µf(r) ln

α µf(r)(ln{h(r)C1µf(r) ln
α µf(r)})1/4 ≥

≥
√
h(r)µf(r) ln

α µf(r)(ln{h(r)µf(r)})1/4, r ∈ (r0(ω); 1).

Основнi здобутки другого роздiлу:
1) отримано аналоги спiввiдношення Бореля та нерiвностi Вiмана для цiлих i

аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної та новий опис виняткової множини
у цих спiввiдношеннях;

2) вперше перевiрено наявнiсть ефекту Левi для цiлих та аналiтичних у кру-
зi функцiй у випадку коли послiдовнiсть випадкових величин, якi є мно-
жниками тейлорових коефiцiєнтiв випадкової аналiтичної функцiї, може
не бути рiвномiрно обмеженою.

Результати другого роздiлу опублiковано в статтях [103, 113, 124], а також
доповiдалися на конференцiї [104] i наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 3. ЕФЕКТ ЛЕВI ТА НЕРIВНIСТЬ ВIМАНА ДЛЯ
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ У КРАТНО-КРУГОВИХ ОБЛАСТЯХ

РЕЙНХАРДА

У даному роздiлi дослiджується нерiвнiсть типу Вiмана для аналiтичних та
випадкових аналiтичних в кратно-кругових областях Рейнхарда.

3.1. Нерiвнiсть Вiмана у кратно-круговiй областi Рейнхарда

Позначимо через Ap
0(G), p ∈ N, клас аналiтичних функцiй f у повнiй кратно-

круговiй областi Рейнхарда G ⊂ Cp, представлених степеневими рядами вигля-
ду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (3.1)

з областю збiжностi G, де

zn = zn11 . . . znpp , z = (z1, . . . , zp) ∈ G, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, ∥n∥ =

p∑
j=1

nj;

Ep := Ap
0(Cp) клас необмежених цiлих функцiй декiлькох змiнних (тобто, ана-

лiтичних функцiй в Cp); через ER := A1
0(DR) (0 < R ≤ +∞) ми позначимо клас

аналiтичних функцiй вiд однiєї комплексної змiнної у крузi DR = {z ∈ C : |z| <
R}. Зокрема, E := E+∞ = E1 — це клас цiлих функцiй вiд однiєї комплексної
змiнної.

Для функцiї f ∈ Ap
0(G) вигляду (3.1) з областю збiжностi G та

r = (r1, . . . , rp) ∈ G := {r = (r1, . . . , rp) : rj = |zj|, z = (z1, . . . , zp) ∈ G}

позначимо

∆r0 = {t ∈ G : tj ≥ r0j , j ∈ {1, . . . , p}}, µf(r) = max{|an|rn11 . . . rnpp : n ∈ Zp+},

Mf(r) = max{|f(z)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}, Mf(r) =
+∞∑

∥n∥=0

|an|rn.

З одного боку, добре вiдомо, що кожна аналiтична функцiя f у повнiй
областi Рейнхарда G з центром z = 0 може бути представленою в G рядом
вигляду (3.1). З другого боку, область збiжностi такого ряду вигляду (3.1) є
логарифмiчно-опукла повна область Рейнхарда з центром z = 0.

Будемо казати, що область G ⊂ Cp є повною областю Рейнгарда, якщо:
a) z = (z1, . . . , zp) ∈ G =⇒ (∀R = (R1, . . . , Rp) ∈ [0; 1]p) : Rz = (R1z1, . . . ,

Rpzp) ∈ G (повна область);
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б) (z1, . . . , zp) ∈ G =⇒ (∀(θ1, . . . , θp) ∈ Rp) : (z1e
iθ1, . . . , zpe

iθp) ∈ G (кратно-
кругова область).

Область Рейнхарда G називається логарифмiчно-опуклою, якщо образ мно-
жини G∗ = {z ∈ G : z1 · . . . · zp ̸= 0} вiдображенням

Ln: z → Ln(z) = (ln |z1|, . . . , ln |zp|)
є опуклою в Rp. На комплекснiй площинi (p = 1), логарифмiчно-опуклою обла-
стю Рейнхарда є круг. Наступнi повнi областi Рейнхарда (p ≥ 2) часто розгля-
даються:

Cp(R) := {z ∈ Cp : |z1| < R1, . . . , |zp| < Rp},
R = (R1, . . . , Rp) ∈ (0;+∞)p, (полiкруг),

Bp(r) :=
{
z ∈ Cp : |z| :=

√
|z1|2 + . . .+ |zp|2 < r

}
, (куля),

Πp(r) := {z ∈ Cp : |z1|+ . . .+ |zp| < r}, r > 0.

Зауважимо, що Cp(R) ⊂ G для кожного w = (w1, . . . , wp) ∈ G та R =

(|w1|, . . . , |wp|). Областi
Cp(re1), e1 = (1, . . . , 1) ∈ Rp, Bp(r), Πp(r) (r > 0)

є логарифмiчно-опуклими повними областями Рейнхарда. Але, наприклад, пов-
на область Рейнхарда

G1,2 = {z = (z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 2} ∪ {z = (z1, z2) : |z1| < 2, |z2| < 1}
не є логарифмiчно-опуклою областю.

Метою цього пiдроздiлу є доведення аналогiв нерiвностi Вiмана для аналiти-
чних функцiй f ∈ Ap

0(G), якi можна представити рядом вигляду (3.1), областю
збiжностi якого є довiльна повна область Рейнгарта G. Через Ap(G) ми позна-
чаємо пiдклас функцiй f ∈ Ap

0(G) такий, що
∂

∂zj
f(z1, . . . , zp) ̸≡ 0

у G для будь-якого j ∈ {1, . . . , p}.
Нехай Hp — клас функцiй h : G → R+ таких, що h є неспадною по кожнiй

змiннiй i ∫
· · ·
∫

G∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

= +∞

для кожного ε ∈ Rp
+ такого, що G ∩∆ε є непорожньою областю в Rp

+.

Для h ∈ Hp вважатимемо, що E ⊂ G є множиною скiнченної логарифмiчної
h-мiри на G, якщо iснує ε ∈ Rp

+ таке, що G ∩ ∆ε є непорожньою областю в
G ⊂ Rp

+ i

νh(E ∩∆ε):=

∫
· · ·
∫

E∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.
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Сiм’ю таких множин позначимо Sh.
Теорема 3.1. Нехай f ∈ Ap(G). Тодi для кожних ε ∈ Rp

+ та δ > 0 iснує
множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

. (3.2)

При доведеннi основного результату використовується ймовiрнiсне мiркува-
ння з [75, 165], яке вже стало традицiйним у цiй темi, i вiдрiзняється вiд дове-
дення подiбних тверджень у [107].

При нашому доведеннi фактично використовується кiлька лем (леми 3.1–
3.4) зi статтi [75]. Але їх доведення в [75] виписанi недостатньо повно, а також
мiстять неточностi в мiркуваннях. Тому ми подаємо їх тут разом з повними
доведеннями.

Щоб довести нерiвнiсть типу Вiмана для аналiтичних функцiй у G, нам
потрiбнi наступнi допомiжнi результати.

Нехай Df(r) = (Dij) — p× p матриця така, що

Dij = ri
∂

∂ri

(
rj

∂

∂rj
lnMf(r)

)
= ∂i∂j lnMf(r), ∂i = ri

∂

∂ri
, i, j ∈ {1, . . . , p}.

Нехай I — одинична матриця порядку p.
Для E ⊂ Rp через #(E∩Zp+) позначимо кiлькiсть елементiв множини E∩Zp+.

Лема 3.1. Нехай B — паралелепiпед у Rp з ребрами довжин l1, l2, . . . , lp такий,
що iснує iзометрiя H : Rp → Rp така, що

H : B → {x ∈ Rp : |xj| ≤ lj/2, j ∈ {1, 2, . . . , p}}.
Тодi

#(B ∩ Zp) ≤ λp

p∏
j=1

(lj + 1), λp =
2n · Γ(n+2

2 )

πn/2
=

1

Vp(1/2)
,

де Vp(1/2) — об’єм кулi радiуса 1
2 у Rp.

Доведення. Позначимо

B′ =
{
x ∈ Rp : |xj| ≤

lj
2
, j ∈ {1, . . . , p}

}
,

B∗ =
{
x ∈ Rp : |xj| ≤

lj + 1

2
, j ∈ {1, . . . , p}

}
⊃ B.

Нехай S(n) — вiдкрита сфера з центром у n ∈ Zp+ радiусом 1
2 . Зауважимо,

що ⋃
n∈Zp

+∩B

S(n) ⊆ B∗.



118

За монотоннiстю мiри Лебега µ в Rp одержимо

µ

 ⋃
n∈Zp

+∩B

S(n)

 ≤ µ(B∗).

Зрештою, за допомогою адитивностi цiєї мiри отримуємо

µ(S(1/2)) ·#{B ∩ Zp+} ≤
p∏
j=1

(lj + 1), #{B ∩ Zp+} ≤ 1

µ(S(1/2))

p∏
j=1

(lj + 1).

Через A+ ми позначимо обернену матрицю за Муром–Пенроузом до A([44,
75,135,154]), тобто

A+ = lim
δ→0

AT (AAT + δI)−1,

де I — одинична матриця порядку, який рiвний кiлькостi рядкiв матрицi A.

Лема 3.2. Нехай α ∈ Rp, C > 0, A є p × p невiд’ємною визначеною матрицею
0 < m = rankA ≤ p i

E = {x ∈ Rm : (x− α)A+(x− α)T ≤ C}.
Iснує стала δ = δ(C, p) > 0, яка не залежить вiд A i α така, що

#{E ∩ Zm+} ≤ δ(det(A+ I))1/2.

Доведення. Нехай 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λm — додатнi власнi значення ма-
трицi A. Тодi 1

λ1
, 1
λ2
, . . . , 1

λm
є власними значеннями матрицi A+. Отже, iснує

iзометрiя H : Rm → Rm така, що

H : E →

{
x ∈ Rm :

m∑
j=1

x2j
λj

≤ C

}
,

E ⊂ H−1{x ∈ Rm : x ≤
√
Cλj, j ∈ {1, 2, . . . ,m}}.

За лемою 3.1 iснує стала δ′ > 0 така, що

#{E ∩ Zm+} ≤ δ′
m∏
j=1

(2(Cλj)
1/2 + 1) = δ′

p∏
j=1

(2(Cλj)
1/2 + 1).

Залишається зауважити, що
p∏
j=1

(λj + 1) = det(A+ I),

#{E ∩ Zp+} ≤ δ′(
√
2C)p

(
p∏
j=1

(λj + 1)

)1/2

≤ δ′′(det(A+ I))1/2.
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Лема 3.3. Нехай ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξp)
T — випадковий вектор,

α = Eξ = (Eξ1,Eξ2, . . . ,Eξp)
T ,

A — коварiацiйна матриця ξ, δ > 0, 0 < m = rankA ≤ p. Тодi

P{ω : (ξ(ω)− α)A+(ξ(ω)− α)T ≤ δ} ≥ 1− m

δ
.

Доведення. Розглянемо випадкову величину
Z(ω) = (ξ(ω)− α)TA+(ξ(ω)− α).

Оскiльки A є невiд’ємно визначеною матрицею, то ∀ω ∈ Ω: Z(ω) ≥ 0. Крiм
того, A також є симетричною. Тодi iснує ортогональна матриця G така, що
GGT = GTG = I i GTAG = Q. Тут

Q = diag(λ1, λ2, . . . , λm, 0, . . . , 0)

— дiагональна матриця з упорядкованими власними значеннями
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λm > 0, 0 < m = rankA ≤ p.

Тодi (див., наприклад, [44,153])
GTAG = Q, GGTAGGT = GQGT =⇒ A = GQGT ,

A+ = (GQGT )+ = (GT )+Q+G+ = (GT )−1Q+G−1 = GQ+GT ,

тобто A = GQGT , A+ = GQ+GT . Тому,
Z = (ξ − α)TA+(ξ − α) = (ξ − α)TGQ+GT (ξ − α) =

= (ξ − α)TGQ−1/2Q−1/2GT (ξ − α) =

= (Q−1/2GT (ξ − α))T (Q−1/2GT (ξ − α)) = Y TY,

де
Y = Q−1/2GT (ξ − α), Q−1/2 = diag(λ

−1/2
1 , λ

−1/2
2 , . . . , λ−1/2

m , 0, . . . , 0).

Математичне сподiвання i коварiацiйна матриця випадкового вектора Y за-
довольняють рiвняння

EY = E(Q−1/2GT (ξ − α)) = Q−1/2GTE(ξ − α) = 0,

cov Y = cov(Q−1/2GT (ξ − α)) = cov(Q−1/2GT ξ) = Q−1/2GT cov(ξ)(Q−1/2GT )T =

= Q−1/2GTAGQ−1/2 = Q−1/2QQ−1/2 = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m разiв

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p−m разiв

).

Тому,

EZ = E(Y TY ) = E

(
p∑
j=1

Y 2
j

)
=

p∑
j=1

E(Y 2
i ) =

p∑
j=1

D(Yj) = m.

Залишається використати нерiвнiсть Маркова.

P{ω : Z(ω) ≥ δ} = P{ω : (ξ(ω)− α)A+(ξ(ω)− α)T ≤ δ} ≤ EZ

δ
=
m

δ
.

P{ω : (ξ(ω)− α)A+(ξ(ω)− α)T ≤ δ} ≥ 1− m

δ
.
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Лема 3.4 (теорема 3.1, [75]). Нехай f ∈ Ap. Iснує стала C0(p) така, що

Mf(r) ≤ C0(p)µf(r)(det(Df(r) + I))1/2.

Доведення. Розглянемо випадковий вектор X(ω) = (X1(ω), X2(ω), . . . , Xp(ω))
такий, що

P{ω : Xj(ω) = nj, j ∈ {1, . . . , p}} =
1

Mf(r)
|an1...np|r

n1
1 . . . rnpp , k ∈ Z+.

Тодi для j ∈ {1, 2, . . . , p} ми отримаємо

EXj =
1

Mf(r)

+∞∑
∥n∥=0

nj|an|rn = rj
∂

∂rj
lnMf(r).

Df(r) — коварiацiйна матриця випадкового вектора X(ω).
Можна вибрати δ = 2p у лемi 3.3. Тодi

1

2
≤ 1− m

2p
≤ P{ω : (x− α)D+

f (x− α)T ≤ 2p} ≤

≤ µf(r)

Mf(r)
·#{x ∈ Rp

+ : (x− α)D+
f (x− α)T ≤ 2p} ≤

≤ 2p
µf(r)

Mf(r)
(det(Df(r) + I))1/2,

Mf(r) ≤ 4pµf(r)(det(Df(r) + I))1/2.

Лема 3.5. Нехай f ∈ Ap. Тодi для ε ∈ Rp
+, δ > 0 iснує множина E ∈ Sh така,

що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E виконуються нерiвностi

det(Df(r) + I) ≤ h(r)×

×
p∏
j=1

((
rj

∂

∂rj
lnMf(r) + ln

(erj
εj

))
ln1+δ

(
rj

∂

∂rj
lnMf(r) + ln

(erj
εj

)))
, (3.3)

rj
∂

∂rj
lnMf(r) ≤ h(r) ln1+δMf(r)

p∏
k=1,k ̸=j

ln1+δ
(erk
εk

)
, j ∈ {1, . . . , p}. (3.4)

Доведення. Нехай E0 ⊂ G — множина, для якої не виконується нерiвнiсть (3.3).
Тепер ми доведемо, що E0 ∈ Sh. Оскiльки rj

∂
∂rj

lnMf(r) > 0, то для кожного
r ∈ G ∩∆ε маємо

rj
∂

∂rj
lnMf(r) + ln

(erj
εj

)
> 1, j ∈ {1, . . . , p}.

Тодi

νh(E0 ∩∆ε) =

∫
· · ·
∫

E0∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

≤
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≤
∫

· · ·
∫

E0∩∆ε

det(Df(r) + I)
p∏
j=1

drj

p∏
j=1

(
rj

(
rj

∂
∂rj

lnMf(r) + ln rj

)
ln1+δ

(
rj

∂
∂rj

lnMf(r) + ln rj

)) .
Нехай U : G→ Rp

+ — таке вiдображення, що

U = (u1(r), u2(r), . . . , up(r)) : uj(r) = rj
∂

∂rj
lnMf(r) + ln

(erj
εj

)
,

j ∈ {1, . . . , p}, r = (r1, r2, . . . , rp).

Тодi для i, j ∈ {1, 2, . . . , p} одержимо
∂ui
∂ri

=
∂

∂ri

(
ri
∂

∂ri
lnMf(r) + ln

(erj
εj

))
=

1

ri
∂i∂i lnMf(r) +

1

r i
,

∂ui
∂rj

=
∂

∂rj

(
ri
∂

∂ri
lnMf(r) + ln

(erj
εj

))
=

1

rj
∂i∂j lnMf(r), i ̸= j.

Отже, якобiан

J1:=
D(u1, u2, . . . , up)

D(r1, r2, . . . , rp)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂u1
∂r1

· · · ∂u1
∂rp

· · · . . . · · ·
∂up
∂r1

· · · ∂up
∂rp

∣∣∣∣∣∣∣ =
p∏
j=1

1

rj
· det(Df(r) + I).

Тому,

νh(E0 ∩∆ε) ≤
∫

· · ·
∫

U(E0∩∆ε)

p∏
j=1

duj

uj ln
1+δ uj

≤
+∞∫
1

. . .

+∞∫
1

p∏
j=1

duj

uj ln
1+δ uj

< +∞.

Нехай E1 ⊂ G — множина, для якої нерiвнiсть (3.4) не виконується для
j = 1. Тепер доведемо, що E1 ∩∆ε ∈ Sh.

Тодi

νh(E1 ∩∆ε) =

∫
· · ·
∫

E1∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj
rj

≤

≤
∫

· · ·
∫

E1∩∆ε

r1
∂
∂r1

lnMf(r)dr1 . . . drp( p∏
j=1

rj

)
ln1+δMf(r)

p∏
j=2

(
ln1+δ

(
erj
εj

)) .
Нехай V : G→ Rp

+ — таке вiдображенням, що V = (v1(r), v2(r), . . . , vp(r)) та
v1(r) = lnMf(r), vj = ln(

erj
εj
), j ∈ {2, . . . , p}, r = (r1, r2, . . . , rp). Тодi якобiан

J2:=
D(v1, v2, . . . , vp)

D(r1, r2, . . . , rp)
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂
∂r1

lnMf(r)
∂
∂r2

lnMf(r) · · · ∂
∂rp

lnMf(r)

0 1
r2

· · · 0

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 1

rp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
p∏
j=1

1

rj
· r1

∂

∂r1
lnMf(r).
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Отже,

νh(E1 ∩∆ε) ≤
∫

· · ·
∫

U(E0∩∆ε)

p∏
j=1

duj

u1+δj

≤
+∞∫
1

· · ·
+∞∫
1

p∏
j=1

duj

u1+δj

< +∞.

Нехай Ej ⊂ G — множини, для яких нерiвнiсть (3.4) не виконується для
j ∈ {2, . . . , p}, вiдповiдно. Аналогiчно Ej ∩ ∆ε ∈ Sh для j ∈ {2, . . . , p}. Зали-
шається зауважити, що множина E =

⋃p
j=0Ej також є множиною скiнченної

логарифмiчної h-мiри в G.

Доведення теореми 3.1. Нехай E — виняткова множина з леми 3.2. Тодi, вико-
ристовуючи лему 3.1, ми отримуємо для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E

Mf(r) ≤ Mf(r) ≤ C0µf(r)(det(Df(r) + I))1/2 ≤ C0µf(r)
√
h(r)×

×
p∏
j=1

(
rj

∂

∂rj
lnMf(r) + ln

(erj
εj

))1/2 p∏
j=1

ln(1+δ)/2
(
rj

∂

∂rj
lnMf(r) + ln

(erj
εj

))
≤

≤ C0µf(r)
√
h(r)

p∏
j=1

(
h(r) ln1+δMf(r)

p∏
k=1,k ̸=j

ln1+δ
(erk
εk

)
+ ln

(erj
εj

))1/2

×

×
p∏
j=1

ln(1+δ)/2

(
h(r) ln1+δMf(r)

p∏
k=1,k ̸=j

ln1+δ
(erk
εk

)
+ ln

(erj
εj

))
≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+pδ h(r) ln

p
2 Mf(r) ln

p
2+pδ lnMf(r)

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

)1/2+δ

≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+pδ h(r) ln

p
2 Mf(r) ln

p
2+pδ lnMf(r)

p∏
j=1

(
ln
erj
εj

)p−1
2 (1+4δ)

,

lnMf(r) ≤ lnµf(r) +
(p+ 1

2
+ δ
)
lnh(r)+

+
(p
2
+ δ
)
ln lnMf(r) +

(p− 1

2
(1 + 4δ)

) p∑
j=1

ln+ ln
erj
εj
.

Виберемо множину E так, що ∀r ∈ (∆ε ∩G) \ E

Mf(r) > C∗
p , µf(r) > 1,

де C∗
p — деяка стала така, що C∗

p ≥ ln2pC∗
p . Тодi

Mf(r) ≥ ln2pMf(r), lnMf(r) ≥ 2p ln lnMf(r),
1

2
lnMf(r) ≤ lnMf(r)−

(p
2
+ δ
)
ln lnMf(r) ≤

≤ lnµf(r) +
(p+ 1

2
+ δ
)
lnh(r) +

(p− 1

2
(1 + 4δ)

) p∑
j=1

ln+ ln
erj
εj
,
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lnMf(r) ≤ (1 + p+ 2δ) ln

{
µf(r)h(r)

p∏
j=1

ln
erj
εj

}
.

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2

{
µf(r)h(r)

p∏
j=1

ln
erj
εj

}
×

× ln1/2+δ ln

{
µf(r)h(r)

p∏
j=1

ln
erj
εj

}
p∏
j=1

(
ln
erj
εj

)p−1
2 (1+5δ)

≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ1{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
ln
erj
εj

)p−1
2 +δ1

, δ1 = 5pδ.

Наслiдки, гiпотези. Розглянемо випадок, коли область G обмежена. Тодi
iснує такий R > 0, що G ⊂ Cp(R) := {z ∈ Cp : |zi| < R, i ∈ {1, . . . , p}}.
Тому для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E маємо

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

≤
p∏

k=1

(
ln
eR

εk

)p
2+pδ

.

Позначимо

K :=

{
z ∈ G : lnδ h(r) ≤

p∏
k=1

(
ln
eR

εk

)p
2+pδ

}
.

Також мiра множини νh(E ∩∆ε) є скiнченною, коли

ν∗h(E ∩∆ε) =

∫
· · ·
∫

E∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj < +∞.

Зауважимо, що

ν∗h(K ∩∆ε) =

∫
· · ·
∫

K∩∆ε

h(r)

p∏
j=1

drj ≤ exp

{
p∏

k=1

(
ln
eR

εk

) p
2δ+p
}∫

· · ·
∫

K∩∆ε

p∏
j=1

drj ≤

≤ exp

{
p∏

k=1

(
ln
eR

εk

) p
2δ+p
}∫

· · ·
∫

G

p∏
j=1

drj < +∞.

Для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ (E ∪K) ми одержимо

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
k=1

(
ln
eR

εk

)p
2+pδ≤
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≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+2δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}.

Отже, доведемо таке твердження.

Теорема 3.2. Нехай f ∈ Ap(G), G є обмеженою. Тодi для кожних ε ∈ Rp
+,

δ > 0 iснує множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E маємо

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}.

У тому випадку, коли

G = Bp(1) :=
{
z ∈ Cp : |z| :=

√
|z1|2 + . . .+ |zp|2 < 1

}
можна вибрати h(r) = (1− |r|)−p, |r| = (r21 + . . .+ r2p)

1/2.

Теорема 3.3. Нехай f ∈ Ap(Bp(1)), h(r) = (1−|r|)−p. Тодi для кожних ε ∈ Rp
+,

δ > 0 iснує така множина E ∈ Sh, що для всiх r ∈ (|Bp(1)| ∩∆ε) \ E маємо

Mf(r) ≤
µf(r)

(1− |r|) 1
2 (p

2+p)+δ
ln

p
2+δ

µf(r)

1− |r|
.

Якщо додатково припустити, що

h(r) =

p∏
j=1

hj(rj), (3.5)

то нерiвнiсть (3.4) з леми 3.5 можна замiнити такою

rj
∂

∂rj
lnMf(r) ≤ hδ(r)h1−δj (rj) ln

1+δMf(r)

p∏
k=1,k ̸=j

ln1+δ
(erk
εk

)
, j ∈ {1, . . . , p}.

Для таких функцiй h отримано наступне твердження.

Теорема 3.4. Нехай f ∈ Ap(G), h ∈ Hp задовольняє умову (3.5). Тодi для
кожних ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує множина E ∈ Sh, що для всiх r ∈ (G ∩ ∆ε) \ E
маємо

Mf(r) ≤ µf(r)(h(r))
1+δ ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
2+δ

.

Припущення 1. Описи виняткових множин у нерiвностях (2.4), (3.2) у певному
сенсi найкращi з можливих.
2. Для даного h ∈ H нерiвнiсть (3.2) є точною в загальному випадку.
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3.2. Аналiтичнi функцiї в кратно-кругових областях: ефект Левi i
винятковi множини

Щодо твердження про нерiвнiсть Вiмана, проф. Й. В. Островський у 1995
роцi сформулював наступне питання: який найкращий опис величини виня-
ткової множини E? Це ж питання було розглянуто в рядi статей (наприклад,
див. [28,30,31,33,42,52,115,162,163,195]) по вiдношенню до багатьох iнших спiв-
вiдношень, що розглядаються у теорiї Вiмана-Валiрона. У статтях [28, 33, 113]
доведено деякi аналоги нерiвностi Вiмана зовнi виняткової множини E скiн-
ченної h-логарифмiчної мiри. Зокрема, у статтi [113] доведено, що для кожної
вiдмiнної вiд тотожно сталої аналiтичної функцiї у крузi DR = {z : |z| < R},
0 < R ≤ +∞ i для кожної додатної неспадної на (0, R) функцiї h(r) такої, що
h(r) ≥ 2 (r ∈ (0, R)) нерiвнiсть

Mf(r) ≤ h(r)µf(r)
(
lnh(r) ln(h(r)µf(r))

)1/2+δ (3.6)

виконується для r ∈ (r0, R) зовнi виняткової множини E = Ef(ε, h) скiнченної
h-логарифмiчної мiри, тобто ∫

E∩(r0,R)

h(r)d ln r < +∞.

Бiльше того, у статтi [33] було встановлено, що оцiнка∫
E

ln1/2 µf(r)

r
dr < +∞

виняткової множини E у нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй виконується май-
же напевно у деякому ймовiрнiному сенсi; тут h(r) = ln1/2 µf(r). З iншого боку,
з прикладу цiлої функцiї побудованої у [28, 33] випливає, що опис виняткової
множини у цьому твердженнi для конкретної цiлої функцiї f не можна iсто-
тно покращити. Власне, для кожного ε > 0 iснує цiла функцiя f i множина
E ⊂ [1; +∞) такi, що для всiх r ∈ E

Mf(r) ≥ µf(r)(lnµf(r))
1/2+ε i

∫
E

(lnµf(r))
1/2+ε

r
dr = +∞.

У випадку аналiтичних функцiй у крузi D1 i h(r) = 1/(1 − r), з нерiвностi
(3.6) випливає аналог Кеварi нерiвностi Вiмана (див. [86, 205]). У статтях [36,
37, 40, 55, 70, 90, 204] встановлено наявнiсть ефекту Левi у випадку нерiвностi
Вiмана i аналогiв Кеварi нерiвностi Вiмана для рiзних класiв випадкових цiлих
i аналiтичних в одиничному крузi функцiй вiд однiєї змiнної, вiдповiдно.

Через Ap
0(G), p ∈ N, позначимо клас аналiтичних функцiй f у повнiй областi
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Рейнгарта G ⊂ Cp, якi можна подати у виглядi степеневого ряду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (3.7)

з областю збiжностi G. Через Ap(G) позначимо пiдклас, в який входять функцiї
f ∈ Ap

0(G) такi, що iснує n ∈ Np : an ̸= 0.

Нехай (Ω,A, P ) — ймовiрнiсний простiр Штейнгуаза. Нехай X = (Xn(t)) —
послiдовнiсть випадкових величин на цьому просторi. Для цiлої функцiї вигля-
ду (3.7) через K(f,X) позначимо клас випадкових функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n. (3.8)

Пiд “майже напевно” будемо розумiти, що деяка властивiсть виконується майже
скрiзь за мiрою Лебега P . Будемо говорити, що деякi спiввiдношення виконує-
ться майже напевно у класi K(f,X), якщо воно виконується для кожної цiлої
функцiї f(z, t) вигляду (3.8) майже напевно за t. Для функцiй вигляду (3.8) i
t ∈ [0; 1] також позначимо

Mf(r, t) = max{|f(z, t)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}.

Послiдовнiсть випадкових величин X = (Xn(t)), n ∈ Zp+ є мультиплiкатив-
ною системою (МС), якщо

(∀k ∈ N)(∀(nj), nj ∈ Zp+, nj ̸= ns(s ̸= j)) : E(Xn1Xn2 · · ·Xnk) = 0,

де Eξ є математичним сподiванням випадкової величини ξ.
Деякi аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних

можна знайти у статтях [3, 29, 46, 61, 75, 89, 89, 112, 165, 166], для аналiтичних
функцiй у полiкрузi Dp, p ≥ 2, в [99, 111]. У статтi [107] доведено деякi анало-
ги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй f(z) i випадкових аналiтичних
функцiй f(z, t) у G = Dℓ×Cp−ℓ, ℓ ∈ N, 1 ≤ ℓ < p, вигляду (3.7) i (3.8), вiдповiд-
но, де X = (Xn) — мультиплiкативна система комплекснозначних випадкових
величин на ймовiрнiсному просторi Штейнгауза, м.н. рiвномiрно обмежена чи-
слом 1. Також було доведено точнiсть отриманих нерiвностей. При вiдповiдному
виборi функцiї h(r), ми отримаємо твердження про аналоги нерiвностi Вiмана
у вiдповiдних випадках зi статей [75,99,107,111].

У загальному випадку для довiльної функцiї h(r) i нерiвностей (3.6) i (3.2),
а також окремих випадкiв, отриманих з нерiвностi (3.2), питання про наявнiсть
ефекту Левi є повнiстю вiдкритим.

Основна мета цього пiдроздiлу — довести аналог ефекту Левi для нерiвно-
стей з теореми 3.1, отриманих у класi аналiтичних функцiй f ∈ Ap

0(G) для
довiльної повної областi Рейнгарта G.
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Нехай Z = (Zn(t)) — комплекснозначна послiдовнiсть випадкових величин
Zn(t) = Xn(t) + iYn(t) така, що обидвi X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t)) є дiйсними
МС.

Теорема 3.5. Нехай Z = (Zn(t)) — МС рiвномiрно обмежена числом 1 м.н.,
f ∈ Ap(G), h ∈ Hp.
a) Для кожних ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈
(G ∩∆ε) \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤

≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

) p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
4+δ

(3.9)

м.н. в K(f, Z).
b) Якщо область G обмежена, то для кожних ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує множина
E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E м.н. в K(f, Z) маємо

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
.

Зауважимо, що нерiвнiсть (3.9) можна записати у наступному виглядi

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)( p∏
k=1

ln
erk
εk

)p−1
4 +δ

.

Лема 3.6 ([89]). Нехай X = (Xn(t)) — МС рiвномiрно обмежена числом 1 м.н.
Тодi для кожного β > 0 iснує стала Aβp > 0, яка залежить тiльки вiд p i β
така, що для всiх N ≥ N1(p) = max{p, 4π} i {cn : ∥n∥ ≤ N} ⊂ C виконується
нерiвнiсть

P

{
t : max

{∣∣∣∣∣
N∑

∥n∥=0

cnXn(t)e
in1ψ1 . . . einpψp

∣∣∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]p

}
≥ AβpSN ln

1
2 N

}
≤ 1

Nβ
,

де

S2
N =

N∑
∥n∥=0

|cn|2.

Лема 3.7 ([115]). Нехай f ∈ Ap(G), h ∈ Hp. Тодi для кожних ε ∈ Rp
+, δ > 0

iснує множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E маємо

rj
∂

∂rj
lnMf(r) ≤ h(r) ln1+δMf(r)

p∏
k=1,k ̸=j

ln1+δ
(erk
εk

)
, j ∈ {1, . . . , p}.
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Доведення теореми 3.5. Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що Z =
X = (Xn(t)) — дiйсна МС. Для k ∈ N, k ≥ 11 i l ∈ Z таких, що k > −l
позначимо

Gkl =
{
r = (r1, . . . , rp) ∈ G : k ≤ lnh(r) ≤ k + 1, l ≤ lnµf(r) ≤ l + 1

}
,

G+
kl =

+∞⋃
i=k

+∞⋃
j=l

Gij.

Не складно перевiрити, що множина

E0 =
{
r ∈ G : lnh(r) + lnµf(r) < 1

}
=
{
r ∈ G : µf(r)h(r) < e

}
∈ Sh.

За лемою 3.7 iснує множина E1 ⊃ E0, E1 ∈ Sh така, що для всiх r ∈ G\E1

отримаємо
+∞∑

∥n∥=0

∥n∥ · |an|rn ≤ h(r)Mf(r) ln
1+δMf(r) ·

p∑
j=1

(
p∏

k=1
k ̸=s

ln1+δ
erk
εk

)
≤

≤ ph(r)µf(r)(h(r))
p+1
2 ln

p
2+δ h(r) ln

p
2+δ{µf(r)h(r)}

(
p∏
j=1

ln
erj
εj

)p−1
2 +δ

×

×

[
lnµf(r) +

p+ 1

2
lnh(r) +

(p
2
+ δ
)
ln lnh(r) +

(p
2
+ δ
)
ln ln

{
µf(r)h(r)

}
+

+
(p− 1

2
+ δ
) p∑
j=1

ln ln
erj
εj

]1+δ( p∏
j=1

ln
erj
εj

)1+δ

≤

≤ µf(r)(h(r))
p+3
2 +2δ ln

p
2+1+δ{µf(r)h(r)}

(
p∏

k=1

ln
erk
εk

)p+1
2 +2δ

.

Тому ∑
∥n∥≥d

|an|rn ≤
∑
∥n∥≥d

∥n∥
d

|an|rn ≤
1

d

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤

≤ 1

d
µf(r)(h(r))

p+3
2 +2δ ln

p
2+1+δ{µf(r)h(r)}

(
p∏

k=1

ln
erk
εk

)p+1
2 +2δ

≤ µf(r),

де

d = d(r) = (h(r))
p+3
2 +2δ ln

p
2+1+δ{µf(r)h(r)}

(
p∏

k=1

ln
erk
εk

)p+1
2 +2δ

.

Нехай

G∗
kl = Gkl \ E2, I = {(i; j) : G∗

ij ̸= ∅}, E2 = E1 ∪

( ⋃
(i,j)̸∈I

Gij

)
.
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Тодi #I = +∞.
Для (k, l) ∈ I виберемо послiдовнiсть r(k,l) ∈ G∗

kl таку, що µf(r
(k,l)) =

min
r∈G∗

kl

µf(r). Для всiх r ∈ G∗
kl одержимо

1

e
µf(r

(k,l)) ≤ µf(r) ≤ eµf(r
(k,l)), (3.10)

1

e
h(r(k,l)) ≤ h(r) ≤ eh(r(k,l)), (3.11)

1

e2
µf(r

(k,l))h(r(k,l)) ≤ µf(r)h(r
(k,l)) ≤ e2µf(r

(k,l))h(r(k,l)) (3.12)

i також ⋃
(k,l)∈I

G∗
kl =

⋃
(k,l)∈I

Gkl \ E1 =
+∞⋃
k,l=1

Gkl \ E1 = G \ E1.

Нехай Nkl = [2d1(r
(k,l))] i

d1(r) = (eh(r))
p+3
2 +2δ ln

p
2+1+δ{e2µf(r)h(r)}

(
p∏

k=1

ln
e2rk
εk

)p+1
2 +2δ

.

Для r ∈ G∗
kl позначимо

WNkl
(r, t) = max

{∣∣∣∣∣ ∑
∥n∥≤Nkl

anr
n1
1 . . . rnpp e

in1ψ1+...+inpψpXn(t)

∣∣∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]p

}
.

Для вимiрних за Лебегом множин G ⊂ G∗
kl i для (k, l) ∈ I позначимо

νkl(G) =
measp(G)

measp(G∗
kl)
,

де measp — мiра Лебега на Rp.
Зауважимо, що νkl — ймовiрнiсна мiра, визначена на сiм’ї вимiрних за Ле-

бегом пiдмножинах G∗
k. Нехай Ω =

⋃
(k,l)∈I G

∗
kl i

ki, li,j : (ki, li,j) ∈ I, ki < ki+1, li,j < li,j+1, ∀i, j ∈ Z+.

Для вимiрних за Лебегом пiдмножин G з Ω позначимо

ν(G) = 2k0
+∞∑
i=0

(
1

2ki

(
1−

(1
2

)ki+1−ki)
×

×
Ni∑
j=0

2li,0

2li,j

(
1−

(
1
2

)li,j+1−li,j)
1−

(
1
2

)li,Ni+1
+li,0

νki+1li+1,j+1
(G ∩G∗

kj+1li+1,j+1
)

)
, (3.13)

де Ni = max{j : (ki, lij) ∈ I}. Зауважимо, що νkj+1lj+1
(G∗

kj+1lj+1
) = ν(Ω) = 1.

Тому ν є ймовiрнiсною мiрою, яка визначена на вимiрних пiдмножинах Ω.
На Ω0 := [0; 1] × Ω визначимо ймовiрнiсну мiру P0 = P ⊗ ν, яка є прямим
добутком ймовiрнiсних мiр P i ν. Тепер для (k; l) ∈ I позначимо

Fkl = {(t, r) ∈ [0; 1]× Ω: WNkl
(r, t) > ApSNkl

(r) ln1/2Nkl},
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Fkl(r) = {t ∈ [0; 1] : WNkl
(r, t) > ApSNkl

(r) ln1/2Nkl},

де

S2
Nkl

(r) =

Nkl∑
∥n∥=0

|an|2r2n

i Ap — стала з леми 3.6 з β = 1. За теоремою Фубiнi i за лемою 3.6 з cn = anr
n

i β = 1, ми одержимо для (k, l) ∈ I

P0(Fkl) =

∫
Ω

( ∫
Fkl(r)

dP

)
dν =

∫
Ω

P (Fkl(r))dν ≤ 1

Nkl
ν(Ω) =

1

Nkl
.

Тодi

Nkl > (h(r))
p+3
2 ln

p
2+1+δ{µf(r)h(r)}

p∏
k=1

ln
p+1
2
erk
εk

> e2k(l + k)2+2δ.

Тому ∑
(k,l)∈I

P0(Fkl) ≤
+∞∑
k=11

+∞∑
l=−k+1

1

e2k(l + k)2+2δ
< +∞.

Звiдси, за лемою Бореля-Кантеллi з ймовiрнiстю, що дорiвнює одиницi, се-
ред подiй {Fkl : (k, l) ∈ I} вiдбувається щонайбiльше скiнченна кiлькiсть подiй.
Отже,

P0(F ) = 1, F =
+∞⋃
s=1

+∞⋃
m=1

⋂
k≥s, l≥m
(k,l)∈I

Fkl ⊂ [0; 1]× Ω.

Тодi для кожної точки (t, r) ∈ F iснують k0 = k0(t, r) i l0 = l0(t, r) такi, що
для всiх k ≥ k0, l ≥ l0, (k, l) ∈ I маємо

WNkl
(r, t) ≤ ApSNkl

(r) ln1/2Nkl.

Нехай FΩ = {r ∈ Ω: (∃t)[(t, r) ∈ F ]}. Тодi ν(FΩ) = 1. Подiбно для проекцiї
F на [0; 1]

F[0;1] = {t ∈ [0; 1] : (∃r)[(t, r) ∈ F ]}
маємо P (F[0;1]) = 1.

Нехай далi F∧(t) = {r ∈ Ω: (t, r) ∈ F}. Як i в [111] маємо, що за теоремою
Фубiнi

0 =

∫
Ω0

(1− χF )dP0 =

1∫
0

(∫
Ω

(1− χF∧(t))dν

)
dP.

Тому, P -майже скрiзь

0 =

∫
Ω

(1− χF∧(t))dν = 1− ν(F∧(t)),
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звiдки ∃F1 ⊂ F[0;1], P (F1) = 1, така, що ν(F∧(t)) = 1 для кожного t ∈ F1.
Для кожних t ∈ F1([111]) i (k, l) ∈ I виберемо точку r(k,l)0 (t) ∈ G∗

kl так, що

WNkl
(r

(k,l)
0 (t), t) ≥ 3

4
Mkl(t), Mkl(t)

def
= sup{WNkl

(r, t) : r ∈ G∗
kl}.

Тодi, з νkl
(
F∧(t) ∩ G∗

kl

)
= 1 для всiх (k, l) ∈ I, випливає, що iснує точка

r(k,l)(t) ∈ G∗
kl ∩ F∧(t) така, що

|WNkl
(r

(k,l)
0 (t), t)−WNkl

(r(k,l)(t), t)| < 1

4
Mkl(t),

звiдки
3

4
Mkl(t) ≤ WNkl

(r
(k,l)
0 (t), t) ≤ WNkl

(r(k,l)(t), t) +
1

4
Mkl(t).

Оскiльки (t, r(k,l)(t)) ∈ F, то з нерiвностi (3.13) маємо
1

2
Mkl(t) ≤ WNkl

(r(k,l)(t), t) ≤ ApSNkl
(r(k,l)(t)) ln1/2Nkl.

Тепер для r(k,l) = r(k,l)(t) одержимо

S2
Nkl

(r(k,l)) ≤ µf(r
(k,l))Mf(r

(k,l)) ≤ µ2f(r
(k,l))(h(r(k,l)))

p+1
2 ln

p
2+δ h(r(k,l))×

× ln
p
2+δ{µf(r(k,l))h(r(k,l))}

(
p∏
j=1

ln
er

(k,l)
j

εj

)p−1
2 +δ

.

Звiдси, для t ∈ F1 i всiх k ≥ k0(t), l ≥ l0(t), отримаємо

SN(r
(k,l)) ≤ µf(r

(k,l))(h(r(k,l)))
p+1
4 ln

p
4+

δ
2 h(r(k,l))×

× ln
p
4+

δ
2{µf(r(k,l))h(r(k,l))}

(
p∏
j=1

ln
er

(k,l)
j

εj

)p−1
4 + δ

2

.

З (3.10)–(3.12) випливає, що d1(r(k,l)) ≥ d(r) для r ∈ G∗
kl. Тодi для t ∈ F1,

r ∈ F∧(t) ∩G∗
kl, (k, l) ∈ I, k ≥ k0(t), l ≥ l0(t) виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤
∑

∥n∥≥2d1(r(k,l))

|an|rn +WNkl
(r, t) ≤

∑
∥n∥≥2d(r)

|an|rn +Mkl(t).

Отож, для t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩G∗
kl, l ≥ l0(t) i k ≥ k0(t) маємо

Mf(r
(k,l), t) ≤ µf(r

(k,l)) + 2ApSNkl
(r(k,l)) ln1/2Nkl ≤ µf(r

(k,l))+

+2Apµf(r
(k,l))(h(r(k,l)))

p+1
4 ln

p
4+

δ
2 h(r(k,l))×

× ln
p
4+

δ
2{µf(r(k,l))h(r(k,l))}

(
p∏
j=1

ln
er

(k,l)
j

εj

)p−1
4 + δ

2

×

×
[(p+ 3

2
+ 2δ

)
ln(eh(r(k,l))) +

(p
2
+ 1 + 2δ

)
ln ln{e2µf(r(k,l))h(r(k,l))}+
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+
(p+ 1

2
+ 2δ

) n∑
j=1

ln ln
er

(k,l)
j

εj

]
.

Для t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩G∗
kl, k ≥ k0(t) i l ≥ l0(t)

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ{µf(r)h(r)}

(
p∏

k=1

ln
erk
εk

)p−1
4 +δ

.

Тому попередня нерiвнiсть виконується м.н. (t ∈ F1, P (F1) = 1) для всiх

r ∈

( ⋃
(k,l)∈I

(G∗
kl ∩ F∧(t)) ∩G+

kl

)
\E∗ =

= (G ∩G+
kl) \ (E

∗ ∪G∗ ∪ E1) = G \ E2,

де

G+
kl =

+∞⋃
i=k

+∞⋃
j=l

Gkl, E2 = E1 ∪G∗ ∪ E∗, G∗ =
⋃

(k,l)∈I

(G∗
kl \ F∧(t)).

Залишається зауважити, що для ν(G∗) маємо

ν(G∗) =
∑

(k,l)∈I

(νkl(G
∗
kl)− νkl(F

∧(t))) = 0.

Тодi для всiх (k, l) ∈ I одержимо

νkl(G
∗
kl \ F∧(t)) =

measp(G
∗
kl \ F∧(t))

measp(G∗
kl)

= 0,

measp(G
∗
kl \ F∧(t)) =

∫
· · ·
∫

G∗
kl\F∧(t)

h(r)

p∏
j=1

drj = 0.

Зауваження 3.1. Точнiсть нерiвностi (3.9) доведено у випадках:
1) Cp з h(r) ≡ 10, p ∈ N, p > 1;
2) Dp з

h(r) =

p∏
j=1

rj
1− rj

, p ∈ N, p > 1;

3) Dℓ × Cp−ℓ з

h(r) =
ℓ∏

j=1

rj
1− rj

, p, ℓ ∈ N, p > ℓ, p ≥ 2.

Проблема 3.1. Питання стосовно точностi нерiвностей (3.6) i (3.9) у довiльнiй
фiксованiй повнiй областi Рейнхарда є вiдкритим; теж саме стосується довiльної
функцiї h ∈ Hp.
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У випадку G = Cp з нерiвностi (3.2) при h(r1, . . . , rp) ≡ 10 випливає, що м.н.

Mf(r, t) ≤ µf(r)(lnµf(r))
p
2+δ

(
p∏

k=1

ln
erk
εk

)p−1
2 +δ

(3.14)

для всiх r ∈ G ∩∆ε ⊂ Rp
+ зовнi деякої множини E такої, що∫

· · ·
∫

E∩∆ε

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.

Наступне твердження є наслiдком з теореми 3.5 i дає для заданої функцiї
f ∈ Ap(Cp) м.н. iстотно сильнiший опис виняткової множини у нерiвностi (3.14).

Наслiдок 3.1. Нехай Z = (Zn(t)) — МС рiвномiрно обмежена числом 1 м.н.,
f ∈ Ap(Cp). Для кожних ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує множина E = E(δ, f, t) ∈ Sh з
h(r) = (lnµf(r))

p/(p+1) така, що для всiх r ∈ ∆ε \ E м.н. в K(f, Z) виконується
нерiвнiсть (3.14).

У випадку p = 1 з теореми 3.5 маємо такий наслiдок.

Наслiдок 3.2. Нехай Z = (Zn(t)) — МС рiвномiрно обмежена числом 1 м.н.,
h ∈ H1, f ∈ A1(DR), 0 < R ≤ +∞. Для кожного δ > 0 iснують множина
E = E(δ, f, t) ∈ Sh i стала C > 0 такi, що для всiх r ∈ (r0;R) \E м.н. в K(f, Z)
виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ Cµf(r)(h(r))
1
2 ln

5
4+δ h(r) ln

1
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
.

Зауважимо, що у частковому випадку p = 1 нерiвнiсть (3.2) є слабшою за
нерiвнiсть (3.6), тому у цьому випадку висловимо припущення, що у наслiдку
3.2 повинна виконуватись дещо сильнiша нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
1
2

(
lnh(r) ln(h(r)µf(r))

)1/4+δ
.

3.3. Нерiвнiсть типу Вiмана для степеневих рядiв з швидко колив-
ними коефiцiєнтами в кратно-кругових областях Рейнхарда

Нехай p ∈ N, G ⊂ Cp — область Рейнгарта з центром у точцi z = 0 ∈ Cp.
Зазначимо, що у випадку p = 1 область Рейнгарта — це або круг з центром

у початку координат, або ж вся комплексна площина C.
Через Ap

0(G), p ∈ N, позначимо клас аналiтичних функцiй f у повнiй областi
Рейнгарта G ⊂ Cp, якi можна подати у виглядi степеневого ряду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (3.15)
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з областю збiжностi G. Через Ap(G) позначимо пiдклас, в який входять функцiї
f ∈ Ap

0(G) такi, що iснує n ∈ Np : an ̸= 0.

Вiдомо, що кожну аналiтичну функцiю f у повнiй областi Рейнгарта G з
центром у точцi z = 0 можна зобразити в G у виглядi ряду (3.15). З iншого
боку, область збiжностi кожного ряду вигляду (3.15) є логарифмiчно-опуклою
повною областю Рейнгарта з центром у точцi z = 0.

Нехай (Ω,A, P ) — ймовiрнiсний простiр Штейнгуаза. Нехай X = (Xn(t))

— послiдовнiсть випадкових величин на цьому просторi. Для функцiї f ∈ Ap
0

вигляду (3.15) розглянемо клас випадкових степеневих рядiв вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n. (3.16)

Нехай K(f, θ) аналiтичних функцiй вигляду (3.16) з X = θ = (e2πiθnt), t ∈ R.
Тут (θn) — послiдовнiсть натуральних чисел така, що її впорядкування (θ∗k) за
зростанням {θn : n ∈ Zp+} = {θ∗k : k ∈ Z+}, θ∗k+1 > θ∗k, задовольняє умову (θ —
послiдовнiсть Адамара)

θ∗k+1/θ
∗
k ≥ q > 1, k > 0. (3.17)

Як ми вже вiдзначали вище, у випадку q ≥ 2 система X = θ = (e2πiθnt) є МС,
а за умови q > 1 послiдовнiсть випадкових величин (cos θnt)n∈Zp

+
може не бути

МС. Тому природно виникає питання: чи виконується ефект Левi для класу
K(f, θ) з f ∈ Ap(G) i довiльною послiдовнiстю (θn), впорядкування якої за
зростанням (θ∗k) є послiдовнiстю Адамара?

Основний результат цього пiдроздiлу мiститься у такiй теоремi.

Теорема 3.6. Нехай θ = (θn)n∈Zp
+

— послiдовнiсть натуральних чисел, яка за-
довольняє умову (3.17), f ∈ Ap(G), h ∈ Hp.
a) Тодi майже напевно для t ∈ R i для кожних ε ∈ Rp

+, δ > 0 iснує множина
E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤

≦ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

) p∏
j=1

(
p∏

k=1,k ̸=j

ln
erk
εk

) 1
4+δ

. (3.18)

b) Якщо область G обмежена, то майже напевно для t ∈ R для кожних ε ∈
Rp

+, δ > 0 iснує множина E ∈ Sh така, що для всiх r ∈ (G ∩∆ε) \ E нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r)(h(r))
p+1
4 ln

p
4+1+δ h(r) ln

p
4+δ
(
µf(r)h(r)

)
.

Для доведення цiєї теореми нам будуть потрiбнi такi леми.
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Лема 3.8 ([204]). Нехай θ = (θn)n∈Zp
+

— послiдовнiсть натуральних чисел, яка
задовольняє умову (3.17). Тодi iснують такi константи Aq i Bq (залежнi лише
вiд q), що для будь-яких {bk : 1 ≤ k ≤ N} ⊂ C i λ > 0 маємо

P

{
t :

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

bke
2πiθ∗kt

∣∣∣∣∣≥ AqλSN

}
≤ Bqe

−λ2,

де

S2
N =

n∑
k=1

|bk|2.

Лема 3.9 ([97]). Нехай θ = (θn)n∈Zp
+

— послiдовнiсть натуральних чисел, яка
задовольняє умову (3.17). Тодi для будь-якого β > 0, p ≥ 1 iснує A = Aβpq така,
що для кожного N ∈ N, N ≥ p i {cn : n ∈ Zp+} ⊂ C маємо

P

{
t : max

{∣∣∣∣∣
N∑

∥n∥=0

cn exp

{
p∑
s=1

insψs + 2πiθnt

}∣∣∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]p

}
≥ ASN ln1/2N

}
≤

≤ (5π + 1)pB

Nβ
,

де

S2
N =

N∑
∥n∥=0

|cn|2, A =

√
β +

p

2
(3 + p)Aq + 1

та B = Bq (Aq та Bq— сталi з леми 3.8).

Доведення теореми 3.6. Схема доведення в загальних рисах повторює схему
мiркувань при доведеннi теореми 3.5, тiльки замiсть леми 3.6 використовується
лема 3.9.

Проблема 3.2. Питання стосовно точностi нерiвностей (3.6) i (3.18) у довiльнiй
фiксованiй повнiй областi Рейнхарда з довiльною функцiєю h ∈ Hp залишається
вiдкритим.

3.4. Випадковi цiлi функцiї багатьох змiнних та нерiвнiсть Вiмана

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо рiзнi аналоги нерiвностi типу Вiмана для
цiлих функцiй багатьох змiнних та побудуємо приклад на точнiсть цiєї нерiвно-
стi. Розглянемо цiлу функцiю вiд p комплексних змiнних вигляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (3.19)

де zn = zn11 . . . z
np
p , p ∈ N, n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, ∥n∥ =

∑p
j=1 nj.
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Через Ep позначимо клас цiлих функцiй вигляду (3.19) таких, що ∂
∂zj
f(z) ̸≡ 0

в Cp для кожного j ∈ {1, . . . , p}. Будемо казати, що пiдмножина E з Rp
+ є мно-

жиною асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри ([75]), якщо E є вимiрною
за Лебегом в Rp

+ та iснує R ∈ Rp
+ таке, що E ∩ ∆R є множиною скiнченної

логарифмiчної мiри, тобто ∫
· · ·
∫

E∩∆R

p∏
j=1

drj
rj

< +∞.

Для цiлих функцiй вигляду (3.19) аналоги нерiвностi Вiмана доведенi у [73,
75, 165, 166]. Також аналоги цiєї нерiвностi без виняткових множин для цiлих
функцiй вiд декiлькох комплексних змiнних можна знайти у [89].

Нехай eK — образ множини K ⊂ Rp при вiдображеннi r1 = eσ1, . . . , rp = eσp,
та

γ(f) :=
{
(σ1, . . . , σp) ∈ Rp : lim

t→+∞

1

t
lnMf(e

tσ1, . . . , etσp) = +∞
}
.

Теорема Б ([29]). Нехай f ∈ Ep. Для кожного ε > 0 iснує стала C0 = C0(f, ε) >
0 i множина E ⊂ Rp

+ скiнченної логарифмiчної мiри така, що для довiльного
конуса K ⊂ Rp з вершиною у початку координат такого, що K \ {0} ⊂ γ(f), i
для всiх r ∈ eK \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ C0µf(r)

p∏
i=1

lnp−1 ri · (lnµf(r))p/2(ln2 µf(r))p+ε := A1(r). (3.20)

У [166] доведено наступне твердження: для кожного ε > 0 iснують додатна
стала C, яка не залежить вiд f ∈ Ep, множина E ⊂ Rp

+ асимптотично
скiнченної логарифмiчної мiри така, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ Cµf(r)
(
lnµf(r) · ln(r1 . . . rp)

)p/2+ε
:= A2(r) (3.21)

виконується для всiх r /∈ E.
Зауважимо, що якщо

p∑
j=1

ln+2 rj = o(ln2 µf(r))

при |r| → +∞, то A1(r) = o(A2(r)) (|r| → +∞) i нерiвнiсть (3.21) випливає
безпосередньо з (3.20).

При p = 2 виняткова множина E у нерiвностi (3.20) є “меншою” нiж виня-
ткова множина у нерiвностi (1.8) з теореми 1 в [61]

Mf(r1, r2) ≤ Cµf(r1, r2) ln
+ µf(r1, r2)

(
ln+2 µf(r1, r2) . . . (ln

+
k µf(r1, r2))

1+ε
)2
,

де k ≥ 3. Однак, ця нерiвнiсть є найкращою з можливих ([61]) у наступному
сенсi: iснують функцiя f ∈ E2 i множина E ⊂ R2

+ такi, що для всiх r ∈ E

Mf(r) ≥ µf(r) ln
2 µf(r) i

∫∫
E∩BR

dr1dr2
r1r2

≥ c · lnR (R ≥ R0 > 1), c > 0,
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де
BR = {r = (r1, r2) : 1 ≤ r1 ≤ R, 1 ≤ r2 ≤ R}.

Це можна побачити ([61]) для функцiї вигляду f(z1, z2) = f0(z1), де

f0(z1) =
+∞∑
k=1

znk1
nk!

(
1 +

n2k∑
j=1

zj1
(nk)j

)
,

(nk) — послiдовнiсть натуральних чисел nk така, що

nk+1 ≥ nk + n2k + 1 (k ≥ 1), n1 = 1.

Функцiя f0 є цiлою функцiєю вiд однiєї змiнної, для якої (тут Mf0(r1) — макси-
мум модуля i µf0(r1) — максимальний член)

Mf0(r1) > µf0(r1)
(
lnµf0(r1)

)2
для всiх r1 у необмеженi множинi E0 =

⊔+∞
k=1(tk, Tk) скiнченної логарифмiчної

мiри, де
(
(tk, Tk)

)+∞
k=1

— неперетинна система непорожнiх вiдкритих iнтервалiв
(tk, Tk) ∋ nk (k ≥ 1). Для r = (r1, r2) ∈ E0 × [1; +∞) отримаємо

Mf(r) =Mf0(r1) > µf0(r1)
(
lnµf0(r1)

)2
= µf(r)

(
lnµf(r)

)2
.

Очевидно, що f ̸∈ E2
0 .

У [75] було доведено таке твердження.

Теорема 3.7 ([75]). Нехай f ∈ Ep i δ > 0.

a) Тодi iснують R ∈ Rp
+ i множина E ⊂ ∆R скiнченної логарифмiчної мiри

такi, що для всiх r ∈ ∆R\E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/2+δ

.

b) Якщо додатково припустити, що для деякого α ∈ Rp
+ виконується умова

Mf(r) ≥ exp(rα) = exp

(
p∏
j=1

r
αj

j

)
, r∧ → +∞

або бiльш загально, для кожного β > 0∫
· · ·
∫

∆S

1

lnβ Mf(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞, при S∧ → +∞, (3.22)

тодi iснують R ∈ Rp
+ i множина E ⊂ ∆R скiнченної логарифмiчної мiри

такi, що для r ∈ ∆R\E маємо

Mf(r) ≤ µf(r) ln
p/2+δ µf(r).
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Нехай Ω = [0; 1] i P мiра Лебега на R. Розглянемо ймовiрнiсний простiр
Штейнгауса (Ω,A, P ), де A — σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин Ω.

Весною 1996 року пiд час доповiдi П. В. Фiлевича на львiвському семiнарi
по теорiї аналiтичних функцiй професори А. А. Гольдберг та М. М. Шереме-
та задали наступне питання (див. [3]). Чи має мiсце ефект Левi для аналогiв
нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй багатьох змiнних?

У статтях [3,34,35] можна знайти позитивну вiдповiдь на це питання у випад-
ку нерiвностi Фентона ([61]) для цiлих функцiй вiд двох комплексних змiнних.

Ми дамо вiдповiдь на це питання у випадку нерiвностi Вiмана з [75] для
цiлих функцiй вiд декiлькох комплексних змiнних.

У [75] було доведено, що для кожного ε > 0 iснують R ∈ Rp
+ i пiдмножина E

множини ∆R асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри такi, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)

(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)1/2+ε

(3.23)

виконується для всiх r ∈ ∆R \E. Використовуючи методи з [75], можна довести
наступний точнiший аналог цiєї нерiвностi.
Теорема 3.8. Нехай f ∈ Ep i δ > 0. Iснують R ∈ Rp

+ i множина E ⊂ ∆R

асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри такi, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)

(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)1/2

· ln5/2+δ
(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)
(3.24)

виконується для всiх r ∈ ∆R \ E.
Зауваження 3.2. Iснує множина E асимптотично нескiнченної логарифмiчної
мiри така, що для цiлої функцiї g(z) = exp{

∑p
j=1 zi}, кожного ε > 0 i r ∈ E

маємо

Mg(r) ≥ µg(r)

(
lnp µf(r) ·

p∏
i=1

lnp−1 ri

)1/2−ε

.

Тому показник 1/2 у нерiвностi (3.23) не можна замiнити числом, меншим
за 1/2. У зв’язку з цим природно виникає таке запитання: як можна описати
“кiлькiсть” тих цiлих функцiй, для яких нерiвнiсть (3.23) можна покращи-
ти?

Нехай Z = (Zn(t)) — послiдовнiсть комплекснозначних випадкових величин
Zn(t) = Xn(t) + iYn(t) така, що обидвi послiдовностi X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t))

є дiйсними мультиплiкативними системами (МС) рiвномiрно обмеженими чи-
слом 1, якi визначенi на ймовiрнiсному просторi Штейнгауза. Було доведено,
що для класу

K1(f, Z) =

{
f(z, t) =

+∞∑
∥n∥=0

anZn(t)z
n : t ∈ R

}
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показник 1/2 можна замiнити на показник 1/4 в нерiвностi (3.24) майже напевно
(ефект Левi).
Теорема 3.9. Нехай Z = (Zn(t)) — МС, рiвномiрно обмежена числом 1, δ > 0,
f ∈ Ep.

a) Тодi майже напевно в K1(f, Z) iснують R ∈ Rp та множина E∗ ⊂ ∆R

скiнченної логарифмiчної мiри така, що для всiх r ∈ ∆R\E∗ маємо

Mf(r, t) = max
|z|=r

|f(z, t)| ≤ µf(r)
( p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)
)1/4+δ

. (3.25)

b) Якщо для деякого α ∈ Rp
+

Mf(r) ≥ exp(rα) = exp(rα1
1 . . . rαp

p ) при r∧ → +∞
або бiльш загально, для кожного β > 0 виконується нерiвнiсть (3.22), то
майже напевно в K1(f, Z) iснує R ∈ Rp

+ i множина E∗ ⊂ ∆R скiнченної
логарифмiчної мiри така, що для всiх r ∈ ∆R\E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r) ln
p/4+δ µf(r). (3.26)

Через H позначимо клас функцiй h : Rp
+ → R+ таких, що

+∞∫
1

. . .

+∞∫
1

du1 . . . dup
h(u)

< +∞.

Також визначимо для всiх i ∈ {1, . . . , p}

∂i lnMf(r) = ri
∂

∂ri
(lnMf(r)) =

1

Mf(r)

+∞∑
∥n∥=0

ni|an|rn.

Лема 3.10 ([75]). Нехай h ∈ H. Тодi iснують R ∈ Rp
+ i пiдмножина E ′ множини

∆R скiнченної логарифмiчної мiри такi, що для всiх r ∈ ∆R\E ′ i s ∈ {1, . . . , p}
виконується нерiвнiсть

∂s lnMf(r) ≤ h(ln r1, . . . , ln rs−1, lnMf(r), ln rs+1, . . . , ln rp).

Доведення теореми 3.9. Не зменшуючи загальностi можемо припустити, що
Z = X = (Xn(t)) є МС. Дiйсно, якщо Zn(t) = Xn(t) + iYn(t), то

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n +

+∞∑
∥n∥=0

ianYn(t)z
n = f1(z, t) + f2(z, t),

та µ(r, f1) = µ(r, f2) = µ(r, f) = max{|an|rn11 . . . r
np
p : n ∈ Zp+} для всiх r ∈ Rp

+.
Тодi з нерiвностi (3.25) отримаємо iснування множини E0 асимптотично скiн-
ченної логарифмiчної мiри такої, що для r ∈ ∆R\E0 майже напевно в K(f, Z)

Mfj(r, t) ≤ µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/4+δ0

, j ∈ {1; 2}, δ0 > 0.
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Тому, для r ∈ ∆R\E0 майже напевно в K(f, Z) одержимо

Mf(r, t) ≤
√
M 2

f1
(r, t) +M 2

f2
(r, t) ≤

≤
√
2µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/4+δ0

< µf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/4+2δ0

.

Для кожного j ∈ {1, . . . , p} виконується рiвнiсть

lim
rj→+∞

µf(r
0
1, . . . , r

0
j−1, rj, r

0
j+1, . . . , r

0
p) = +∞ (3.27)

для фiксованого r0i > 0, i ∈ {1, . . . , p}\{j}. Справдi, якщо (3.27) не виконується,
тодi iснує стала C > 0 така, що для всiх rj > r∗j маємо

µf(r
0
1, . . . , r

0
j−1, rj, r

0
j+1, . . . , r

0
p) < C < +∞.

Тодi #{nj ≥ 1: an ̸= 0} = 0 та ∂
∂zj
f(z) ≡ 0 в Cp. Отже, f /∈ Ep i отримуємо

суперечнiсть.
Для k ∈ N позначимо

Gk = {r = (r1, . . . , rp) ∈ Rp
+ : k ≤ lnµf(r) < k + 1} ∩ [1; +∞)p.

Тодi Gk ̸= ∅ для k ≥ k0 i з (3.27) випливає, що для всiх k множина Gk —
обмежена. Нехай G+

k =
⋃+∞
j=kGk i

h(r) =

p∏
i=1

ri ln
1+δ1 ri ∈ H, δ1 > 0.

За лемою 3.10 iснують Rj ∈ Rp
+ i пiдмножина Ej множини ∆Rj

скiнченної
логарифмiчної мiри такi, що для всiх r ∈ ∆Rj

\Ej i j ∈ {1, . . . , p} маємо
+∞∑

∥n∥=0

ni|an|rn ≤ Mf(r)h(ln r1, . . . , ln rs−1, lnMf(r), ln rs+1, . . . , ln rn) ≤

≤ Mf(r) lnMf(r) ln
1+δ1
2 Mf(r)

p∏
i=1, i̸=j

ln ri ln
1+δ1
2 ri.

Можна вибрати R ∈ Rp
+ так, що

∆R ⊂

(
p⋂
j=1

∆Rj

)
∩[ee; +∞)p.

Тодi для r ∈ ∆R\(∪pi=1Ei) виконується нерiвнiсть
+∞∑

∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤ Mf(r) lnMf(r) ln
1+δ1
2 Mf(r)

p∑
j=1

(
p∏

i=1, i̸=j

ln ri ln
1+δ1
2 ri

)
≤
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≤ pMf(r) lnMf(r) ln
1+δ1
2 Mf(r)

p∏
i=1

ln ri ln
1+δ1
2 ri.

За теоремою 3.9 ми отримаємо для r ∈ ∆R\(
⋃p
i=1Ei)

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤ pµf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/2+δ1

×

×

(
lnµf(r) +

(1
2
+ δ1

)(
(p− 1)

p∑
i=1

ln2 ri + p ln2 µf(r)

))1+δ1 p∏
i=1

ln ri ln
1+δ1
2 ri.

Тому для δ2 = 2δ1 та r ∈ ∆R\(
⋃p
i=1Ei) маємо

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤ µf(r) ln
p/2+1+δ2 µf(r)

p∏
i=1

(
(ln ri)

p+δ2(ln2 ri)
1+δ2

p∑
i=1

ln1+δ22 ri

)
<

< µf(r) ln
p/2+1+δ2 µf(r)

p∏
i=1

(lnp ri ln
2
2 ri)

1+δ2.

Отже, ∑
∥n∥≥d

|an|rn ≤
∑
∥n∥≥d

∥n∥
d

|an|rn =
1

d

∑
∥n∥≥d

∥n∥|an|rn ≤

≤ 1

d
µf(r) ln

p/2+1+δ2 µf(r)

p∏
i=1

(lnp ri ln
2
2 ri)

1+δ2 = µf(r), (3.28)

де

d = d(r) = lnp/2+1+δ2 µf(r)

p∏
i=1

(lnp ri ln
2
2 ri)

1+δ2.

Нехай G∗
k = Gk \ Ep+1,

Ep+1 =

p⋃
i=1

Ei ∪ E∗ ∪

(
k0−1⋃
i=1

Gi

)
.

Через I позначимо множину натуральних чисел k ≥ k0 таких, що G∗
k ̸= ∅. Тодi

#I = +∞. Для k ∈ I виберемо послiдовнiсть r(k) ∈ G∗
k. Тодi для всiх r ∈ G∗

k

одержимо
µf(r

(k)) < ek+1 ≤ eµf(r), µf(r) < ek+1 < eµf(r
(k)), (3.29)

i також ⋃
k∈I

G∗
k =

⋃
k∈I

Gk \ Ep+1 =
+∞⋃
k=1

Gk \ Ep+1 = [0;+∞)p \ Ep+1.

Для k ∈ I позначимо Nk = [2d1(r
(k))], де

d1(r) = lnp/2+1+δ2(eµf(r))

p∏
i=1

(lnp ri ln
2
2 ri)

1+δ2,
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i для r ∈ G∗
k

WNk
(r, t) = max


∣∣∣∣∣∣
∑

∥n∥≤Nk

anr
n1
1 . . . rnpp e

in1ψ1+...+inpψpXn(t)

∣∣∣∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]p

 .

Для вимiрної за Лебегом множини G ⊂ G∗
k i для k ∈ I позначимо

νk(G) =
measp(G)

measp(G∗
k)
,

де measp позначає мiру Лебега на Rp.
Зауважимо, що νk є ймовiрнiсною мiрою, визначеною на сiм’ї вимiрних за

Лебегом пiдмножин G∗
k. Нехай Ω =

⋃
k∈I G

∗
k та I = {kj : j ≥ 1} ⊂ N, де kj <

kj+1, j ≥ 1. Для вимiрних за Лебегом пiдмножин G множини Ω позначимо

ν(G) =
+∞∑
j=0

1

2kj

(
1−

(1
2

)kj+1−kj)∫
G

χG∗
kj+1

dνkj+1
, (3.30)

де k0 = 0 та χA — iндикаторна функцiя множини A. Зауважимо, що

ν(Ω) =
+∞∑
j=0

1

2kj

(
1−

(1
2

)kj+1−kj)
ν(G∗

kj+1
) =

+∞∑
j=0

kj+1∑
s=kj+1

1

2s
=

+∞∑
s=1

1

2s
= 1.

Тому ν — ймовiрнiсна мiра, яка визначена на вимiрних пiдмножинах Ω. На
[0; 1] × Ω визначимо ймовiрнiсну мiру P0 = P ⊗ ν, яка є прямим добутком
ймовiрнiсних мiр P i ν. Тепер для k ∈ I позначимо

Fk = {(t, r) ∈ [0; 1]× Ω: WNk
(r, t) > A1SNk

(r) ln1/2Nk},
Fk(r) = {t ∈ [0; 1] : WNk

(r, t) > A1SNk
(r) ln1/2Nk},

де

S2
Nk
(r) =

Nk∑
∥n∥=0

|an|2r2n

i Ap — стала з леми 3.6 з β = 1. Використавши теорему Фубiнi i лему 3.6 з
cn = anr

n i β = 1, одержимо для k ∈ I

P0(Fk) =

∫
Ω

( ∫
Fk(r)

dP

)
dν =

∫
Ω

P (Fk(r))dν ≤ 1

Nk
ν(Ω) =

1

Nk
.

Зауважимо, що Nk > lnp/2+1 µf(r
(k)) ≥ k3/2. Тому∑

k∈I

P0(Fk) ≤
+∞∑
k=1

k−3/2 < +∞.

За лемою Бореля-Кантеллi нескiнченна кiлькiсть подiй {Fk : k ∈ I} може
вiдбутися з нульовою ймовiрнiстю. Тому,

P0(F ) = 1, F =
+∞⋃
s=1

⋂
k≥s,k∈I

Fk ⊂ [0; 1]× Ω.
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Тодi для кожної точки (t, r) ∈ F iснує k0 = k0(t, r) таке, що для всiх k ≥ k0,
k ∈ I маємо

WNk
(r, t) ≤ A1SNk

(r) ln1/2Nk.

Нехай Pj — ймовiрнiсна мiра визначена на (Ωj,Aj), де Aj — σ-алгебра пiд-
множин Ωj (j ∈ {1, . . . , p}) та P0 — прямий добуток ймовiрнiсних мiр P1, . . . , Pp
визначений на (Ω1 × . . . × Ωp, A1 × . . . × Ap). Тут A1 × . . . × Ap — σ-алгебра,
яка мiстить всi A1 × . . . × Ap, де Aj ∈ Aj. Якщо F ⊂ A1 × . . . × Ap така, що
P0(F ) = 1, тодi у випадку коли проекцiя

F1 = {t1 ∈ Ω1 : (∃(t2, . . . , tp) ∈ Ω2 × . . .× Ωp)[(t1, . . . , tp) ∈ F ]}
множини F на Ω1 є P1-вимiрною та P1(F1) = 1.

Через FΩ позначимо проекцiю F на Ω, тобто

FΩ = {r ∈ Ω: (∃t)[(t, r) ∈ F ]}.
Тодi ν(FΩ) = 1. Аналогiчно, проекцiя F на [0; 1], F[0;1] =

⋃
r∈Ω F (r), та

P (F[0;1]) = 1.
Нехай F∧(t) = {r ∈ Ω: (t, r) ∈ F}. Тодi за теоремою Фубiнi

0 =

∫
X

(1− χF )dP0 =

1∫
0

(∫
Ω

(1− χF∧(t))dν

)
dP.

Тому P -майже скрiзь

0 =

∫
Ω

(1− χF∧(t))dν = 1− ν(F∧(t)),

тобто ∃F1 ⊂ F[0;1], P (F1) = 1 така, що для всiх t ∈ F1 маємо ν(F∧(t)) = 1.
Дiйсно, якщо для деякого k ∈ I, k = kj+1 ми отримуємо νk(F∧(t) ∩ G∗

k) =
q < 1, тодi

ν(F∧(t)) =
∑
k∈I

νk(F
∧(t) ∩G∗

k) ≤
+∞∑
s=0

1

2ks

(
1−

(1
2

)ks+1−ks)
−

−(1− q)
1

2kj

(
1−

(1
2

)kj+1−kj)
= 1− (1− q)

1

2kj

(
1−

(1
2

)kj+1−kj)
< 1.

Для кожного t ∈ F1 i k ∈ I виберемо точку r(k)0 (t) ∈ G∗
k таку, що

WNk
(r

(k)
0 (t), t) ≥ 3

4
Mk(t), Mk(t)

def
= sup{WNk

(r, t) : r ∈ G∗
k}.

Тодi з νk(F∧(t) ∩ G∗
k) = 1 для всiх k ∈ I випливає, що iснує точка r(k)(t) ∈

G∗
k ∩ F∧(t) така, що

|WNk
(r

(k)
0 (t), t)−WNk

(r(k)(t), t)| < 1

4
Mk(t)

або
3

4
Mk(t) ≤ WNk

(r
(k)
0 (t), t) ≤ WNk

(r(k)(t), t) +
1

4
Mk(t).
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Оскiльки (t, r(k)(t)) ∈ F, то з нерiвностi (3.30) отримуємо
1

2
Mk(t) ≤ WNk

(r(k)(t), t) ≤ A1SNk
(r(k)(t)) ln1/2Nk. (3.31)

Тепер для r(k) = r(k)(t) одержимо

S2
N(r

(k)) ≤ µf(r
(k))Mf(r

(k)) ≤ µ2f(r
(k))

(
p∏
i=1

lnp−1 r
(k)
i · lnp µf(r(k))

)1/2+δ

.

Отже, для t ∈ F1 i всiх k ≥ k0(t), k ∈ I

SN(r
(k)) ≤ µf(r

(k))

(
p∏
i=1

lnp−1 r
(k)
i · lnp µf(r(k))

)1/4+δ/2

. (3.32)

З (3.29) випливає, що d1(r(k)) ≥ d(r) для r ∈ G∗
k. Тодi для

t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩G∗
k, k ∈ I, k ≥ k0(t)

маємо

Mf(r, t) ≤
∑

∥n∥≥2d1(r(k))

|an|rn +WNk
(r, t) ≤

∑
∥n∥≥2d(r)

|an|rn +Mk(t).

Отож, з (3.28), (3.31), (3.32) для t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩ G∗
k, k ∈ I та k ≥ k0(t)

виконується нерiвнiсть

Mf(r
(k), t) ≤ µf(r

(k)) + 2ApSNk
(r(k)) ln1/2Nk ≤

≤ µf(r
(k)) + 2Apµf(r

(k))

(
p∏
i=1

lnp−1 r
(k)
i · lnp µf(r(k))

)1/4+δ/2

×

×

(
(p/2 + 1 + δ2) ln2(eµf(r

(k))) + (1 + δ2)

p∑
i=1

(p ln2 r
(k)
i + 2 ln3 r

(k)
i )

)1/2

.

Використовуючи нерiвнiсть (3.29) ми отримуємо для t ∈ F1, r ∈ F∧(t)∩G∗
k,

k ∈ I та k ≥ k0(t)

Mf(r, t) ≤ Cµf(r)

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)1/4+3δ2/4

. (3.33)

Виберемо k1 > k0(t) таке, що для r ∈ G+
k1

маємо

C ≤

(
p∏
i=1

lnp−1 ri · lnp µf(r)

)δ2/4

. (3.34)

Використовуючи (3.33) i (3.34), ми отримуємо, що нерiвнiсть (3.25) викону-
ється майже напевно (t ∈ F1, P (F1) = 1) для всiх

r ∈

(⋃
k∈I

(G∗
k ∩ F∧(t)) ∩G+

k1

)
\E∗ =
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= ([1;+∞)p ∩G+
k1
) \ (E∗ ∪G∗ ∪ Ep+1) = [1;+∞)p \ Ep+2,

де
Ep+2 = Ep+1 ∪G∗ ∪ E∗, G∗ =

⋃
k∈I

(G∗
k \ F∧(t)).

Залишається зауважити, що ν(G∗) визначена у (3.30) задовольняє

ν(G∗) =
∑
k∈I

(νk(G
∗
k)− νk(F

∧(t))) = 0.

Тодi для всiх k ∈ I маємо

νk(G
∗
k \ F∧(t)) =

measp(G
∗
k \ F∧(t))

measp(G∗
k)

= 0,

measp(G
∗
k \ F∧(t)) =

∫
· · ·
∫

G∗
k\F∧(t)

p∏
j=1

drj
rj

= 0.

Приклад на точнiсть нерiвностi типу Вiмана для випадкових цiлих
функцiй вiд багатьох змiнних.

Доведемо, що показник степеня p/4 + δ в нерiвностi (3.26) не може бути
замiнено числом, меншим за p/4. Це випливає з такого твердження.

Теорема 3.10. Для

f(z) = exp

{
p∑
i=1

zi

}
майже напевно у K1(f,H) для r ∈ E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≥
1

4pp
µf(r) ln

p/4 µf(r),

де E — множина асимптотично нескiнченної логарифмiчної мiри та H =
{e2πiωn}, {ωn} є послiдовнiстю незалежних випадкових величин рiвномiрно роз-
подiлених на [0; 1].

Для доведення цiєї теореми нам потрiбен такий результат.

Теорема 3.11 ([70]). Для цiлої функцiї g(z) = ez майже напевно в K1(g,H)

lim
r→+∞

Mg(r, t)

µg(r) ln
1/4 µg(r)

≥
√
π

8
. (3.35)

Доведення теореми 3.10. Для цiлої функцiї f(z) = exp{
∑p

i=1 zi} маємо

lnMf(r) =

p∑
i=1

ri
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i для кожного β > 0 ∫
· · ·
∫

(1;+∞)p

(
p∑
j=1

rj

)−β p∏
j=1

drj
rj

< +∞.

Тому функцiя f(z) задовольняє умову∫
· · ·
∫

∆S

1

lnβ Mf(r)

p∏
j=1

drj
rj

< +∞, при S∧ → +∞.

З (3.35) маємо для r ∈ (r0; +∞)p

Mf(r, t) >
1

2p
µf(r)

p∏
i=1

ln1/4 µg(ri).

Позначимо ψ(r) = lnµg(r). Зауважимо, що
At = {r : r1 = t; ri ∈ (t1, t2) = (ψ−1(ψ(r1)/2), ψ

−1(2ψ(r1)))} ⊂

⊂

{
r :

p∏
i=1

ψ(ri) ≥
1

(4p)p

(
p∑
i=1

ψ(ri)

)p}
.

Справдi, якщо r ∈ At тодi для фiксованого r1 виконується нерiвнiсть
p∏
i=1

ψ(ri) = ψ(r1)

p∏
i=2

ψ(ri) > ψ(r1)

p∏
i=2

ψ(r1)

2
=
ψp(r1)

2p−1
=

=
1

2p−1(2p− 1)p
(ψ(r1) + 2ψ(r1) + . . .+ 2ψ(r1)︸ ︷︷ ︸

p−1 разiв

)p >
1

(4p)p

(
p∑
i=1

ψ(ri)

)p

.

Для r ∈ A =
⋃+∞
t=r0

At маємо

Mf(r, t) >
1

2p
µf(r)

p∏
i=1

ln1/4 µg(ri) > µf(r)
1

(8p)p

(
p∑
i=1

lnµg(ri)

)p/4

>

>
1

(8p)p
µf(r) ln

p/4 µf(r).

Залишається довести, що множина A має асимптотично нескiнченну лога-
рифмiчну мiру. Вiдомо ([91]), що t < ψ−1(t) < 3t/2, t→ +∞. Тому

measp(A) =

+∞∫
r0

t2∫
t1

. . .

t2∫
t1

p∏
j=1

drj
rj

=

+∞∫
r0

( t2∫
t1

dr2
r2

)p−1
dr1
r1

=

=

+∞∫
r0

(
lnψ−1(2ψ(r1))− lnψ−1

(ψ(r1)
2

))p−1dr1
r1

>

>

+∞∫
r0

(
ln(2ψ(r1))− ln

(3ψ(r1)
4

))p−1dr1
r1

= lnp−1 8

3
·

+∞∫
r0

dr1
r1

= +∞.
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3.5. Ефект Левi для функцiй аналiтичних у полiкрузi

Розглянемо аналоги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n (3.36)

з областю збiжностi Dp = {z ∈ Cp : |zj| < 1, j ∈ {1, . . . , p}}.
Через Ap позначимо клас таких аналiтичних функцiй.
Нехай Df(r) — матриця p× p така, що

Dij = ri
∂

∂ri

(
rj

∂

∂rj
lnMf(r)

)
= ∂i∂j lnMf(r), ∂i = ri

∂

∂ri
, i, j ∈ {1, . . . , p}.

Будемо казати, що E ∈ [0; 1)p є множиною асимптотично скiнченної ло-
гарифмiчної мiри на [0; 1)p, якщо iснує r0 ∈ [0; 1)p таке, що

νln(E ∩△r0):=

∫
· · ·
∫

E∩△r0

p∏
i=1

dri
1− ri

< +∞,

тобто E ∩△r0 є множиною скiнченної логарифмiчної мiри на [0; 1)p.

Зазначимо, що множина

E0 = {r = (r1, . . . , rp) : 0 < r1 < 1/2, 0 < r2 < 1, . . . , 0 < rp < 1}

має нескiнченну логарифмiчну мiру на [0; 1)p, але E0 — множина асимпто-
тично скiнченної логарифмiчної мiри на [0; 1)p, оскiльки E0 ∩ ∆r0 = ∅ при
r0 = (1/2, 1/2, . . . , 1/2).

Через Υ1 позначимо сiм’ю множин асимптотично скiнченної логарифмiчної
мiри на [0; 1)p.

Лема 3.11 ([99]). Нехай δ > 0, h : Rp
+ → R+ є зростаючою функцiєю за кожною

змiнною такою, що
+∞∫
1

. . .

+∞∫
1

1

h(u)

p∏
j=1

duj < +∞.

Тодi iснує множина E ⊂ [0; 1)p асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри
така, що для всiх r ∈ [0; 1)p\E виконуються нерiвностi

det(Df(r) + I) ≤
p∏
i=1

1

1− rj
· h
( ∂

∂r1
lnMf(r), . . . ,

∂

∂rp
lnMf(r)

)
, (3.37)

∂

∂rs
lnMf(r) ≤ (lnMf(r))

1+δ · 1

1− rs
·

p∏
j=1
j ̸=s

( 1

1− rj

)δ
, s ∈ {1, . . . , p}. (3.38)
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Теорема 3.12 ([99]). Нехай f ∈ Ap. Для кожного δ > 0 iснує множина E =
E(f, δ) ⊂ [0; 1)p асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри така, що для всiх
r∈ [0; 1)p\E маємо

Mf(r) ≤ µf(r)

p∏
j=1

1

(1− rj)1+δ
· lnp/2+δ

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
. (3.39)

З теореми 3.12 випливає, що для кожного δ > 0 множина

E = E(f, δ) =

=

{
r ∈ [0; 1)p : Mf(r) > µf(r)

p∏
j=1

1

(1− rj)1+δ
lnp/2+δ

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}}
має асимптотично скiнченну логарифмiчну мiру на [0; 1)p.

Жоден зi степенiв 1 + δ i p/2 + δ у нерiвностi (3.39) не можна одночасно
замiнити меншими числами, нiж 1 та p/2, вiдповiдно. Це випливає з такого
твердження.

Теорема 3.13 ([99]). Iснують функцiя f ∈ Ap, стала C > 0 i множина E ⊂
[0; 1)p, E ̸∈ Υ1, такi, що для всiх r ∈ E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≥ Cµf(r)

p∏
j=1

1

1− rj
· lnp/2

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

Нехай Z = (Zn(t)) — комплексна послiдовнiсть випадкових величин Zn(t) =
Xn(t) + iYn(t), така, що X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t)) є дiйсними МС й K2(f, Z) —
клас випадкових аналiтичних функцiй

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anZn(t)z
n1
1 . . . znpp .

Для такої функцiї доведено наступне твердження.

Теорема 3.14. Нехай f ∈ Ap, Z — МС, рiвномiрно обмежена числом 1, δ > 0.
Тодi майже напевно в K2(f, Z) iснує множина E = E(f, t, δ), E ∈ Υ1, така, що
для всiх r ∈ [0; 1)p\E виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r)

(
p∏
j=1

1√
1− rj

· lnp/4
{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

})1+δ

. (3.40)

Доведемо, що показник 1+ δ в нерiвностi (3.40) не можна замiнити числом,
меншим за 1. Це випливає з такого твердження випливає.
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Теорема 3.15. Нехай Z — послiдовнiсть випадкових величин така, що |Zn| ≥ 1
для майже всiх t ∈ [0; 1]. Тодi iснують аналiтична функцiя f ∈ Ap, стала C > 0
i множина E = E(f, t, δ) ⊂ [0; 1)p, E ̸∈ Υ1, такi, що майже напевно в K2(f, Z)
для всiх r ∈ E маємо

Mf(r, t) ≥ Cµf(r)

p∏
j=1

1√
1− rj

· lnp/4
{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

Доведення теореми 3.14. Не зменшуючи загальностi можна припустити, що
Z = X = (Xn(t)) є МС.

Для k ∈ Z+ i l ∈ Z таких, що k > −l позначимо

Ulk =

{
r = (r1, . . . , rp) ∈ [0; 1)p :

k ≤
p∑
j=1

ln
1

1− rj
≤ k + 1, l ≤ lnµf(r) ≤ l + 1

}
, U+

lk =
+∞⋃
i=k

+∞⋃
j=l

Uij.

Зауважимо, що множина

E0 =

{
r ∈ [0; 1)p :

p∑
j=1

ln
1

1− rj
+ lnµf(r) < 1

}
=

=

{
r ∈ [0; 1)p : µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj
< e

}
∈ Υ1,

тому що iснує r0, таке, що E0 ∩ [r0; 1)
p = ∅.

За лемою 3.11 i теоремою 3.12 iснує множина E1 ⊃ E0, E1 ∈ Υ1 така, що для
всiх r ∈ [0; 1)p\E1 виконується нерiвнiсть

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥ · |an|rn ≤ Mf(r)(lnMf(r))
1+δ ·

p∑
s=1

(
1

1− rs
·

p∏
j=1
j ̸=s

(
1

1− rj

)δ)
≤

≤ µf(r)

(
p∏
j=1

1

1− rj
· lnp/2

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

})1+δ

×

×

(
lnµf(r) + (1 + δ)

(
p∑
j=1

ln
1

1− rj
+
p

2
ln

(
lnµf(r) +

p∑
j=1

ln
1

1− rj

)))1+δ

×

×
p∑
s=1

(
1

1− rs
·

p∏
j=1
j ̸=s

(
1

1− rj

)δ)
≤

≤ µf(r)

p∏
j=1

1

(1− rj)1+2δ
·

p∑
j=1

1

1− rj
· lnp/2+1+pδ

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
≤
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≤ µf(r)

p∏
j=1

1

(1− rj)2+2δ
· lnp/2+1+pδ

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
. (3.41)

Позначимо

d = d(r) =

p∏
j=1

e2+3δ

(1− rj)2+3δ
· lnp/2+1+pδ

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

З нерiвностi (3.41) випливає, що∑
∥n∥≥d

|an|rn ≤
∑
∥n∥≥d

∥n∥
d

|an|rn ≤
1

d

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤

≤ 1

d
µf(r)

p∏
j=1

1

(1− rj)2+2δ
· lnp/2+1+pδ

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
≤ µf(r). (3.42)

Нехай

U ∗
lk = Ulk \ E1, E2 = E1 ∪

( ⋃
(i,j) ̸∈J

Uij

)
, J = {(i; j) : U ∗

ij ̸= ∅}.

Тодi #J = +∞. Для (l, k) ∈ J виберемо послiдовнiсть r(l,k) ∈ U ∗
lk, так, що

µf(r
(l,k)) = inf

r∈U∗
lk

µf(r).

Для всiх r ∈ U ∗
lk отримаємо

µf(r
(l,k)) ≤ µf(r) ≤ eµf(r

(l,k)), (3.43)

1

e

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

≤
p∏
j=1

1

1− rj
≤ e

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

, (3.44)

1

e2
µf(r

(l,k))

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

≤ µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj
≤ e2µf(r

(l,k))

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

(3.45)

i також ⋃
(l,k)∈J

U ∗
lk =

⋃
(l,k)∈J

Ulk \ E1 =
+∞⋃
k,l=1

Ulk \ E1 = [0; 1)p \ E1.

Позначимо Nlk = [2d1(r
(l,k))], де

d1(r) =

p∏
j=1

e2+3δ

(1− rj)2+3δ
· lnp/2+1+pδ

{
e2µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

}
.

Для r ∈ U ∗
lk припустимо, що

VNlk
(r, t) = max


∣∣∣∣∣∣
∑

∥n∥≤Nlk

anr
n1
1 . . . rnpp e

in1ψ1+...+inpψpXn(t)

∣∣∣∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]p

 .
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Далi ми мiркуємо подiбно до [107], адаптуючись до нашого випадку. Для
вимiрної за Лебегом множини U ⊂ U ∗

lk i для (l, k) ∈ J позначимо

νlk(U) =
measp(U)

measp(U ∗
lk)
,

де measp позначає мiру Лебега на Rp.

Зауважимо, що νlk є ймовiрнiсною мiрою, визначеною на сiм’ї вимiрних за
Лебегом пiдмножин U ∗

kl. Нехай

Ω =
⋃

(l,k)∈J

U ∗
lk, ki, li,j : (ki, li,j) ∈ J, ki < ki+1, li,j < li,j+1, ∀i, j ∈ Z+.

Для вимiрних за Лебегом множин U ⊂ Ω позначимо

ν(U) = 2k0
+∞∑
i=0

(
1

2ki

(
1−

(1
2

)ki+1−ki)
×

×
Ni∑
j=0

2li,0

2li,j

(
1−

(
1
2

)li,j+1−li,j)
1−

(
1
2

)li,Ni+1
−li,0

νki+1li+1,j+1
(U ∩ U ∗

kj+1li+1,j+1
)

)
, (3.46)

де Ni = max{j : (ki, lij) ∈ J}. Зауважимо, що

νkj+1lj+1
(U ∗

kj+1lj+1
) = ν(Ω) = 1.

Таким чином, ν є ймовiрносною мiрою. На [0; 1]×Ω визначимо ймовiрнiсну
мiру P1 = P ⊗ ν, яка є прямим добутком ймовiрнiсних мiр P та ν. Тепер для
(k; l) ∈ J визначимо

Flk = {(t, r) ∈ [0; 1]× Ω: VNlk
(r, t) > ApSNlk

(r) ln1/2Nlk},
Flk(r) = {t ∈ [0; 1] : VNlk

(r, t) > ApSNlk
(r) ln1/2Nlk},

де

S2
Nlk

(r) =

Nlk∑
∥n∥=0

|an|2r2n

й Ap — стала з леми 3.6 з β = 1. Використовуючи теорему Фубiнi та лему 3.6 з
cn = anr

n i β = 1, ми отримаємо для (l, k) ∈ J

P1(Flk) =

∫
Ω

( ∫
Flk(r)

dP

)
dν =

∫
Ω

P (Flk(r))dν ≤ 1

Nlk
ν(Ω) =

1

Nlk
. (3.47)

Зауважимо, що за означенням Nlk з нерiвностей (3.43)–(3.45) випливає, що

Nlk >

p∏
j=1

1

(1− r
(l,k)
j )2

lnp/2+1+pδ

{
µf(r

(l,k))

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

}
≥ ek(l + k)2+pδ.
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Тому з (3.47) маємо∑
(l,k)∈J

P1(Flk) ≤
+∞∑
k=1

+∞∑
l=−k+1

1

ek(l + k)2+pδ
< +∞.

За лемою Бореля-Кантеллi нескiнченна кiлькiсть подiй {Flk : (l, k) ∈ J} мо-
же вiдбуватися з нульовою ймовiрнiстю. Тому

P1(F ) = 1, F =
+∞⋃
s=1

+∞⋃
m=1

⋂
k≥s, l≥m
(l,k)∈J

Flk ⊂ [0; 1]× Ω.

Тодi для будь-якої точки (t, r) ∈ F iснують k1 = k1(t, r) i l1 = l1(t, r), такi,
що для всiх k ≥ k1, l ≥ l1, (l, k) ∈ J маємо

VNlk
(r, t) ≤ ApSNlk

(r) ln1/2Nlk. (3.48)

Нехай Pj — ймовiрнiсна мiра, визначена на (Ωj,Aj), де Aj — σ-алгебра пiд-
множин Ωj (j ∈ {1, . . . , p}) i P1 є прямим добутком ймовiрнiсних мiр P1, . . . , Pp,
визначених на (Ω1 × . . .×Ωp, A1 × . . .×Ap). Тут A1 × . . .×Ap є мiнiмальною
σ-алгеброю, яка мiстить усi A1× . . .×Ap, де Aj ∈ Aj. Якщо F ⊂ A1× . . .×Ap,

така, що P1(F ) = 1, то у випадку, коли проекцiя

F1 = {t1 ∈ Ω1 : (∃(t2, . . . , tp) ∈ Ω2 × . . .× Ωp)[(t1, . . . , tp) ∈ F ]}

множини F на Ω1 є P1-вимiрною, маємо P1(F1) = 1.
Через FΩ ми позначаємо проекцiю F на Ω, тобто

FΩ = {r ∈ Ω: (∃t)[(t, r) ∈ F ]}.

Тодi ν(FΩ) = 1. Аналогiчно, проекцiя F на [0; 1] є F[0;1] =
⋃
r∈Ω F (r) i викону-

ється рiвнiсть P (F[0;1]) = 1.

Нехай F∧(t) = {r ∈ Ω: (t, r) ∈ F}. За теоремою Фубiнi маємо

0 =

∫
X

(1− χF )dP1 =

1∫
0

(∫
Ω

(1− χF∧(t))dν

)
dP.

Отже, P -майже скрiзь

0 =

∫
Ω

(1− χF∧(t))dν = 1− ν(F∧(t)),

тобто ∃F1 ⊂ F[0;1] така, що P (F1) = 1 i для всiх t ∈ F1 одержимо ν(F∧(t)) = 1.
Позначимо Mlk(t)= sup{VNlk

(r, t) : r ∈ U ∗
lk}. Для довiльних t ∈ F1 i (l, k) ∈ J

виберемо точку r(l,k)0 (t) ∈ U ∗
lk таку, що

VNlk
(r

(l,k)
0 (t), t) ≥ 3

4
Mlk(t).
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Тодi з νlk(F∧(t) ∩ U ∗
lk) = 1 для всiх (l, k) ∈ J випливає, що iснує точка

r(l,k)(t) ∈ U ∗
lk ∩ F∧(t) така, що

|VNlk
(r

(l,k)
0 (t), t)− VNlk

(r(l,k)(t), t)| < 1

4
Mlk(t)

або
3

4
Mlk(t) ≤ VNlk

(r
(l,k)
0 (t), t) ≤ VNlk

(r(l,k)(t), t) +
1

4
Mlk(t). (3.49)

Оскiльки (t, r(l,k)(t)) ∈ F, з нерiвностей (3.48) i (3.49) отримуємо
1

2
Mlk(t) ≤ VNlk

(r(l,k)(t), t) ≤ ApSNlk
(r(l,k)(t)) ln1/2Nlk. (3.50)

Використавши нерiвнiсть типу Вiмана для Sf(r(l,k)(t)) одержимо

S2
Nlk

(r(l,k)(t)) ≤ µf(r
(l,k)(t))Sf(r

(l,k)(t)) ≤

≤ µ2f(r
(l,k)(t))

(
p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

lnp/2

{
µf(r

(l,k)(t))

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

})1+δ
.

Тому для t ∈ F1 i всiх k ≥ k1(t), l ≥ l1(t), при r = r(l,k)(t) отримаємо

SN(r) ≤ µf(r)

(
p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

lnp/2

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

})1/2+δ/2

. (3.51)

З (3.43)–(3.45) випливає, що d1(r(l,k)) ≥ d(r) для r ∈ U ∗
lk. Тодi для

t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩ U ∗
lk, (l, k) ∈ J, k ≥ k1(t), l ≥ l1(t)

одержимо

Mf(r, t) ≤
∑

∥n∥≥2d1(r(l,k))

|an|rn + VNlk
(r, t) ≤

∑
∥n∥≥2d(r)

|an|rn +Mlk(t).

Нарештi для t ∈ F1, r ∈ F∧(t)∩U ∗
lk, l ≥ l0(t) й k ≥ k0(t) з нерiвностей (3.42),

(3.50), (3.51) випливає, що

Mf(r
(l,k), t) ≤ µf(r

(l,k)) + 2ApSNlk
(r(l,k)) ln1/2Nlk ≤ µf(r

(l,k))+

+2Apµf(r
(l,k))

(
p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

lnp/2

{
µf(r

(l,k))

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

})1/2+δ/2

×

× ln

(
6

p∏
j=1

1

(1− r
(l,k)
j )2+3δ

· lnp/2+1+pδ

{
e2µf(r

(l,k))

p∏
j=1

1

1− r
(l,k)
j

})
.

Отож, ми отримаємо для t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩ U ∗
lk, k ≥ k0(t) та l ≥ l0(t)

Mf(r, t) ≤ µf(r)

(
p∏
j=1

1

(1− rj)1/2
· lnp/4

{
µf(r)

p∏
j=1

1

1− rj

})1+δ

. (3.52)
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Тодi нерiвнiсть (3.52) виконується майже напевно (t ∈ F1, P (F1) = 1) для
всiх

r ∈
( ⋃
(l,k)∈J

(U ∗
lk ∩ F∧(t)) ∩ U+

lk

)
\E∗ =

= ([0; 1)p ∩ U+
lk) \ (E

∗ ∪ U ∗ ∪ E1) = [0; 1)p \ E2,

де

U+
lk =

+∞⋃
i=k

+∞⋃
j=l

Ulk, E2 = E1 ∪ U ∗ ∪ E∗, U ∗ =
⋃

(l,k)∈J

(U ∗
lk \ F∧(t)).

Залишається нагадати, що ν(U ∗) задовольняє

ν(U ∗) =
∑

(l,k)∈J

(νlk(U
∗
lk)− νlk(F

∧(t))) = 0.

Тодi для всiх (l, k) ∈ J маємо

νlk(U
∗
lk \ F∧(t)) =

measp(U
∗
lk \ F∧(t))

measp(U ∗
lk)

= 0,

measp(U
∗
lk \ F∧(t)) =

∫
· · ·
∫

U∗
lk\F∧(t)

p∏
j=1

drj
1− rj

= 0.

Доведення теореми 3.15. Нехай

h(z) =

p∏
j=1

h0(zj), z = (z1, . . . , zp) ∈ Dp, h0(τ) =
+∞∑
k=1

e
√
kτ k, τ ∈ D.

Тодi, функцiя

φ(t) = ln
µh0(t)

1− t
є додатною, неперервною та зростаючою на (1/2; 1) та

lim
t↑1

φ(t) = +∞.

Отже, iснує обернена функцiя φ−1 : R+ → (1/2; 1).
Для h(z) та r ∈ [0; 1)p маємо

Mh(r) =

p∏
j=1

Mh0(rj), µh(r) =

p∏
j=1

µh0(rj).

Iснують t′ ∈ (0; 1) i стала C > 0, такi, що для t ∈ (t′; 1) виконується нерiв-
нiсть

Mh0(t) ≥ C1
µh0(t)

1− t
ln1/2

µh0(t)

1− t
. (3.53)

Доведемо нерiвнiсть

φ−1(3φ(t))− φ−1
(φ(t)

3

)
> 1− φ−1(3φ(t)), t ↑ 1. (3.54)
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Для фiксованого t ∈ (0; 1) розглянемо функцiю ϕ(x) = 1
2

√
x− x ln 1

t .

xmax =
1

16 ln2 1
t

є єдиною точкою максимуму функцiї ϕ(x). Тому,

max{ϕ(x) : x > 0} = ϕmax =
1

16 ln 1
t

,

φ(t) = ln
µh0(t)

1− t
∼ lnµh0(t) ∼

1

16 ln 1
t

∼ 1

16(1− t)
, t ↑ 1.

Тодi φ(t) < 3φ(2t− 1), t ↑ 1. Отже,

φ(2t− 1) >
φ(t)

3
, 2t− 1 > φ−1

(φ(t)
3

)
, t− φ−1

(φ(t)
3

)
> 1− t.

Використавши φ−1(3φ(t)) > φ−1(φ(t)) = t, отримаємо при t ↑ 1

φ−1(3φ(t))− φ−1
(φ(t)

3

)
> t− φ−1

(φ(t)
3

)
> 1− t > 1− φ−1(3φ(t)).

Отже, нерiвнiсть (3.54) доведена.
Виберемо r0j , t∗ ∈ (0; 1) так, щоб

φ−1
(φ(t∗)

3

)
> r0j , j ∈ {1, . . . , p}.

Iснують стала C1 ∈ (0; 1) i r∗ ∈ (0; 1) такi, що для всiх

z ∈ {z : t∗ < |zk| < 1, k ∈ {1, . . . , p}}

маємо
Mh0(rk) ≥ C1

µh0(rk)

1− rk
ln1/2

µh0(rk)

1− rk
.

Тодi для всiх z ∈ {z : r∗ < |zj| < 1, j ∈ {1, . . . , p}} виконуються нерiвностi
p∏
i=1

Mh0(ri) ≥
p∏
i=1

(
C1
µh0(ri)

1− ri
ln1/2

µh0(ri)

1− ri

)
,

Mh(r) ≥ Cp
1µh(r)

p∏
i=1

1

1− ri

(
p∏
i=1

ln
µh0(ri)

1− ri

)1/2

.

Для r1 ∈ (t∗; 1) визначимо a та b так, що

a = a(r1) = φ−1
(φ(r1)

3

)
, b = b(r1) = φ−1(3φ(r1)).

Позначимо

E ′ = {r ∈ [0; 1)p : r1 ∈ (t∗; 1), ri ∈ (a, b), i ∈ {2, . . . , p}}.
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Зафiксуємо r1 ∈ (r∗; 1). Тодi a та b також фiксованi та

φ(a) = φ(r1)/3, φ(b) = 3φ(r1), φ(b) = 9φ(a), (r2, . . . , rp) ∈ (a, b)p−1.

Тому, використовуючи r1 > a, ми отримуємо для всiх r ∈ E ′

p∏
i=1

φ(ri) ≥ φp(a) =
φp(b)

9p
=

1

(9p)p
(φ(b) + . . .+ φ(b)︸ ︷︷ ︸

p разiв

)p ≥

≥ 1

(9p)p
(φ(r1) + . . .+ φ(rp))

p =
1

(9p)p

(
p∑
i=1

φ(ri)

)p

.

Тодi одержимо для всiх r ∈ E ′

Mh(r) ≥ Cp
1µh(r)

p∏
i=1

1

1− ri
· 1

(9p)p

(
p∑
i=1

ln
µh0(ri)

1− ri

)p/2

=

= C2µh(r)

p∏
i=1

1

1− ri
lnp/2

(
µh(r)

p∏
i=1

1

1− ri

)
.

Розглянемо функцiї

h(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

Zn(t)

p∏
j=1

e
√
njz

nj
j , f(z) =

+∞∑
∥n∥=0

p∏
j=1

e
√
nj/2z

nj
j ,

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

Zn(t)

p∏
j=1

e
√
nj/2z

nj
j .

Зауважимо, що для всiх r ∈ [0; 1)p маємо

µh(r
2
1, r

2
2, . . . , r

2
p) = max

{
p∏
j=1

e
√
njr

2nj
j : n ∈ Z+

p

}
=

= max

{( p∏
j=1

e
√
nj/2r

nj
j

)2
: n ∈ Z+

p

}
= (µf(r1, r2, . . . , rp))

2.

Використовуючи рiвнiсть Парсеваля та нерiвнiсть |Zn(t)| ≤ 1, ми отримаємо
для майже всiх t

Mh(r
2
1, r

2
2, . . . , r

2
p) ≤

+∞∑
∥n∥=0

|Zn(t)|2
p∏
j=1

e
√
njr

2nj
j =

=
( 1

2π

)p 2π∫
0

. . .

2π∫
0

|f(r1eiφ1, r2e
iφ2, . . . , rpe

iφp, t)|2dφ1 . . . dφp ≤

≤ (Mf(r1, r2, . . . , rp, t))
2,
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Mf(r1, r2, . . . , rp, t) ≥
√
Mh(r21, r

2
2, . . . , r

2
p) ≥

≥

√√√√C2µh(r2)

p∏
i=1

1

1− r2i
lnp/2

(
µh(r2)

p∏
i=1

1

1− r2i

)
=

=

√√√√C2µ2f(r)

p∏
i=1

1

1− r2i
lnp/2

(
µ2f(r)

p∏
i=1

1

1− r2i

)
≥

≥
√
C2µf(r)

p∏
i=1

1√
1− ri

lnp/4

(
µf(r)

p∏
i=1

1

1− ri

)
.

Залишається довести, що множина E ′ є множиною асимптотично нескiнчен-
ної логарифмiчної мiри. Оскiльки

φ−1
(φ(t∗)

3

)
> r0j , j ∈ {1, . . . , p},

то E ′ ∩△r0 = E ′. Тому

νln(E
′ ∩△r0) = νln(E

′) =

∫
· · ·
∫

E′

p∏
i=1

dri
1− ri

=

1∫
t∗

b∫
a

. . .

b∫
a︸ ︷︷ ︸

p−1 разiв

p∏
i=1

dri
1− ri

=

=

1∫
t∗

( b∫
a

dr2
1− r2

)p−1
dr1

1− r1
=

1∫
t∗

(
ln

1

1− b
− ln

1

1− a

)p−1
dr1

1− r1
=

=

1∫
t∗

(
ln

1

1− φ−1(3φ(r1))
− ln

1

1− φ−1(φ(r1)3 )

)p−1
dr1

1− r1
=

=

1∫
t∗

lnp−1 1− φ−1(φ(r1)3 )

1− φ−1(3φ(r1))

dr1
1− r1

=

=

1∫
t∗

lnp−1
(
1 +

φ−1(3φ(r1))− φ−1(φ(r1)3 )

1− φ−1(3φ(r1))

) dr1
1− r1

>

1∫
t∗

lnp−1 2 · dr1
1− r1

= +∞.

3.6. Нерiвнiсть типу Вiмана для кратних степеневих рядiв у необме-
женiй цилiндричнiй областi

Через Ap
0(T), p ≥ 1, 1 ≤ l ≤ p, позначимо клас аналiтичних функцiй виг-

ляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, (3.55)
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з областю збiжностi

T = {z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp : |zk| < 1, zj ∈ C, k ∈ {1, . . . , l}, j ∈ {l + 1, . . . , p}} =

= Dl × Cp−l,

i через Ap(T) позначимо пiдклас функцiй f ∈ Ap
0(T) таких, що

∂

∂zj
f(z1, . . . , zp) ̸≡ 0 (∀z ∈ T та ∀j ∈ {l + 1, . . . , p})

i iснує r0 ∈ Rp
+ таке, що для кожного k ∈ {1, . . . , l} виконується умова

rk
∂

∂rk
lnMf(r) + ln rk > 1

(
∀r ∈ (r01; 1)

l × (r02; +∞)p−l
)
.

Метою цього пiдроздiлу є доведення точних аналогiв нерiвностi Вiмана для
аналiтичних функцiй f , якi можна подати у виглядi ряду вигляду (3.55) з обла-
стю збiжностi T := Dl × Cp−l, l ∈ N, 1 ≤ l < p.

Для r = (r1, . . . , rp) ∈ T :=[0; 1)l× [0; +∞)p−l i функцiї f ∈ Ap(T) позначимо

I = {1, . . . , l}, J = {l + 1, . . . , p}.
Mf(r) = max{|f(z)| : |zj| ≤ rj, j ∈ {1, . . . , p}},

µf(r) = max{|an|rn : (n1, . . . , np) ∈ Zp+}, Mf(r) =
+∞∑

∥n∥=0

|an|rn.

Будемо казати, що E ⊂ T є множиною асимптотично скiнченної логари-
фмiчної мiри на T , якщо iснує r0 ∈ T таке, що

νln(E ∩△r0):=

∫
· · ·
∫

E∩△r0

∏
i∈I

dri
1− ri

∏
j∈J

drj
rj

< +∞.

Множину всiх таких множин позначимо Υ.

Теорема 3.16. Нехай f ∈ Ap(T). Для кожного δ > 0 iснує множина E =
E(δ, f) ⊂ T, E ∈ Υ така, що для всiх r ∈ T \ E виконується нерiвнiсть

Mf(r) ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ
lnp/2+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p+δ

. (3.56)

Щоб довести теорему 3.16, нам потрiбно наступнi допомiжнi результати.

Лема 3.12. Нехай F — функцiя вигляду

F (σ) =

∫
Rp

+

a(x)e⟨σ,x⟩ν(dx),
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де a(x) : Rp
+ → R+ є ν-вимiрною функцiєю, а ν є злiченно-адитивною мiрою

на Rp
+ з необмеженим носiєм. Припустимо, що для деякого фiксованого σ ∈ Rp

+

iснують

∂

∂σj
F (σ) =

∫
Rp

+

xja(x)e
⟨σ,x⟩ν(dx),

∂2

∂σ2j
F (σ) =

∫
Rp

+

x2ja(x)e
⟨σ,x⟩ν(dx).

Тодi

F (σ) ≤ c

c− 1

∫
X0(σ)

a(x)e⟨σ,x⟩ν(dx). (3.57)

де c = c(σ) > 1 є довiльною,

aj =
∂

∂σj
lnF (σ), bj =

∂2

∂σ2j
lnF (σ),

X0(σ) = {x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp
+ : |xj − aj| ≤

√
cpbj, 1 ≤ j ≤ p}.

Доведення. Розглянемо випадковi величини ξj = xj, 1 ≤ j ≤ p на ймовiрнiсно-
му просторi Rp

+ з такою мiрою

Pσ(dx) = P (dx) =
a(x)

F (σ)
e⟨σ,x⟩ν(dx).

Тодi математичне сподiвання випадкової величини ξj

Eξj =

∫
Rp

+

xja(x)e
⟨σ,x⟩P (dx) =

1

F (σ)

∂F (σ)

∂σj
= aj

i ї ї дисперсiя

Dξj =Mξ2j−(Mξj)
2 =

1

F (σ)

∂2F (σ)

∂σ2j
−
( 1

F (σ)

∂F (σ)

∂σj

)2
=

∂

∂σj

( 1

F (σ)

∂F (σ)

∂σj

)
= bj.

Позначимо

dj =
√
pcbj, Aj = {x ∈ Rp

+ : |ξj − Eξj| ≥ dj}, A =

p⋃
j=1

Aj.

Тодi X0(σ) = A. Використовуючи p разiв нерiвнiсть Бiєнайме-Чебишева
([72,164])

P (Aj) = P{x : |ξj(x)− Eξj| ≥ dj} ≤ Dξj
d2j

,

одержимо

P (A) ≤
p∑
j=1

P (Aj) ≤
p∑
j=1

1

d2j
Dξj =

1

c
,
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Тому

F (σ) =

∫
X0(σ)

f(x)e⟨σ,x⟩ν(dx) + F (σ)

∫
A

f(x)

F (σ)
e⟨σ,x⟩ν(dx) =

=

∫
X0(σ)

f(x)e⟨σ,x⟩ν(dx) + F (σ)P (A) ≤
∫

X0(σ)

f(x)e⟨σ,x⟩ν(dx) +
F (σ)

c
.

Отож, ми отримали нерiвнiсть (3.57).

Лема 3.13. Нехай f ∈ Ap(T) є функцiєю вигляду (3.55),

aj = rj
∂

∂rj
lnMf(r), bj = rj

∂

∂rj

(
rj

∂

∂rj
lnMf(r)

)
, C = C(r) > 1,

X0(r) = {x ∈ Rp
+ : |xj − aj| ≤

√
cpbj, 1 ≤ j ≤ p}.

Тодi для всiх r ∈ T маємо

Mf(r) ≤
C

C − 1

∑
n∈X0(r)

|an|rn.

Доведення. Для σ = (σ1, . . . , σp), r = (r1, . . . , rp), rj = eσj

Mf(r) =
+∞∑

∥n∥=0

|an|rn =
∫
Rp

+

a(x)e⟨σ,x⟩ν(dx) = F (σ),

де a(x) = |an| для x = n ∈ Zp+ та ν — мiра така, що

ν(E) =
∑
n∈E

δn(E), δn(E) =

{
1, n ∈ E;

0, n ̸∈ E,

для кожної обмеженої множини E ⊂ Rp
+.

Зауважимо, що
∂ lnF (σ)

∂σj
= rj

∂ lnMf(r)

∂rj
.

Таким чином, використовуючи лему 3.12 з c = C, r = eσ i X∗
0(r) = X0(lnσ),

одержимо

Mf(r) = F (σ) ≤ c

c− 1

∫
X0(σ)

a(x)e⟨σ,x⟩ν(dx) =
C

C − 1

∑
n∈X∗

0 (r)

|an|rn.

Лема 3.14. Нехай δ > 0. Якщо f ∈ Ap(T), то iснує множина E ⊂ T (E ∈ Υ)
така, що для всiх r ∈ T\E виконуються нерiвностi

∂

∂rm
lnMf(r) ≤

1

1− rm

∏
i∈I,i ̸=m

1

(1− ri)δ

(
lnMf(r)

∏
j∈J

ln rj

)1+δ
, m ∈ I; (3.58)

∂

∂rk
lnMf(r) ≤

∏
i∈I

1

(1− ri)δ

(
lnMf(r)

∏
j∈J,j ̸=k

ln rj

)1+δ
, k ∈ J. (3.59)
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Доведення. Не зменшуючи загальностi, доводимо нерiвнiсть (3.58) для m = 1.
Припустимо, що E∗

1 ⊂ T — множина, для якої не виконується нерiвнiсть (3.58)
при m = 1. Виберемо r0 ∈ T так, щоб lnMf(r

0) > 1 i r0j > e, j ∈ J, r0i >
1/2, i ∈ I,

νln(E
∗
1 ∩△r0) ≤

∫
· · ·
∫

E∗
1∩△r0

∏
i∈I

1

1− ri

∏
j∈J

1

rj

p∏
m=1

drm ≤

≤
∫

· · ·
∫

E∗
1∩△r0

(1− r1)
∂
∂r1

lnMf(r)
l∏

i=2

(1− ri)
δ

p∏
m=1

drm∏
i∈I

(1− ri)
∏
j∈J

rj(lnMf(r))1+δ
(∏
j∈J

ln rj

)1+δ .
Розглянемо вiдображення V : T → Rp

+, де
V = (v1(r), . . . , vp(r)),

v1(r) = lnMf(r), v2(r) = r2, . . . , vl−1(r) = rl−1, vl(r) = ln rl, . . . , vp(r) = ln rp.

Отож,

J2 :=
D(v1(r), . . . , vp(r))

D(r1, . . . , rp)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂v1
∂r1

. . . ∂v1
∂rp... . . . ...

∂vp
∂r1

. . .
∂vp
∂r2p

∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
j∈J

1

rj

∂

∂r1
lnMf(r).

Тому,

νln(E
∗
1 ∩△r0) ≤

∫
· · ·
∫

V (E∗
1∩△r0)

p∏
j=1

dvj

v1+δ1

l−1∏
i=2

(1− vi)1−δ ·
p∏
j=l

v1+δj

< +∞.

Нехай Ep ⊂ T — множина, для якої нерiвнiсть (3.59) не виконується з k = p

νln(E
∗
p ∩△r0) ≤

∫
· · ·
∫

E∗
p∩△r0

rp
∂
∂rp

lnMf(r)
∏
i∈I

(1− ri)
δ

p∏
n=1

drn(
lnMf(r)

p−1∏
j=l+1

ln rj

)1+δ∏
i∈I

(1− ri)
∏
j∈J

rj

.

Нехай r0 таке, що lnMf(r
0) > 1. Визначимо вiдображення W : T → T , де

W = (w1(r), . . . , wp(r)), та
w1(r) = r1, . . . , wl(r) = rl, wl+1(r) = ln rl+1, . . . ,

wp−1(r) = ln rp−1, wp(r) = lnMf(r).

Тодi

J3 :=

∣∣∣∣∣∣∣
∂w1

∂r1
. . . ∂w1

∂rp... . . . ...
∂wp

∂r1
. . .

∂wp

∂r2p

∣∣∣∣∣∣∣ =
p−1∏
j=l+1

1

rj
· ∂

∂rp
lnMf(r).
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Отже,

νln(E
∗
1 ∩△r0) ≤

∫
· · ·
∫

E∗
p∩△r0

∂
∂rp

lnMf(r)
∏
i∈I

(1− ri)
δ

p∏
n=1

drn(
lnMf(r)

p−1∏
j=l+1

ln rj

)1+δ∏
i∈I

(1− ri)
∏
j∈J

rj

≤

≤
∫

· · ·
∫

W (E∗
p∩△r0)

p∏
n=1

dwn∏
i∈I

(1− wi)1−δ
∏
j∈J

w1+δ
j

< +∞.

Залишається зауважити, що якщо Ej ∈ Υ, j ∈ {1, . . . , p}, то
⋃p
j=0Ej ∈ Υ.

Доведення теореми 3.16. Нехай E ′ i E0 — винятковi множини з теореми 3.16 i
леми 3.12, вiдповiдно. Для E = E ′ ∪ E0 i δ > 0 отримаємо для всiх r ∈ T\E

Mf(r) ≤
C

C + 1
µf(r)

p∏
j=1

(2
√
cpbj + 2) ≤ C∗µf(r)

p∏
j=1

√
∂2

∂2rj
lnMf(r) ≤

≤ C∗µf(r)
∏
m∈B

[
1

1− rm

∏
i∈I,i ̸=m

1

(1− ri)δ

(
∂

∂rm
lnMf(r)

∏
j∈J

ln rj

)1+δ]1/2
×

×
∏
k∈D

[∏
i∈I

1

(1− ri)δ

(
∂

∂rk
lnMf(r)

∏
j∈J,j ̸=k

ln rj

)1+δ]1/2
≤

≤ C∗µf(r)
∏
m∈B

[
1

1− rm

∏
i∈I,i ̸=m

1

(1− ri)δ

((
1

1− rm

∏
i∈I,i ̸=m

1

(1− ri)δ
×

×

(
lnMf(r)

∏
j∈J

ln rj

)1+δ)∏
j∈J

ln rj

)1+δ]1/2∏
k∈D

[∏
i∈I

1

(1− ri)δ
×

×

((∏
i∈I

1

(1− ri)δ

(
lnMf(r)

∏
j∈J,j ̸=k

ln rj

)1+δ) ∏
j∈J,j ̸=k

ln rj

)1+δ]1/2
≤

≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+2p2δ
lnp/2+2p2δMf(r)

∏
j∈J

(ln rj)
p+2p2δ.

Тодi

lnMf(r) ≤ lnµf(r)+

+(1 + 2p2δ)
∑
i∈I

ln
1

1− ri
+
(p
2
+ 2p2δ

)
ln lnMf(r) + (p+ 2p2δ)

∑
j∈J

ln ln rj,

lnMf(r)− (p/2 + 2p2δ) ln lnMf(r) ≤ (p+ 2p2δ) ln

(
µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)

∏
j∈J

ln rj

)
,
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lnMf(r) ≤ (2p+ 2p2δ) ln

(
µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)

∏
j∈J

ln rj

)
,

Mf(r) ≤
∏
i∈I

1

(1− ri)1+2p2δ
lnp/2+2p2δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)

∏
j∈J

ln rj

)∏
j∈J

(
ln rj

)p+2p2δ

≤

≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ1
lnp/2+δ1

(
µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)

)
×

×

(∑
j∈J

ln ln rj

)p/2+δ1∏
j∈J

(ln rj)
p+2δ1 =

= µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ1
lnp/2+δ1

(
µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)

)
×

×
∏
j∈J

(ln rj)
p/2+δ1 ln

[∏
j∈J

(ln rj)
p+2δ1

]
≤

≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ1
lnp/2+δ1

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p+2δ1

.

Показник 1+δ при
∏

i∈I
1

1−ri у нерiвностi (3.56) не можна замiнити на менше
число нiж 1.

Теорема 3.17. Для довiльного ε ∈ (0; 1) iснує функцiя g ∈ Ap(T) така, що

E =
{
r ∈ T : Mf(r) > µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)ε
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(
ln rj

)p}
має асимптотично нескiнченну логарифмiчну мiру.

Доведення. Розглянемо функцiю

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
∏
i∈I

1

1− ri

∏
j∈J

γj(zj),

де γj(zj) — цiла функцiя така, що lnµγj(rj) < rj, r → +∞, j ∈ J. Тодi

Mf(r) =
∏
i∈I

1

1− ri

∏
j∈J

Mγj(zj), µf(r) =
∏
j∈D

µγj(rj).

Позначимо r′(ε, p) таке, що для всiх rj > r′(ε, p), i ∈ I маємо( 1

(1− ri)1−ε

)2/p
− ln

1

1− ri
> e, i ∈ I
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i тодi iснує r0 ∈ T таке, що

△r0 ∩B′ =
{
r ∈ [r′(ε); 1)l × [e; +∞)p−l, (∀i ∈ I,∀j ∈ J) :

( 1

(1− ri)1−ε

)2/p
−

− ln2
1

1− ri
> r2j

}
∩△r0 ⊂

{
r ∈ [r′(ε); 1)l × [e; +∞)p−l, (∀i ∈ I,∀j ∈ J) :( 1

(1− ri)1−ε

)2/p
− ln

1

1− ri

(
ln rj

)p−l
p

> rj

(
ln rj

)p−l
p
}
∩△r0 ⊂

⊂
{
r ∈ [r′(ε); 1)l × [e; +∞)p−l, (∀i ∈ I,∀j ∈ J) :

1

1− ri
>

>
1

(1− ri)ε

(
ln

1

1− ri
+ rj

)p/2(
ln rj

)p}
∩△r0 ⊂

⊂
{
r ∈ [r′(ε); 1)l × [e; +∞)p−l :

∏
i∈I

1

1− ri

∏
j∈J

µγj(rj) >

>
∏
i∈I

1

(1− ri)ε

∏
j∈J

µγj(rj) ln
p/2
(∏
i∈I

1

1− ri

∏
j∈J

µγj(rj)
)∏
j∈J

(
ln rj

)p}
∩△r0 ⊂

⊂
{
r ∈ [r′(ε); 1)l × [e; +∞)p−l : Mf(r) >

> µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)ε
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(
ln rj

)p}
∩△r0 = B ∩△r0.

Тодi мiра множини B

νln(B) =

∫
· · ·
∫

B∩△r0

∏
i∈I

dri
1− ri

∏
j∈J

drj
rj

≥
∫

· · ·
∫

B′∩△r0

∏
i∈I

dri
1− ri

∏
j∈J

drj
rj

≥

≥
1∫

r′(ε,p)

. . .

1∫
r′(ε,p)

( √(
1

(1−r1)
1−ε

)2/p
− ln2 1

1−r1∫
1

. . .

√(
1

(1−r1)
1−ε

)2/p
− ln2 1

1−r1∫
1

∏
j∈J

drj
rj

)∏
i∈I

dri
1− ri

=

=
p− l

2

1∫
r′(ε,p)

. . .

1∫
r′(ε,p)

ln
(( 1

1− r1

)2/p
− ln2

1

1− r1

)∏
i∈I

dri
1− ri

≥

≥ p− l

2

1∫
r′(ε,p)

. . .

1∫
r′(ε,p)

∏
i∈I

dri
1− ri

= +∞.

Зауважимо, що жоден з показникiв 1 i p/2 у нерiвностi теореми 3.16 не
можна одночасно замiнити на меншi числа. Це випливає з такого твердження.
Теорема 3.18. Iснують функцiя f ∈ Ap(T) i стала C > 0 такi, що

E =
{
r ∈ T : Mf(r) > Cµf(r)

∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)}
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має асимптотично нескiнченну логарифмiчну мiру.

Доведення теореми 3.18. Розглянемо функцiю

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
∏
i∈D

+∞∑
ni=0

znii
ni!

∏
i∈I

+∞∑
nj=0

en
ε
jz
nj
j =

∏
i∈I

ψ(zi)
∏
j∈J

φ(zj), ε ∈ (0; 1).

Для цiєї функцiї iснує r0 таке, що

△r0 ∩
{
r ∈ T : Mf(r) >

> µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ
lnp/2+δ

{
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

∏
j∈J

lnp rj

}}
⊂

⊂ △r0 ∩
{
r ∈ T : Mf(r) > µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ
lnp/2+2δ

{
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

}}
.

Тодi

Mφ(ri) ≥ C1(ε)
µφ(ri)

1− ri
ln1/2

µφ(ri)

1− ri
, ri > r0i , i ∈ I,

Mψ(rj) ≥ (
√
2π − δ)µψ(rj) ln

1/2 µψ(rj), δ > 0, rj > r0j , j ∈ J.

Отож,
Mf(r1, . . . , rp) =

∏
i∈I

Mφ(ri)
∏
j∈J

Mψ(rj)

i для r ∈ (r01; 1)
l × (r02; +∞)p−l маємо

Mf(r) ≥ (
√
2π−δ)p−lC l

1(ε)µf(r)
∏
i∈I

1

1− ri

(∏
i∈I

ln
µφ(ri)

1− ri

∏
j∈J

lnµψ(rj)

)1/2

. (3.60)

Нехай
r0 = (r01, . . . , r

0
1︸ ︷︷ ︸

l разiв

, r02, . . . , r
0
2︸ ︷︷ ︸

p−l разiв

).

Розглянемо додатнi зростаючi функцiї g1(t) = ln
µφ(t)
1−t i g2(t) = lnµψ(t). За-

уважимо, що оберненi функцiї g−1
1 , g−1

2 є також є зростаючими. I тому можна
вибрати t0 ∈ (r02; +∞) так, щоб

g−1
1

(g2(t∗)
3

)
> r01, g−1

2

(g2(t∗)
3

)
> r02.

Доведемо, що A ⊃ E∗. Тут

A
def
=
{
r ∈ T : g1(r1) · . . . · g1(rl) · g2(rl+1) · . . . · g2(rp) >

>
1

3p−1(3p− 2)p
(g1(r1) + . . .+ g1(rl) + g2(rl+1) + . . .+ g2(rp))

p
}
⊃

⊃
{
r ∈ T : (∀i ∈ I)(∀j ∈ J \ {p})
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1

3
<
g1(ri)

g2(rp)
< 3,

1

3
<
g1(rj)

g2(rp)
< 3, rp ∈ [t0; +∞)

}
def
= E∗.

Справдi, якщо r ∈ E∗, то

g1(r1) · . . . · g1(rl) · g2(rl+1) · . . . · g(rp) ≥
gp2(rp)

3p−1
=

=
1

3p−1(3p− 2)p
(3gp2(rp) + . . .+ 3gp2(rp)︸ ︷︷ ︸

p−1 разiв

+g2(rp))
p ≥

≥ 1

3p−1(3p− 2)p
(g1(r1) + . . .+ g1(rl) + g2(rl+1) + . . .+ g2(rp))

p.

Для rp ∈ [t0; +∞) визначимо

a = a(rp) = g−1
1

(g2(rp)
3

)
, b = b(rp) = g−1

1 (3g2(rp)),

c = c(rp) = g−1
2

(g2(rp)
3

)
, d = d(rp) = g−1

2 (3g2(rp)).

У [91] було доведено, що

r < g−1
2 (r) <

3

2
r, r → +∞. (3.61)

Тодi з нерiвностi (3.60) для всiх r ∈ E∗ маємо

Mf(r) ≥
(
√
2π − δ)p−lC l

1(ε)

3p−1(3p− 2)p
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

(∑
i∈I

ln
µφ(ri)

1− ri
+
∑
j∈J

lnµψ(rj)

)p/2

=

=
(
√
2π − δ)p−lC l

1(ε)

3p−1(3p− 2)p
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

{
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

}
.

Залишається довести, що множина E∗ є множиною асимптотично нескiнчен-
ної логарифмiчної мiри. Використовуючи (3.54) та (3.61), оцiнимо знизу мiру
множини E∗.

νln(E
∗) =

∫
· · ·
∫

E∗∩∆r0

∏
i∈I

dri
1− ri

∏
j∈J

drj
rj

=

=

b∫
a

. . .

b∫
a

∏
i∈I

dri
1− ri

d∫
c

. . .

d∫
c

p−1∏
j=l+1

drj
rj

+∞∫
t0

drp
rp

=

=

b∫
a

. . .

b∫
a

∏
i∈I

dri
1− ri

+∞∫
t0

(ln c− ln d)p−l−1drp
rp

=

=

b∫
a

. . .

b∫
a

∏
i∈I

dri
1− ri

+∞∫
t0

(
ln g−1

2 (3g2(rp))− ln g−1
2

(g2(rp)
3

))p−l−1drp
rp

≥
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≥
b∫

a

. . .

b∫
a

∏
i∈I

dri
1− ri

+∞∫
t0

(
ln(3g2(rp))− ln

(3
2

g2(rp)

3

))p−l−1drp
rp

=

= lnp−l−1 6 ·
b∫

a

. . .

b∫
a

∏
i∈I

dri
1− ri

+∞∫
t0

drp
rp

=

= lnp−l−1 6 ·
+∞∫
t0

(
ln

1− a

1− b

)ldrp
rp

= lnp−l−1 6 ·
+∞∫
t0

lnl
1− g−1

1 (
g2(rp)

3 )

1− g−1
1 (3g2(rp))

drp
rp

=

= lnp−l−1 6 ·
+∞∫
t0

lnl

(
1 +

g−1
1 (3g2(rp))− g−1

1 (
g2(rp)

3 )

1− g−1
1 (3g2(rp))

)
drp
rp

>

> lnp−l−1 6 · lnl 2 ·
+∞∫
t0

drp
rp

= +∞.

Твердження 3.1. Для будь-якого ε > 0 i для функцiї f ∈ Ap(T) з доведення
теореми 3.18 випливає iснування такого r0 ∈ T , що для всiх r ∈ T ∩△r0 маємо

µf(r)2
−l ≥ 1,

(
ln

(
2

3

∑
j∈J

rj

))ε

2−l−ε ≥ 1, (ln lnµf(r))
a ≥

(∏
j∈J

ln rj

)p

,

i множина

E1 =

{
r ∈ T : Mf(r) >

> µf(r)
∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2

(ln lnµf(r))
−a

}
,

має асимптотично нескiнченну логарифмiчну мiру, де a = p(p− l) + ε.

Доведення. Розглянемо функцiю

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
∏
i∈I

(
+∞∑
ni=0

e
√
niznii

)∏
j∈J

(
+∞∑
nj=0

z
nj
j

nj!

)
=
∏
i∈I

ψ(zi)
∏
j∈J

φ(zj).

Зауважимо, що lnµφ(u) ≥ 2
3u, u→ +∞ (див. [91]). Тодi iснує такий r0 ∈ Rp

+,
що для всiх r ∈ T ∩△r0 маємо(

1

2

∏
j∈J

ln rj

)a

≥

(∏
j∈J

ln rj

)a−ε

,

(
ln

(
2

3

∑
j∈J

rj

))ε

2−l−ε ≥ 1,
∑
j∈J

2

3
rj > l ln 2.
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Отже, для всiх r ∈ T ∩△r0 одержимо

lnµf(r) =
∑
i∈I

lnµψ(ri) +
∑
j∈J

lnµφ(rj) ≥
∑
j∈J

lnµφ(rj) ≥
∑
j∈J

2

3
rj > l ln 2.

тобто µf(r)2−l ≥ 1, та

(ln lnµf(r))
a ≥ lna

(∑
j∈J

2

3
rj

)
≥
∏
j∈J

(
ln rj + ln

2

3

)a

≥
(1
2

∏
j∈J

ln rj

)a
≥

≥
(∏
j∈J

ln rj

)a−ε
p−l

=

(∏
j∈J

ln rj

)p

.

Тому E∩∆r0 ⊂ E1∩∆r0. З цього випливає, що множина E1 має асимптотично
нескiнченну логарифмiчну мiру.

Нерiвнiсть Вiмана для випадкових аналiтичних функцiй у T.

Нехай X = (Xn(t)) утворюють дiйсну мультиплiкативну систему (МС) ви-
падкових величин заданих на ймовiрнiсному просторi Штейнгауза (Ω,A, P ),
якi рiвномiрно обмеженi числом 1.

Нехай Z = (Zn(t)) — послiдовнiсть комплексних випадкових величин
Zn(t) = Xn(t) + iYn(t) така, що X = Xn(t) i Y = Yn(t) утворюють дiйсну
МС.

Нехай Z = (Zn(t)) — деяка послiдовнiсть комплекснозначних випадкових
величин, визначених у просторi (Ω,A, P ). Для аналiтичної функцiї f вигляду
(3.55) через K3(f, Z) позначимо клас випадкових аналiтичних функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anZn(t)z
n. (3.62)

Навеснi 1996 р. пiд час доповiдi П. В. Фiлевича на Львiвському семiнарi
теорiї аналiтичних функцiй проф. А. А. Голдберг i М. М. Шеремета поставили
таке питання (див. [3]). Чи має мiсце ефект Левi для аналогiв нерiвностi Вiмана
для цiлих функцiй декiлькох комплексних змiнних?

Розглянемо клас випадкових аналiтичних функцiй K3(f, Z) вигляду (3.62)
для аналiтичної функцiї f ∈ Ap(T) вигляду (3.55) i МС Z = (Zn(t)). Для
r = (r1, . . . , rp) i функцiї f(z, t) позначимо

Mf(r, t) := max{|f(z, t)| : |z1| = r1, . . . , |zp| = rp}.
Доведемо таке твердження.

Теорема 3.19. Нехай f ∈ Ap, Z — МС, рiвномiрно обмежена числом 1, δ > 0.
Тодi майже напевно по t iснує множина E = E(f, t, δ), E ⊂ Υ така, що для всiх
r ∈ T \ E маємо

Mf(r, t) ≤
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≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1/2+δ
lnp/4+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2+δ

. (3.63)

Для доведення теореми 3.19 нам потрiбна наступна лема.

Лема 3.15. Нехай δ > 0. Iснує множина E ∈ Υ така, що для всiх r ∈ T \ E
маємо
+∞∑

∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)2+δ
lnp/2+1+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(ln rj)
p+1+δ.

Доведення леми 3.15. Зауважимо, що

ri
∂

∂ri
lnMf(r) =

1

Mf(r)

+∞∑
∥n∥=0

ni|an|rn.

За лемою 3.14, iснує множина E ∈ Υ така, що для всiх r ∈ T \E1 виконується
така нерiвнiсть

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥|an|rn = Mf(r)

p∑
i=1

ri
∂

∂ri
lnMf(r) ≤

≤

(∑
m∈B

[
rm

1− rm

∏
i∈I,i ̸=m

1

(1− ri)δ

(
lnMf(r)

∏
j∈J

ln rj

)1+δ]
+

+
∑
k∈D

[∏
i∈I

1

(1− ri)δ

(
lnMf(r)

∏
j∈J,j ̸=k

ln rj

)1+δ])
≤

≤ Mf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1+δ
(lnMf(r))

1+2δ

(∏
j∈J

ln rj

)1+2δ

.

Тому за теоремою 3.16 отримуємо для всiх r ∈ T \ E2

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤ 2µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)2+δ
lnp/2+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p+δ

×

×

(
lnµf(r) + (1 + δ)

∑
i∈I

ln
1

1− ri
(p+ δ)

∑
j∈J

ln ln rj

)1+2δ∏
j∈J

(ln rj)
1+2δ ≤

≤ 2µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)2+2δ
lnp/2+1+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(ln rj)
p+1+δ.
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Доведення теореми 3.19. Не зменшуючи загальностi ми можемо припустити,
що Z = X = (Xnm(t)) є дiйсною МС. Для k,m ∈ Z+ i l ∈ Z таких, що k > −l
позначимо

Gkl =

{
r = (r1, r2) ∈ T : k ≤

∑
i∈I

ln
1

1− ri
≤ k + 1, l ≤ lnµf(r) ≤ l + 1

}
,

Gklm =

{
r = (r1, r2) ∈ Gkl : m ≤

∑
j∈J

ln ln rj ≤ m+ 1

}
, G+

kl =
+∞⋃
i=k

+∞⋃
j=l

Gij.

Зауважимо, що

E0 =

{
r ∈ T :

∑
i∈I

ln
1

1− ri
+ lnµf(r) < 1

}
=

=

{
r ∈ T : µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri
< e

}
∈ Υ,

тому що iснує r0 таке, що E0 ∩∆r0 = ∅.
За лемою 3.15 iснує множина E1 ⊃ E0, E1 ∈ Υ така, що для всiх r ∈ T\E1∑

∥n∥≥d

|an|rn ≤
∑
∥n∥≥d

∥n∥
d

|an|rn ≤
1

d

+∞∑
∥n∥=0

∥n∥|an|rn ≤

≤ 1

d
µf(r)

∏
i∈I

1

(1− ri)2+δ
lnp/2+1+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(ln rj)
p+1+δ ≤ µf(r),

де

d = d(r) =
∏
i∈I

1

(1− ri)2+δ
lnp/2+1+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(ln rj)
p+1+δ.

Нехай G∗
kl = Gkl \ E2, I = {(i; j) : G∗

ij ̸= ∅},

E2 = E0 ∪ E1 ∪

( ⋃
(i,j)̸∈I

Gij

)
.

Тодi #I = +∞. Для (k, l) ∈ I виберемо послiдовнiсть r(k,l) ∈ G∗
kl таку, що

Mf(r
(k,l)) = min{Mf(r) : r ∈ G∗

kl}.

Отож, для всiх r ∈ G∗
kl одержимо

1

e
µf(r

(k,l)) ≤ µf(r) ≤ eµf(r
(k,l)), (3.64)

1

e

∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

≤
∏
i∈I

1

1− ri
≤ e

∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

, (3.65)
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1

e2
µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

≤ µf(r)
∏
i∈I

1

1− ri
≤ e2µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

(3.66)

i також ⋃
(k,l)∈I

G∗
kl =

⋃
(k,l)∈I

Gkl \ E2 =
+∞⋃
k,l=1

Gkl \ E2 = T \ E2.

Позначимо Nkl = [2d1(r
(k,l))], де

d1(r) = e2+δ
∏
i∈I

1

(1− ri)2+δ
lnp/2+1+δ

(
e2µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)∏
j∈J

(ln(erj))
p+1+δ.

Для r ∈ G∗
kl позначимо

WNkl
(r, t) = max

{∣∣∣∣∣ ∑
∥n∥≤Nkl

anr
nXn(t)e

i(n,ψ)

∣∣∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]p

}
.

Для вимiрної за Лебегом множини G ⊂ G∗
kl i для (k, l) ∈ I позначимо

νkl(G) =
meas(G)

meas(G∗
kl)
,

де meas — мiра Лебега на Rp.
Зауважимо, що νkl є ймовiрнiсною мiрою, визначеною на σ-алгебрi вимiрних

за Лебегом пiдмножин G∗
k. Нехай

Ω =
⋃

(k,l)∈I

G∗
kl

та
ki, li,j : (ki, li,j) ∈ I, ki < ki+1, li,j < li,j+1, ∀i, j ∈ Z+.

Для вимiрних за Лебегом множин G ⊂ Ω позначимо

ν(G) = 2k0
+∞∑
i=0

(
1

2ki

(
1−

(1
2

)ki+1−ki)
×

×
Ni∑
j=0

2li,0

2li,j

(
1−

(
1
2

)li,j+1−li,j)
1−

(
1
2

)li,Ni+1
+li,0

νki+1li+1,j+1
(G ∩G∗

kj+1li+1,j+1
)

)
,

де Ni = max{j : (ki, lij) ∈ I}. Очевидно, що νkj+1lj+1
(G∗

kj+1lj+1
) = ν(Ω) = 1.

Тодi ν є ймовiрнiсною мiрою, яка визначена на вимiрних пiдмножинах Ω.
На [0; 1] × Ω визначимо ймовiрнiсну мiру P0 = P ⊗ ν, яка є прямим добутком
ймовiрнiсних мiр P i ν. Тепер для (k; l) ∈ I ми визначимо

Fkl = {(t, r) ∈ [0; 1]× Ω: WNkl
(r, t) > ASNkl

(r) ln1/2Nkl},
Fkl(r) = {t ∈ [0; 1] : WNkl

(r, t) > ASNkl
(r) ln1/2Nkl},
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де

S2
Nkl

(r) =

Nkl∑
∥n∥=0

|an|2r2n

а A — стала з леми 3.6 з β = 1. Використавши теорему Фубiнi та лему 3.6 з
cn = anr

n i β = 1, отримуємо для (k, l) ∈ I

P0(Fkl) =

∫
Ω

( ∫
Fkl(r)

dP

)
dν =

∫
Ω

P (Fkl(r))dν ≤ 1

Nkl
ν(Ω) =

1

Nkl
.

Зауважимо, що

Nkl >
∏
i∈I

1

(1− r
(k,l)
i )2+δ

lnp/2+1+δ
(
µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

)∏
j∈J

(ln r
(k,l)
j )p+1+δ ≥

≥ e2k(l + k)2+δ.

Тому, ∑
(k,l)∈I

P0(Fkl) ≤
+∞∑
k=1

+∞∑
l=−k+1

1

e2k(l + k)2+δ
< +∞.

За лемою Бореля-Кантеллi нескiнченна кiлькiсть подiй {Fkl : (k, l) ∈ I} мо-
же вiдбуватися з нульовою ймовiрнiстю. Тодi

P0(F ) = 1, F =
+∞⋃
s=1

+∞⋃
m=1

⋂
k≥s, l≥m
(k,l)∈I

Fkl ⊂ [0; 1]× Ω.

Тодi для будь-якої точки (t, r) ∈ F iснують k0 = k0(t, r) i l0 = l0(t, r) такi,
що для всiх k ≥ k0, l ≥ l0, (k, l) ∈ I маємо

WNkl
(r, t) ≤ ASNkl

(r) ln1/2Nkl.

Отож, ν(F∧(t)) = 1.
Для довiльного t ∈ F1 i (k, l) ∈ I виберемо точку r(k,l)0 (t) ∈ G∗

kl таку, що

WNkl
(r

(k,l)
0 (t), t) ≥ 3

4
Mkl(t), Mkl(t)

def
= sup{WNkl

(r, t) : r ∈ G∗
kl}.

Тодi з νkl(F∧(t) ∩ G∗
kl) = 1 для всiх (k, l) ∈ I випливає, що iснує точка

r(k,l)(t) ∈ G∗
kl ∩ F∧(t) така, що

|WNkl
(r

(k,l)
0 (t), t)−WNkl

(r(k,l)(t), t)| < 1

4
Mkl(t),

тому

WNkl
(r(k,l)(t), t)−WNkl

(r
(k,l)
0 (t), t) <

1

4
Mkl(t).

Отож,
3

4
Mkl(t) ≤ WNkl

(r
(k,l)
0 (t), t) ≤ WNkl

(r(k,l)(t), t) +
1

4
Mkl(t).
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Оскiльки (t, r(k,l)(t)) ∈ F, то
1

2
Mkl(t) ≤ WNkl

(r(k,l)(t), t) ≤ ASNkl
(r(k,l)(t)) ln1/2Nkl.

Тепер для r(k,l) = r(k,l)(t) одержимо

S2
Nkl

(r(k,l)) ≤ µf(r
(k,l))Mf(r

(k,l)) ≤

≤ µ2f(r
(k,l))

∏
i∈I

1

(1− r
(k,l)
i )1+δ

lnp/2+δ

(
µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

)(∏
j∈J

ln r
(k,l)
j

)p+δ

.

Отже, для t ∈ F1 i всiх k ≥ k0(t), l ≥ l0(t), маємо

SNkl
(r(k,l)) ≤ µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

(1− r
(k,l)
i )1/2+δ

×

× lnp/4+δ

(
µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

)(∏
j∈J

ln r
(k,l)
j

)p/2+δ

. (3.67)

З (3.64)–(3.66) випливає, що d1(r(k,l)) ≥ d(r) для r ∈ G∗
kl. Тодi для

t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩G∗
kl, (k, l) ∈ I, k ≥ k0(t), l ≥ l0(t)

отримуємо

Mf(r, t) ≤
∑

∥n∥≥2d1(r(k,l))

|an|rn +WNkl
(r, t) ≤

∑
∥n∥≥2d(r)

|an|rn +Mkl(t).

Для t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩G∗
kl, l ≥ l0(t) та k ≥ k0(t) одержимо

Mf(r
(k,l), t) ≤ µf(r

(k,l)) + 2ASNkl
(r(k,l)) ln1/2Nkl ≤ µf(r

(k,l))+

+2Aµf(r
(k,l))

∏
i∈I

1

(1− r
(k,l)
i )1/2+δ

lnp/4+δ

(
µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

)
×

×

(∏
j∈J

ln r
(k,l)
j

)p/2+δ

ln

(
e2+δ

∏
i∈I

1

(1− r
(k,l)
i )2+δ

×

× lnp/2+1+δ

(
e2µf(r

(k,l))
∏
i∈I

1

1− r
(k,l)
i

)∏
j∈J

ln(er
(k,l)
j ))p+1+δ

)
.

Тому нерiвнiсть

Mf(r, t) ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1/2+2δ
lnp/4+2δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2+2δ

виконується м.н. (t ∈ F1, P (F1) = 1) для всiх

r ∈

( ⋃
(k,l)∈I

(G∗
kl ∩ F∧(t)) ∩G+

kl

)
\E∗ = (T ∩G+

kl) \ (E
∗ ∪G∗ ∪ E1) = T \ E2,
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де

G+
kl =

+∞⋃
i=k

+∞⋃
j=l

Gkl, E2 = E1 ∪G∗ ∪ E∗, G∗ =
⋃

(k,l)∈I

(G∗
kl \ F∧(t)).

Залишається зауважити, що ν(G∗) задовольняє

ν(G∗) =
∑

(k,l)∈I

(νkl(G
∗
kl)− νkl(F

∧(t))) = 0.

Тодi для всiх (k, l) ∈ I маємо

νkl(G
∗
kl \ F∧(t)) =

meas(G∗
kl \ F∧(t))

meas(G∗
kl)

= 0,

meas(G∗
kl \ F∧(t)) =

∫
· · ·
∫

G∗
kl\F∧(t)

∏
i∈I

dri
1− ri

∏
j∈J

drj
rj

= 0.

Розглянемо клас K3(f, θ) аналiтичних функцiй

f(z, t) = f(z1, . . . , zp, t) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
2πiθntzn. (3.68)

Тут θ = (θn) — послiдовнiсть цiлих натуральних чисел, така що її впорядкува-
ння за зростанням (θ∗k)

{θn : n ∈ Zp+} = {θ∗k : k ∈ Z+}, θ∗k+1 > θ∗k,

задовольняє умову
θ∗k+1/θ

∗
k ≥ q > 1, k > 0, (3.69)

де f ∈ Ap(T). Зауважимо, що у випадку q ≥ 2 аналiтичнi функцiї вигляду
(3.68), якi задовольняють умови теореми 3.19, бо (cos θnt), (sin θnt) є МС. Отже,
наступне запитання виникає природно: чи буде ефект Левi для класу K3(f, θ)

з f ∈ Ap(T) i послiдовнiстю Адамара θ?
Теорема, аналогiчна теоремi 3.19, справедлива також для аналiтичних фун-

кцiй зi швидко коливними коефiцiєнтами.

Теорема 3.20. Нехай δ > 0, f ∈ K3(f, θ) — аналiтична функцiя вигляду (3.68) i
послiдовностi натуральних чисел (θn)n∈Zp

+
задовольняє умову (3.69). Тодi майже

напевно по t ∈ R iснує E(δ, t) ∈ Υ така, що для всiх r ∈ T \ E маємо

Mf(r, t) ≤ µf(r)
∏
i∈I

1

(1− ri)1/2+δ
lnp/4+δ

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2+δ

.
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Доведення теореми 3.20. Щоб довести теорему 3.20, нам потрiбно формально
переписати доведення теореми 3.19, використовуючи лему 3.9 замiсть леми 3.15.
Треба використати лему 3.15 i теорему 3.16. Єдина вiдмiннiсть полягає в тому,
що в доведеннi теореми 3.19 нам потрiбно змiнити визначення WNkl

(r, t) на

WNkl
(r, t) = max

{∣∣∣∣∣ ∑
∥n∥≤Nkl

anr
nei(n,ψ)+2πiθnt

∣∣∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]p

}
.

Зберiгаючи всi iншi позначення з доведення теореми 3.19 i буквально пере-
писуючи це доведення, ми отримуємо твердження теореми 3.20.

Точнiсть теорем 3.19 та 3.20. Доведемо, що показники p/4 + δ i 1/2 + δ в
нерiвностi (3.63) не можна одночасно замiнити числами, меншими за p/4 i 1/2,
вiдповiдно.

Теорема 3.21. Нехай 1 ≤ l < p i Z = (Zn(t)) така послiдовнiсть випадкових
величин, що

(∀n) : |Zn(t)| ≥ 1 м.н. t ∈ [0; 1].

Тодi для будь-якого ε > 0 iснують аналiтична функцiя f ∈ Ap(T), стала C > 0
i r0 ∈ T таке, що м.н. по t для всiх r ∈ T ∩∆r0 виконується нерiвнiсть

Mf(r, t) ≥

≥ µf(r)
∏
i∈I

1√
1− ri

lnp/4

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2

(ln lnµf(r))
−p(p−l)/2−ε.

Доведення. Розглянемо функцiї

g(z) =
∏
i∈I

(
+∞∑
ni=0

e
√
niznii

)∏
j∈J

(
+∞∑
nj=0

z
nj
j

nj!

)
=

+∞∑
∥n∥=0

gnz
n,

f(z) =
∏
i∈I

(
+∞∑
ni=0

e
√
ni/2znii

)∏
i∈I

(
+∞∑
nj=0

z
nj
j√
nj!

)
=

+∞∑
∥n∥=0

fnz
n,

f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

Zn(t)fnz
n.

Зауважимо, що для всiх r ∈ T маємо

µg(r
2) = max

∏
i∈I

r2nii

ni!

∏
j∈J

e
√
njr

2nj
j : n ∈ Zp+

 =

= max


(∏
i∈I

rnii√
ni!

∏
j∈J

e
√
nj/2r

nj
j

)2

: n ∈ Zp+

 = (µf(r))
2.
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Використовуючи рiвнiсть Парсеваля, ми одержимо для майже всiх t

Mg(r
2) ≤

+∞∑
∥n∥=0

|Zn(t)|2|gn|r2n =
1

(2π)p

∫
· · ·
∫

[0,2π]p

|f(reiθ, t)|2dθ ≤ (Mf(r, t))
2.

Тодi згiдно з твердженням 3.1 iснує таке r0 ∈ T , що для r ∈ (T ∩∆r0) ∩ E

Mg(r) > µg(r)
∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
µg(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p

(ln lnµg(r))
−a,

де a = p(p− l) + ε.
Тому, для всiх r таких, що r2 = (r21, . . . , r

2
p) ∈ (∆r0 ∩ T ) \ E маємо

(Mf(r, t))
2 ≥Mg(r

2) ≥

≥ µg(r
2)
∏
i∈I

1

1− r2i
lnp/2

(
µg(r

2)
∏
i∈I

1

1− r2i

)(∏
j∈J

ln r2j

)p

(ln lnµg(r
2))−a ≥

≥ µ2f(r)
∏
i∈I

1

1− r2i
lnp/2

(
µ2f(r)

∏
i∈I

1

1− r2i

)(∏
j∈J

ln r2j

)p

(ln lnµ2f(r))
−a.

Але 1− r2i ≤ 2(1− ri) (i ∈ I), а за твердженням 3.1(
ln lnµf(r)

)ε ≥ ( ln(2
3

∑
j∈J

rj

))ε
≥ 2l+ε.

Тодi

(Mf(r, t))
2 ≥

≥ µ2f(r)2
−l
∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
2−lµ2f(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(
2p−l

∏
j∈J

ln rj

)p

(ln lnµ2f(r))
−a ≥

≥ 2p(p−l)−l−aµ2f(r)
∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p

(ln lnµf(r))
−a ≥

≥ µ2f(r)
∏
i∈I

1

1− ri
lnp/2

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p

(ln lnµf(r))
−a−ε.

Отож, для всiх r таких, що r2 = (r21, . . . , r
2
p) ∈ (∆r0 ∩ T ) \ E отримаємо

Mf(r, t) ≥

≥ µf(r)
∏
i∈I

1√
1− ri

lnp/4

(
µf(r)

∏
i∈I

1

1− ri

)(∏
j∈J

ln rj

)p/2

(ln lnµf(r))
−a/2−ε1,

де ε1 = ε/2.
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Основнi здобутки третього роздiлу:
1) вперше отриманi аналоги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй у

довiльнiй кратно-круговiй областi Рейнхарда, а також перевiрено наяв-
нiсть ефекту Левi для цих функцiй;

2) описано “кiлькiсть” тих цiлих функцiй, для яких нерiвнiсть типу Вiмана
можна покращити;

3) вперше побудованi приклади на точнiсть аналогiв нерiвностi типу Вiмана
та перевiрено наявнiсть ефекту Левi для множин
(а) Cp;

(б) Dl × Cp−l;
(в) Dp;

де l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2.
Результати третього роздiлу опублiковано в статтях [18,100,107,109,111,115–

117], а також доповiдалися на конференцiях [17, 93, 94, 106, 110, 114, 118, 119] та
наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 4. НЕРIВНIСТЬ БIТЛЯНА–ГОЛЬДБЕРГА ДЛЯ
ЛАКУНАРНИХ РЯДIВ ЗА ОДНОРIДНИМИ ПОЛIНОМАМИ ТА

НЕРIВНIСТЬ ВIМАНА ДЛЯ КРАТНИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ

4.1. Нерiвнiсть Бiтляна–Гольдберга для цiлих функцiй i дiагональ-
ний максимальний член

Нехай zn = zn11 · . . . · znpp , ∥n∥ = n1 + . . . + np для n = (n1, . . . , np) ∈ Zp+ та
z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp. Через Ep(λ) позначимо клас цiлих функцiй f : Cp → C,
(тобто, цiлих функцiй вiд p комплексних змiнних), якi можна подати у виглядi

f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp. (4.1)

Тут
P0(z) ≡ a0 ∈ C, Pk(z) =

∑
∥n∥=λk

anz
n

— однорiдний полiном степеня λk ∈ Z+, i 0 = λ0 < λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞),

λ = (λk). У випадку λk ≡ k (k ≥ 0) ми отримаємо клас усiх цiлих функцiй вiд p
комплексних змiнних i позначимо через Ep; через E1 i E1(λ) класи цiлих функцiй
вiд однiєї змiнної i цiлих функцiй представлених лакунарним степеневим рядом
вигляду

f(z) = a0 +
+∞∑
k=1

akz
λk, z ∈ C, (4.2)

вiдповiдно.
Згiдно з [46] розглянемо вичерпання простору Cp системою (Gr)r≥0 обме-

жених повних кратно-кругових областей з центром у точцi 0 = (0, . . . , 0) ∈ Cp.

Дiйсно, припустимо, що ця система задовольняє умови:
i)
⋃
r≥0

Gr = Cp;

ii) (∀r1 < r2) : Gr1 ⊂ Gr2;

iii) (z1, . . . , zp) ∈ G1 ⇐⇒ (∀ r > 0) : (rz1, . . . , rzp) ∈ Gr;

iv) (z1, . . . , zp) ∈ Gr =⇒ (∀ θ = (θ1, . . . , θp) ∈ Rp) : (z1e
iθ1, . . . , zpe

iθp) ∈ Gr.

Через G = {G = (Gr)r≥0 : i)—iv)} позначимо клас систем таких областей.
Зауважимо, що наступна система G = (Gr)r≥0 областей Gr мiстить клас G:

i) Gr = Cr,a = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : |zj| < ajr, 1 ≤ j ≤ p};
ii) Gr = Br,a = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : a1|z1|2 + . . .+ ap|zp|2 < r2};
iii) Gr = Πr,a = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : a1|z1|+ . . .+ ap|zp| < r};
iv) Gr = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : |z1|a1 · . . . · |z2|ap < ra1+...+ap} ;
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де a = (a1, . . . , ap), aj > 0 (1 ≤ j ≤ p), r > 0.

Для r > 0 i цiлої функцiї f ∈ E1(λ) позначимо через

Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}
— максимум модуля i через µf(r) = max{|ak|rλk : k ≥ 0} — максимальний член
степеневого ряду (4.2). Для r > 0 i цiлої функцiї f ∈ Ep(λ) вигляду (4.1) позна-
чимо

M(r, f) = max{|f(z)| : z ∈ Gr}, mk(r, f) = max{|Pk(z)| : z ∈ Gr} (k ≥ 0).

За принципом максимуму модуля iснує точка z(k) = (z
(k)
1 , . . . , z

(k)
p ) ∈ ∂Gr

така, що mk(r, f) = |Pk(z(k))|. З означення Gr випливає, що

s(k) = (s
(k)
1 , . . . , s(k)p )

def
=

z(k)

r
∈ ∂G1.

Але Pk(z) — однорiдний полiном. Отже, Pk(z(k)) = rλkPk(s
(k)). Тому

|Pk(s(k))| = max{|Pk(z)| : z ∈ G1} = mk(1, f)

i s(k) не залежить вiд r. Отож,

mk(r, f) = rλk|Pk(s(k))| (r > 0, k ≥ 0).

Згiдно з [46] визначимо тепер дiагональний максимальний член ряду (4.1)

m(r, f)
def
= max{mk(r, f) : k ≥ 0} = max{rλkmk(1, f) : k ≥ 0}.

Зауважимо, що m(r, f) ≡ µf(r) у випадку коли p = 1.

Нехай n(t) =
∑

λk≤t 1 — лiчильна функцiя послiдовностi λ = (λk). За тео-
ремою 1 з статтi [27], доведеною для цiлого ряду Дiрiхле, випливає таке твер-
дження. Якщо послiдовнiсть λ = (λk) задовольняє умову

lim
t→+∞

ln
(
n(t+

√
ψ(t)

)
− n

(
t−
√
ψ(t))

)
ln t

≤ p1 < +∞ (4.3)

для деякої додатної функцiї ψ : R+ → R+ такої, що
+∞∫
0

dt

ψ(t)
< +∞,

то для кожної цiлої функцiї f ∈ E1(λ) i кожного ε > 0 iснує множина
E = E(ε, f) ⊂ [1; +∞) скiнченної логарифмiчної мiри (тобто, ln-meas(E)

def
=∫

E d ln r < +∞) така, що нерiвнiсть

Mf(r) ≤ Cµf(r)(lnµf(r))
p1+ε (4.4)

виконується для всiх r ∈ [1; +∞)\E. Тут C — деяка стала, яка залежить тiльки
вiд f та ε. Звiдси, зокрема, випливає (див. [36, 170], що якщо

(∃△ ∈ (0;+∞))(∃ϱ ∈ [1/2; 1])(∃D > 0)(∃t0 > 0)(∀t > t0) :
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|n(t)−△tϱ| ≤ D, (4.5)

то нерiвнiсть (4.4) виконується при p1 = (2ϱ − 1)/2, тому що у цьому випадку
умова (4.3) виконується з p1 = (2ϱ − 1)/2. У випадку f ∈ E1, тобто λk ≡ k

(k ≥ 0), умова (4.5) виконується з ϱ = 1. Тому, нерiвнiсть (4.4) виконується з
p1 = 1/2, тобто, маємо класичну нерiвнiсть Вiмана (див. [95, 214,217]).

У [27] було доведено, що для кожної послiдовностi λ = (λk) такої, що iснує
неперервна додатна зростаюча до +∞ на iнтервалi [0; +∞) функцiя ψ, для якої

ψ(t) = O(t ln t ln2 ln t) (t→ +∞),

+∞∫
0

dt

ψ(t)
< +∞,

(∃p1 > 0) : lim
t→+∞

t−p1
(
n(t+

√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t))

)
> 0, (4.6)

iснує цiла функцiя f ∈ E1(λ) така, що
Mf(r)

µf(r)
(lnµf(r))

−p1 → +∞ (r → +∞). (4.7)

З умови (4.5) випливає, що (4.6) виконується з p1 = (2ϱ−1)/2. Тому, для деякої
цiлої функцiї, яка задовольняє спiввiдношення (4.7) з p1 = (2ϱ − 1)/2. Звiдси
випливає, що якщо умова (4.5) виконується, тодi iснує функцiя f ∈ E1(λ) така,
що спiввiдношення (4.4) та (4.7) виконуються з p1 = (2ϱ − 1)/2. Зокрема, для
деякої цiлої функцiї f ∈ E1 маємо

Mf(r)

µf(r)
√

lnµf(r)
→ +∞ (r → +∞).

Це означає, що ми не можемо замiнити (2ϱ−1)/2 у (4.4) меншим числом. Бiльш
того, ми не можемо навiть замiнити ε > 0 у (4.4) на ε = 0. Тому, у нерiвностi
Вiмана для класу всiх цiлих функцiй E1 сталу 1

2 не можна замiнити меншою.
Бiльше того, ε > 0 не може бути замiнене на ε = 0. Зауважимо також, що

Mf(r) ∼
√
2πµf(r)

√
lnµf(r) (r → +∞)

для цiлої функцiї f(z) = ez.
Теорема типу Вiмана з дiагональним максимальним членом для рядiв з кла-

су E2 i вичерпанням C2 довiльною системою повних кратно-кругових областей
доведена у статтi [46].

Теорема 4.1 ([46]). Для кожної цiлої функцiї f ∈ E2 i для кожного ε > 0 iсну-
ють стала C = C(ε, f) > 0 i множина E ⊂ [1; +∞) скiнченної логарифмiчної
мiри такi, що нерiвнiсть

M(r, f) ≤ C ·m(r, f)(lnm(r, f))
1
2+ε

виконується для всiх r ∈ [1; +∞) \ E.
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Доведемо аналоги цитованих результатiв ([27]) для класу Ep(λ). Отрима-
нi результати, зокрема, мiстять твердження теореми 4.1, а також доведено їх
точнiсть.

Нерiвнiсть типу Вiмана для цiлих лакунарних степеневих рядiв та
дiагональний максимальний член.

Нехай L — клас додатних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких, що
+∞∫
0

dx

ψ(x)
< +∞.

Спочатку доведемо таке твердження.

Теорема 4.2. Якщо послiдовнiсть λ = (λk) задовольняє умову

(∃p1 ∈ (0;+∞))(∃t0 > 0)(∀t ≥ t0) : n(t+
√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t)) ≤ tp1 (4.8)

для деякої функцiї ψ ∈ L, тодi для кожної цiлої функцiї f ∈ Ep(λ), p ≥ 2 i для
будь-якого ε > 0 iснують стала C = C(ε, f) > 0 та множина E = E(ε, f) ⊂
[1; +∞) скiнченної логарифмiчної мiри такi, що

M(r, f) ≤ Cm(r, f)(lnm(r, f))p1(ln lnm(r, f))p1+ε (4.9)

для всiх r ∈ [1; +∞) \ E.

Теорема 4.3. Нехай ψ ∈ L — зростаюча на [0; +∞) функцiя така, що

ψ(t) = O(t ln t ln2 ln t) (t→ +∞),

i для послiдовностi λ = (λk) виконується умова

(∃p1 > 0)(∃C1 > 0)(∃t0 > 0)(∀t ≥ t0) : n(t+
√
ψ(t))− n(t−

√
ψ(t)] ≥ C1t

p1.
(4.10)

Тодi для кожного ε ∈ (0, p1) iснує цiла функцiя f ∈ Ep(λ) така, що

M(r, f)

m(r, f) lnp1 m(r, f) lnp1−ε lnm(r, f)
→ +∞ (r → +∞).

Доведення теореми 4.2. Нехай z = rs, z1 = rs1, . . . , zp = rsp, r > 0, (Pk) —
однорiдний полiном, тодi

f(z) =
+∞∑
k=0

rλkPk(s).

Тому використавши

mk(1, f) = |Pk(s(k))| = max{|Pk(z)| : z ∈ G1},

одержимо

M(r, f) = max{|f(z)| : z ∈ Gr} = max{|f(rs)| : s ∈ G1} ≤
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≤
+∞∑
k=0

rλk max{|Pk(s)| : s ∈ G1} =
+∞∑
k=0

rλkmk(1, f)
def
= H(r).

Тут H(r) — цiла функцiя вiд однiєї змiнної, для якої виконується умова (4.8)
теореми 4.2.

Тепер нам потрiбен один результат з [95, теорема 1].
Нехай I(ν) — клас функцiй F : R → R+ визначається iнтегралом вигляду

F (x) =

∫
R+

a(u)exuν(du), (4.11)

де ν є злiченною адитивною мiрою на σ-алгебрi B(R+) борелiвських множин
на R+ (борелiвська мiра) така, що ν({x : 0 ≤ x ≤ b}) < +∞ для кожного
b > 0, a : R+ → R+ додатна вимiрна функцiя. Позначимо через supp ν носiй
мiри ν, тобто замкнена множина E =: supp ν така, що ν(R \ E) = 0 та ν({u ∈
R : |u − u0| < r}) > 0 для кожного u0 ∈ E i r > 0. Для x ∈ R й F ∈ I(ν)
позначимо

µ∗(x) = sup{a(u)exu : u ∈ supp ν}, µ∗(x) = sup{a(u)exu : u ∈ R}.

Лема 4.1 ([95], теорема 1). Нехай F ∈ I(ν). Якщо
(∃ψ ∈ L)(∃p1 < +∞)(∃t0)(∀t ≥ t0) : ν(t−

√
ψ(t), t+

√
ψ(t)] ≤ tp1,

тодi для кожного ε > 0 iснує множина E1 ⊂ R+ скiнченної мiри Лебега, тобто
meas(E1) :=

∫
E1
dx < +∞, така, що для всiх x ∈ [0; +∞) \ E

F (x) ≤ Cµ∗(x) ln
p1 µ∗(x) ln

p1+ε
2 µ∗(x).

Тут C — деяка стала, яка залежить тiльки вiд F та ε, ln2 t := ln(ln t).

Нехай

ν(E) =
+∞∑
k=0

δλk(E), δλ(E) =

{
1, для λ ∈ E;

0, для λ /∈ E

для кожної обмеженої множини E ⊂ R+. Позначимо a(u) = mk(1, f) для u =
λk, a(u) = 0 для u ∈ R+ \ {λk}. Тодi

H(ex) =

∫
R+

a(u)euxν(du), µh(e
x) = µ∗(x) (x > 0).

Тепер з леми 4.1 випливає, що
M(ex, f) ≤ H(ex) ≤ Cµ∗(x) ln

p1 µ∗(x) ln
p1+ε/2
2 µ∗(x) =

= CµH(e
x) lnp1 µH(e

x) ln
p1+ε/2
2 µH(e

x) = Cm(ex, f) lnp1 m(ex, f) ln
p1+ε/2
2 m(ex, f)

для всiх x ∈ R+ \ E1, meas(E1) < +∞. Нехай r = ex i позначимо E = eE1. Тодi
ми отримаємо нерiвнiсть (4.9), яка виконується для всiх r ∈ [1; +∞) \ E,

ln−meas(E) =

∫
E

d ln r =

∫
E1

dx = meas(E1) < +∞.
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Доведення теореми 4.3. Зауважимо, що для довiльної цiлої функцiї f ∈ Ep
вигляду

f(z) =
+∞∑
k=0

ak(z1 · . . . · zp)λk, z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp, (4.12)

маємо
mk(r, f) = max{|ak||z1 · . . . · zp|λk : (z1, . . . , zp) ∈ Gr}.

Позначимо dk = max{|s1 · . . . · sp|λk : (s1, . . . , sp) ∈ G1} (k ≥ 1). Тодi

mk(r, f) = dkakr
pλk, (k ≥ 1), (4.13)

та
m(r, f) = max{mk(r, f) : k ≥ 1} = max{dkakrpλk : k ≥ 1}. (4.14)

Далi використаємо таке твердження.

Лема 4.2 ([95], теорема 2). Нехай ψ ∈ L така, що

ψ(t) = O(t ln t ln22 t) (t→ +∞)

i мiра ν така, що ln ν(0, t] = O(t) (t→ +∞) та

(∃C > 0)(∃p1 > 0)(∃t0 > 0)(∀t ≥ t0) : ν(t−
√
ψ(t), t+

√
ψ(t)] ≥ Ctp1. (4.15)

Тодi для кожного ε ∈ (0, p1) iснує функцiя F ∈ I(ν) вигляду (4.11) така, що
F (x)

µ∗(x) lnp1 µ∗(x) lnp1−ε2 µ∗(x)
→ +∞, (x→ +∞). (4.16)

Позначимо

ν(E) =
+∞∑
k=0

δ
λ
(1)
k
(E), λ

(1)
k := pλk.

Умова (4.10) для послiдовностi (λk) виконується з функцiєю ψ ∈ L тодi
i тiльки тодi, коли вона виконується для (bλk), b > 0, з функцiєю ψ1(u) =
b2ψ(u/b) замiсть функцiї ψ i константою Cb−p1 замiсть сталої C. Отже, умова
(4.15) виконується для таких ν, тому з леми 4.2 випливає iснування F ∈ I(ν)
вигляду (4.11) такої, що виконується спiввiдношення (4.16).

Нехай hk := a(λ
(1)
k ) = a(pλk). Тодi

H(r) :=
+∞∑
k=1

hkr
pλk =

+∞∫
1

a(u)eu ln rν(du) = F (ln r), µ∗(ln r) ≥ µH(r) (r ≥ 1).

Тому h : C → C — цiла функцiя вiд однiєї змiнної. З (4.16) випливає, що
H(r)

µ∗(ln r) lnp1 µ∗(ln r) lnp1−ε2 µ∗(ln r)
→ +∞ (r → +∞). (4.17)

Припустимо, що ak = hk/dk (k ≥ 0) i розглянемо функцiю f вигляду (4.12).
Зауважимо, що для r > 0 i кожного z ∈ ∂G1

M(r, f) ≥ |f(rz)|.
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Нехай z = (1, . . . , 1) ∈ Rp
+. Не зменшуючи загальностi, можна припустити,

що z = (1, . . . , 1) ∈ ∂G1. Тодi для всiх r > 0 маємо

M(r, f) ≥ |f(rz)| =
+∞∑
k=0

hkr
pλk = H(r).

З нерiвностей (4.13), (4.14) випливає, що для r ≥ 1

m(r, f) = max{akdkrpλk : k ≥ 0} = max{hkrpλk : k ≥ 0} = µH(r) ≤ µ∗(ln r).

Тому, зi спiввiдношення (4.17) випливає, що
M(r, f)

m(r, f) lnp1 m(r, f) lnp1−ε2 m(r, f)
≥

≥ H(r)

µ∗(ln r) lnp1 µ∗(ln r) lnp1−ε2 µ∗(ln r)
→ +∞ (4.18)

при r → +∞. Тепер припустимо, що z = (1, . . . , 1) ̸∈ ∂G1, та r1 > 0 такi,
що z = (r1, . . . , r1) ∈ ∂G1. Розглянемо функцiю f1(z) = f(zr1) i вичерпання
множинами G0

r := Gr1. Тодi, z = (1, . . . , 1) ∈ ∂G
0
1,

M(r, f1, G
0) =M(r, f,G), m(r, f1, G

0) = m(r, f,G).

Оскiльки M(r, f) =M(r, f,G) й M(r, f1) =M(r, f1, G
0) для r > 0, то

M(r, f)

m(r, f) lnp1 m(r, f) lnp1−ε2 m(r, f)
=

M(r, f1)

m(r, f1) ln
p1 m(r, f1) ln

p1−ε
2 m(r, f1)

→ +∞

при r → +∞, бо для функцiї f1 i областей G0
r виконується спiввiдношен-

ня (4.18).

Нерiвнiсть типу Бiтляна-Гольдберга та новий опис виняткової мно-
жини.

Будемо дотримуватись загальної схеми мiркувань з попереднього пiдроздiлу.
Спочатку ми отримаємо одне твердження, що мiстить нову оцiнку виняткової
множини для функцiй з класу I(ν).
Теорема 4.4. Нехай F ∈ I(ν) та ν — мiра Бореля така, що
(∃t0 ≥ 0) (∃c2, c3 > 0) (∀T ≥ t0) (∀t ∈ [t0, T ]) : ν(T − t, T + t] ≤ c2t+ c3. (4.19)

Якщо h — додатна функцiя така, що
+∞∫
0

h(x)dx = +∞, ln+2 h(x) = o(ln2 F (x)) (x→ +∞),

тодi для кожного ε > 0 iснує множина E3(ε, F, h) ≡ E3 така, що h-meas E3 :=∫
E3
h(x)dx < +∞ та виконується нерiвнiсть

F (x) ≤ h(x)µ∗(x)(lnµ∗(x))
1/2+ε

для кожного x ∈ [0; +∞) \ E3.
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Нам також потрiбне наступне твердження.

Лема 4.3 ([27]). Нехай g1(x) — додатна диференцiйовна неспадна на [0; +∞)
функцiя, ψ(x) — додатна неперервна зростаюча на [0; +∞) функцiя така, що

+∞∫
0

dx

ψ(x)
< +∞,

i h0(x) — додатна локально iнтегровна на [0; +∞) функцiя, для якої∫ +∞
0 h0(x) dx = +∞. Тодi iснує множина E0 ⊂ [0; +∞) така, що

h-meas E0 :=

∫
E0

h0(x) dx < +∞

i для кожного x ∈ [0; +∞) \ E0 виконується нерiвнiсть

g′1(x) ≤ h0(x)ψ(g1(x)).

Доведення теореми 4.4. Припустимо, що g(x) = lnF (x). Як i у [27] для фiк-
сованого x ∈ R маємо

F (x) ≤ 2

∫
|u−g′(x)|<

√
2g′′(x)

f(u)exuν(du).

Тому за умовою (4.19)

F (x) ≤ 2µ∗(x)ν(g
′(x)−

√
2g′′(x), g′(x) +

√
2g′′(x)] ≤ 2µ∗(x)

(
c2
√

2g′′(x) + c3

)
.

Нехай для ε1 > 0 i ε2 > 0

E1 = {x > 0: g′′(x) > h(x)g′(x)(ln g′(x))1+ε1, g′(x) ≥ 2},
E2 = {x > 0: g′(x) > h(x)(g(x))1+ε2, g(x) ≥ 1}.

Використаємо твердження леми 4.3 двiчi. Спочатку виберемо

g1(x) = g′(x), ψ(x) =
2c22x(lnx)

1+ε1

2c22
.

Тодi g1(x) = g(x), ψ(x) = x1+ε2 i

h-meas E1 < +∞, h-meas E2 < +∞,

тобто h-meas E1 ∪ E2 < +∞.
Тому для x /∈ E := E1 ∪ E2 маємо

F (x) ≤ 2µ∗(x)

(
h(x)

(
g(x)

)(1+ε2)/2( ln(h(x)(g(x))1+ε2))(1+ε1)/2 + c3

)
.

За умовою теореми 4.4 виконується нерiвнiсть

lnh(x) < (lnF (x))δ (x ≥ x0(δ))
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для кожного δ > 0. Тому,(
ln
(
h(x)(g(x))1+ε2

))(1+ε1)/2 ≤
≤
(
(lnF (x))δ + (1 + ε2) ln2 F (x)

)(1+ε1)/2 ≤ (1 + o(1)
)(

lnF (x)
)δ(1+ε1)/2

при x→ +∞. Отже,

F (x) ≤ 2µ∗(x)
(
h(x)

(
lnF (x)

)(1+ε)/2
+ c3

)
(x→ +∞, x /∈ E),

де ε = ε2 + δ(1 + ε1).
Зауважимо, що h(x) ≤ exp{ln1/3 F (x)} (x→ +∞). Тому

h(x)
(
lnF (x)

)(1+ε)/2
+ c3 ≤ exp{ln2/3 F (x)} (x→ +∞)

i при x→ +∞ (x /∈ E)

lnF (x) ≤ ln 2 + lnµ∗(x) + ln
(
h(x)

(
lnF (x)

)(1+ε)/2
+ c3

)
≤

≤ ln 2 + lnµ∗(x) + ln2/3 F (x),

тобто lnF (x) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x). Отже,

F (x) ≤ 2µ∗(x)
(
h(x)

(
lnF (x)

)(1+ε)/2
+ c3

)
≤ 4µ∗(x)h(x)

(
lnµ∗(x)

)(1+ε)/2
при x→ +∞ (x /∈ E).

Тепер ми розглянемо загальний випадок цiлих функцiй з класу Ep := Ep(λ)
з λk ≡ k ∈ Z+.

З теореми 4.4 випливає такий наслiдок.
Теорема 4.5. Нехай f ∈ Ep. Якщо додатна локально iнтегровна на [1; +∞)
функцiя h0 така, що

+∞∫
1

h0(r)d ln r = +∞, ln+ lnh0(r) = o(ln lnm(r, f)) (r → +∞),

тодi для кожного ε > 0 iснує множина E4(ε, f, h) ≡ E4 така, що

h0-log-meas E4 :=

∫
E4

h0(r)d ln r < +∞

i виконується нерiвнiсть

M(r, f) ≤ h0(r)m(r, f)(lnm(r, f))1/2+ε

для всiх r ∈ [1; +∞) \ E4.

Доведення. Спочатку, мiркуємо як i при доведеннi теореми 4.2 до застосува-
ння леми 4.1. Далi, застосовуємо замiсть леми 4.2 твердження леми 4.3. Ми
отримаємо потрiбну нерiвнiсть i потрiбний опис виняткової множини, бо∫

E4

h0(r)d ln r =

∫
E3

h0(e
x)dx =

∫
E3

h(x)dx < +∞,
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де множина E4 — образ множини E3 при вiдображеннi r = ex : E3 → E4.
Тепер зауважимо, що послiдовнiсть λk ≡ k i n(T + t) − n(T − t) ≤ 2t + 1,

тобто умова (4.19) виконується з c2 = 2, c3 = 1. Залишається отримати з умови
ln+ lnh0(r) = o(ln lnm(r, f)) (r → +∞)

умову
ln+2 h(x) = o(ln2 F (x)) (x→ +∞) з h(x) = h0(e

x), F (x) = H(ex).

Але за нерiвнiстю Кошi m(r, f) = µH(r) ≤ H(r).

Якщо у теоремi 4.5 виберемо h0(r) = lnεm(r, f), тодi отримаємо наступне
твердження.
Наслiдок 4.1. Якщо f ∈ Ep, тодi для кожного ε > 0 iснує множина
E5(ε, f, h) ≡ E5 така, що ∫

E5

lnεm(r, f)d ln r < +∞

виконується нерiвнiсть
M(r, f) ≤ m(r, f)(lnm(r, f))1/2+ε

для всiх r ∈ [1; +∞) \ E5.

Зауважимо, що у випадку цiлої функцiї вiд однiєї комплексної змiнної твер-
дження подiбнi до теореми 4.5 i попереднього наслiдку можна знайти у [33]
(див. також [28]).

4.2. Нерiвнiсть типу Вiмана для цiлих кратних рядiв Дiрiхле з до-
вiльними комплексними показниками

Для z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp, w = (w1, . . . , wp) ∈ Cp позначимо

(z, w) =

p∑
j=1

zjwj, ∥n∥ =

p∑
j=1

nj, Re z = (Re z1, . . . ,Re zp),

i для R = (r1, . . . , rp) ∈ Rp позначимо ΠR = {z ∈ Cp : Re z < R}.
Через D позначимо клас абсолютно збiжних у всьому комплексному про-

сторi Cp (цiлий) ряд Дiрiхле вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn) (4.20)

з такою послiдовнiстю показникiв (λn), що {λn : n ∈ Zp} ⊂ Cp та λn ̸= λm
для всiх n ̸= m. Через D+ позначимо клас цiлих рядiв Дiрiхле з послiдовнiстю
показникiв Λp = (λn) таких, що λn = (λ

(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ), n = (n1, . . . , np) та

0 = λ
(j)
0 < λ

(j)
k ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), 1 ≤ j ≤ p.
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Для F ∈ D i z ∈ Cp позначимо

M(z, F ) :=
+∞∑

∥n∥=0

|an|eRe(z,λn),

µ(z, F ) := sup{|an|eRe(z,λn) : n ∈ Zp+}, N∗ :=
⋃
z

N∗(z),

де N∗(z) — множина таких мультиiндексiв ν = ν(z, F ) ∈ Zp+, що

|aν|eRe(z,λν) = µ(z, F )

для даного z. Позначимо

β(z) := sup{Re(z, λn) : n ∈ Z+} : Cp → R.

Через D1 позначимо клас абсолютно збiжних для цiлих рядiв Дiрiхле в C
вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn)

з послiдовнiстю показникiв (λn) : λn ≥ 0 (n ≥ 0) i sup{λn : n ≥ 0} = +∞.

Для функцiї F ∈ D1 позначимо через (µk)k∈Z+
послiдовнiсть (− ln |ak|)k∈Z+

впорядкована за неспаданням.
Нехай L — клас додатних неперервних зростаючих до +∞ функцiй на

[0; +∞) i L1 — клас функцiї Φ ∈ L таких, що φ(2t) = O(φ(t)) (t → +∞),

де φ — обернена функцiя до Φ.

У статтi [92] було доведено таку теорему.
Теорема 4.6 ([92]). Нехай

F ∈ D1, Φ1 ∈ L1, Φ1(x)
def
=

1

x
lnµ(x, F ).

Якщо

(∃α > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α

t2
dt < +∞, n1(t)

def
=
∑
µn≤t

1, t0 > 0,

тодi iснує множина E ⊂ R така, що

ln –meas (E) :=
∫

E∩[1;+∞)

d ln r < +∞

i спiввiдношення
M(x, F ) = o(µ(x, F ) ln1/α µ(x, F ))

виконується при x→ +∞ (x /∈ E).

Наступне твердження показує, що оцiнки (4.34) за умови (4.33) загалом не
можуть бути покращенi.
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Теорема 4.7 ([92]). Для кожного α > 0 iснує функцiя F ∈ D1 така, що умова
(4.33) i спiввiдношення

(∀ε > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α+ε

t2
dt = +∞ (4.21)

виконуються i (
∀ ε ∈ (0; 1/α)

)
:

F (x)

µ(x, F )(lnµ(x, F ))1/α−ε
→ +∞

при x→ +∞.

Доведемо аналог цього результату для цiлих рядiв Дiрiхле F ∈ D.
Для вимiрної за Лебегом множини (наприклад, для борелевої множини) E ⊂

Cp та α > 0 позначимо

Vα(E) :=

∫∫
E∩{z : |z|≥1}

dxdy

|z|α
, z = x+ iy ∈ Cp.

Для кулi Dp
R = {z ∈ Cp : |z| ≤ R}, R > 0,

V2p(Dp
R) = Cp lnR, (R ≥ 1), V2p(Cp) = +∞,

де Cp — площа одиничної сфери в R2p.
Нехай L — клас додатних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких, що

ψ(t) → +∞ (t→ +∞), а L0 — клас таких функцiй Φ ∈ L, що
x∫

x0

Φ(t)

t
dt = O(Φ(x)), x→ +∞.

Позначимо через D0 клас функцiй F ∈ D таких, що µ(z, F ) = 1 (z ∈ Dp
1),

де Dp
1 = {z ∈ Cp : |z| ≤ 1}. Якщо для функцiї F ∈ D ця умова не виконується,

тодi для b := max{µ(z, F ) : z ∈ Dp
1} визначимо F2(z) :=

1
2b(F (z)−a0+2b). Тому,

µ(z, F2) = µ(0, F2) = max{1, |an|/(2b) : n ̸= 0} = 1 (z ∈ Dp
1),

тобто, F2 ∈ D0.

Для функцiї F ∈ D0 i заданого z ∈ Cp визначимо

Φz(t) =
1

t
lnµ(tz, F ) : [0; +∞) → [0; +∞).

Для функцiї F ∈ D визначимо такi множини

γ(F )
def
=
{
z ∈ C : lim

t→+∞
Φz(t) = +∞

}
, γ+(F )

def
= {z ∈ γ(F ) : Φz ∈ L0}.

З опуклостi функцiї lnµ(tz, F ) як функцiї вiд t ≥ 0 за умови µ(0, F ) = 1

для кожного фiксованого z ∈ γ(F ) отримаємо для t2 > t1 ≥ t0

Φz(t2) =
lnµ(t2z, F )− lnµ(0, F )

(t2 − 0)
≥
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≥ lnµ(t1z, F )− lnµ(0, F )

(t1 − 0)
= Φz(t1) ≥ 0, (4.22)

тобто функцiя Φz(t) неперервна, невiд’ємна на [0; +∞) i строго зростає на
[t0; +∞) для деякого t0 ≥ 1. Нехай

t0 = t0(z) := max{t ∈ R : µ(tz, F ) = 1}.

Таким чином, можемо визначити обернену функцiю φz(u) : [0; +∞) →
[t0; +∞) до функцiї

Φz(t) : [t0; +∞) → [Φz(t0); +∞) = [0;+∞)

для фiксованого z ∈ γ(F ). Тодi

Φz(t) ≡ 0 (0 ≤ t ≤ t0), φz(0) = t0 = t0(z) = max{t ∈ R : µ(tz, F ) = 1}.

Множини γ(F ), γ+(F ) є дiйсними конусами. Це випливає з наступного еле-
ментарного твердження.

Твердження 4.1. Для кожної функцiї F ∈ D

z ∈ γ(F ) ⇐⇒ (∀ r > 0) : (rz) ∈ γ(F ), z ∈ γ+(F ) ⇐⇒ (∀ r > 0) : (rz) ∈ γ+(F ).

Доведення. Оскiльки Φrz(t) = rΦz(rt) для r > 0, то перша частина твердження
є очевидною.

Доведемо, що z ∈ γ(F ) =⇒ (∀r > 0) : (rz) ∈ γ(F ). Цього буде достатньо
для доведення другого твердження. Для фiксованого r > 0 за умови Φz ∈ L0

маємо
x∫

t0

Φrz(t)

t
dt = r

x∫
t0

Φz(rt)

rt
d(rt) = r

rx∫
rt0

Φz(u)

u
du =

= O(Φz(rx)) = O(Φrz(x)) (x→ +∞).

Наступне твердження (у випадку p = 1 див. вказiвку в [19]) ми наведемо
повним доведенням.

Твердження 4.2. Для кожної функцiї F ∈ D, γ(F ) = {z ∈ C : β(z) = +∞}.

Доведення. Припустимо спочатку, що β(z) < +∞. Тодi

Φz(t) =
lnµ(tz)

t
=

ln |aν(tz)|
t

+Re(z, λν(tz)) ≤
ln |aν(tz)|

t
+ β(z),

звiдси,
lim
t→+∞

Φz(t) ≤ β(z),

тобто, z /∈ γ(F ). Тому, γ(F ) ⊂ {z : β(z) = +∞}.
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Нехай z /∈ γ(F ). Тодi (∀t > 0) : Φz(tz) ≤ C(z) < +∞ та

ln |an|
t

+Re(λn, z) ≤
lnµ(tz, F )

t
≤ C(z) (t > 0, n ∈ Zp+).

Таким чином, для кожного фiксованого n ∈ Zp+ маємо

Re(λn, z) ≤ lim
t→+∞

(
C(z)− ln |an|

t

)
= C(z).

З цього випливає, що β(z) = sup{Re(λn, z) : n ≥ 0} ≤ C(z). Отже,

{z : β(z) = +∞} ⊂ γ(F ), γ(F ) = {z : β(z) = +∞}.

Твердження 4.3. Нехай F ∈ D. Для кожного конуса K з вершиною в точцi
z = 0 такого, що K \ {0} ⊂ γ(F ) отримаємо

min{∥ν(z, F )∥ : ν(z, F ) ∈ N (z)} → +∞,
1

|z|
lnµ(z, F ) → +∞ (z → ∞, z ∈ K).

Доведення. Доведемо вiд супротивного, що
1

|z|
lnµ(z, F ) → +∞ (z → ∞, z ∈ K).

Тобто, припустимо, що iснує послiдовнiсть (zj), zj ∈ K (j ≥ 1) така, що zj → ∞
(j → +∞) i

1

|zj|
lnµ(zj, F ) ≤ C < +∞ (j ≥ 1). (4.23)

Позначимо tj = |zj|, z(0)j = zj/|zj|. Оскiльки z
(0)
j ∈ K ∩ {z : |z| = 1}, послi-

довнiсть (z
(0)
j ) має точку скупчення

z1 ∈ K ∩ {z : |z| = 1}.

Отже, iснує пiдпослiдовнiсть (z
(1)
j ), z(1)j = z

(0)
kj

(j ≥ 1) послiдовностi (z(0)j )
така, що

lim
j→+∞

z
(1)
j = z1.

Нехай z∗j = z
(1)
j tkj = zkj .

З умови z1 ∈ γ(F ) випливає, що iснує t̃0 > 1 таке, що

Φz1(t) =
1

t
lnµ(tz1, F ) ≥ 2C (t ≥ t̃0). (4.24)

З (4.22) i (4.23) при t = t1 = t̃0, t2 = |z∗j | отримаємо

Φ
z
(1)
j
(t0) =

1

t0
lnµ(t0z

(1)
j , F ) ≤ Φ

z
(1)
j
(t2) =

1

|z∗j |
lnµ(z∗j , F ) ≤ C.



192

Переходячи тут до границi при j → +∞ i врахувавши (4.24), одержимо

2C ≤ Φz1(t0) = lim
j→+∞

1

t0
lnµ(t0z

(1)
j , F ) ≤ C.

Це суперечнiсть.
Тепер доведемо, що

min{∥ν(z, F )∥ : ν(z, F ) ∈ N (z)} → +∞, (z → ∞, z ∈ K).

Зауважимо, що

Re
( z
|z|
, λν(z)

)
=

lnµ(z, F )

|z|
−

ln |aν(z)|
|z|

, ν(z) = ν(z, F ) ∈ N (z).

Якщо припустити, що iснує послiдовнiсть (zj), zj ∈ K, zj → ∞ (j → +∞)
така, що (∀j) : ∥ν(zj, F )∥ ≤ C < +∞, тодi

ln |aν(zj)|
|zj|

→ 0 (zj → ∞).

Отже,

lim
j→+∞

Re
( zj
|zj|

, λν(zj)

)
= lim

j→+∞

lnµ(zj, F )

|zj|
= +∞.

Знову отримуємо протирiччя тому, що

#N (zj) ≤ (C + 1)p (j ≥ 1) та
∣∣∣Re zj

|zj|

∣∣∣ ≤ 1.

Для функцiї F ∈ D i z ∈ γF покладемо

K(z) = KF (z) := sup

{
1

Φz(t)

t∫
0

Φz(u)

u
du : t ≥ t0

}
,

де Φz(t) =
1
t lnµ(tz, F ), та t0 = t0(z) = max{t ∈ R : µ(tz, F ) = 1}. Очевидно, що

γ+(F ) =
{
z ∈ γ(F ) : KF (z) < +∞

}
.

Для R ∈ (0;+∞) також визначимо

γR = γ+(F,R) :=
{
z : KF (z) ≤ R

}
.

З твердження 4.1 випливає, що для кожного R > 0 множина γR також є
необмеженим дiйсним конусом з вершиною в точцi 0.

Оскiльки an → 0 (∥n∥ → +∞) для функцiї F ∈ D вигляду (4.20), по-
слiдовнiсть (|an|)n∈Zp

+
можна впорядкувати за неспаданням. Позначимо через

(µk)k≥0 послiдовнiсть (− ln |an|)n∈Zp
+
, упорядковану за неспаданням. Зрозумiло,

що µk ↗ +∞ (k → +∞). Для кожного заданого n ∈ Zp+ покладемо k = kn так,
що µkn = − ln |an|. Для кожного заданого k ∈ Z+ виберемо n = n(k) ∈ Zp+ так,
що µk = − ln |an(k)|.

Доведемо наступну допомiжну теорему, що мiстить верхню оцiнку загаль-
ного члена ряду F ∈ D0 через його максимальний член.
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Теорема 4.8. Нехай F ∈ D0, v(u) : [0; +∞) → [0; +∞) — така функцiя, що

v(u) > 0 (u ≥ u0),

+∞∫
0

v(u)du < +∞.

Якщо ln k = o(µk) (k → +∞), то iснує функцiя

c1(u) ↑ +∞ (u→ +∞),

+∞∫
0

c1(u)v(4u)du < +∞,

та множина E ⊂ γ+(F ), V2p(E ∩ γ+(F )) ≤ Cp/2, такi, що для кожного R > 0,
для всiх n ≥ 0 i t > 0, tz ∈ γR \ E виконується нерiвнiсть

|an|etRe(z,λn) ≤ µ(tz, F ) exp

{
− t

µkn∫
µkν

(µkn − u)
cz(u)

φ∗
z(u)

v(4u)du

}
, (4.25)

де µkn = − ln |an|, cz(u) = e−2K(z)c1(u), ν = ν(tz, F ) :

∥ν(tz)∥ = max{∥n∥ : |an|etRe(z,λn) = µ(tz, F )}

є центральним мультиiндексом ряду (4.20), а φ∗
z(u) є оберненою функцiєю до

Φ∗
z(t) = lnµ(tz, F ).

Доведення. Зафiксуємо z ∈ γ+(F ), |z| = 1. Позначимо

l(x) :=

+∞∫
x

v(u)du, c∗z(x) := e−2K(z)c1(x), c1(x) := (l(0) · l(4x))−1/2,

де K(z) = KF (z) є константою, визначеною перед формулюванням теореми 4.8.
Зауважимо, що l(x) ↓ 0, тому c1(x) ↑ +∞ (x→ +∞), i

e2K(z)

+∞∫
0

c∗z(t)v(4t)dt ≤ −1

4
(l(0))−

1
2

+∞∫
0

(l(x))−
1
2dl(x) =

1

2
. (4.26)

Для t > 0 i k ∈ Z+ позначимо

α(t) := −
+∞∫
t

1

φ∗
z(u)

c∗z(u)v(4u)du, αk = exp

{
−

µk∫
0

α(t)dt

}
, τk = α(µk).

З (4.26) випливає таке спiввiдношення

|α(t)| ≤ 1

φ∗
z(t)

+∞∫
t

c∗z(u)v(4u)du = o

(
1

φ∗
z(t)

)
(t→ +∞). (4.27)
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Тому,
µk∫
0

dt

+∞∫
t

c∗z(u)

φ∗
z(u)

v(4u)du = o(µk) (k → +∞). (4.28)

Розглянемо ряд Дiрiхле f вiд однiєї змiнної s ∈ C

f(s) =
+∞∑
k=0

bk
αk

esµk,

де bk = eRe(z,λn), n = n(k) ∈ Zp+ такi, що µk = − ln |an(k)| (k ∈ Z+).
Доведемо тепер, що для кожного фiксованого z ∈ γ+(F ) ряд Дiрiхле f є

абсолютно збiжним у пiвплощинi {s = σ+it : σ < 0}, а також для центрального
iндексу маємо ν(x, f) → +∞ (x ↑ 0).

Дiйсно, умова F ∈ D означає, що

lim
∥n∥→+∞

− ln |an|
Re(z, λn)

= +∞.

Таким чином, Re(z, λn(k)) = o(µk) (k → +∞). Отже, i з (4.28) отримаємо

ln
bk
αk

= Re(z, λn(k))−
µk∫
0

dt

+∞∫
t

c∗z(u)

φ∗
z(u)

v(4u)du = o(µk) (k → +∞).

Оскiльки ln k = o(µk) (k → +∞), то за теоремою Валiрона для абсцис
абсолютної збiжностi ряду Дiрiхле f маємо

σa(f) = lim
k→+∞

− ln(bk/αk)

µk
= 0.

Отже, ряд Дiрiхле f є абсолютно збiжним у пiвплощинi {s = σ+ it : σ < 0}
для кожного фiксованого z ∈ γ+(F ).

Тепер доведемо, що центральний iндекс ν(x, f) → +∞ (x ↑ 0). Це випливає
зi спiввiдношення µ(x, f) → +∞ (x ↑ 0) або, що те саме, з умови

sup
{ bk
αk

: k ≥ 0
}
= +∞. (4.29)

Доведемо останнє спiввiдношення. Зауважимо, що

0 ≤ lnµ(tz, F ) = ln |aν|+ tRe(z, λν) (t ≥ t0(z)), ν = ν(tz, F ).

Отож, − ln |aν| ≤ tRe(z, λν). Тодi

Φ∗
z(t) = tΦz(t) = lnµ(tz, F ) ≤ tRe(z, λν) (t ≥ 0),

t ≤ φz(Re(zλν)), де φz — функцiя, обернена до Φz. Таким чином,

− ln |aν| ≤ tRe(z, λν) ≤ Re(z, λν)φz(Re(z, λν)) (t ≥ t0(z)),
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де ν = ν(tz, F ). Функцiя u/φ∗
z(u) є оберненою до функцiї uφz(u), де функцiя

φz є оберненою до Φz(t) = Φ∗
z(t)/t, отже,

Re(z, λν) ≥
u

φ∗
z(u)

∣∣∣∣∣
− ln |aν |

=
− ln |aν|

φ∗
z(− ln |aν|)

, (t ≥ 0), ν = ν(tz, F ).

Нехай kν ∈ Z+ таке, що − ln |aν| = µkν . Тодi, при k = kν, ν = ν(tz, F ) маємо

ln
bk
αk

≥ µk
φ∗
z(µk)

−
µk∫
0

|α(t)|dt.

З умови z ∈ γ+(F ) випливає, що

t/φ∗
z(t) = Φz(φ

∗
z(t)) → +∞ (t→ +∞),

та
x∫

0

dt

φ∗
z(t)

=
x

φ∗
z(x)

+

φ∗
z(x)∫
0

Φ∗
z(u)

u2
du+O(1) =

x

φ∗
z(x)

+O

(
Φ∗
z(φ

∗
z(x))

φ∗
z(x)

)
= O

(
x

φ∗
z(x)

)
при x→ +∞. Отже, з (4.27) отримаємо

µk∫
0

|α(u)|du = o
(
µk/φ

∗
z(µk)

)
(k → +∞).

Тодi при k = kν

ln
bk
αk

≥ (1 + o(1))
µk

φ∗
z(µk)

→ +∞ (t→ +∞), ν = ν(tz, F ),

тобто рiвнiсть (4.29) виконується. Таким чином, ν(x, f) → +∞ (x ↑ 0).
Нехай (sj) — послiдовнiсть точок стрибка центрального iндексу ν(s, f),

пронумерованих таким чином, що ν(s, f) = j для s ∈ [sj, sj+1) i, якщо
ν(sj+1 − 0, f) = j i ν(sj+1, f) = j + p, тодi

sj+1 = sj+2 = · · · = sj+p < sj+p+1.

Зрозумiло, що sj ↑ 0 (j → +∞). Якщо

x ∈ [sk + τk, sk+1 + τk)
def
= E∗

k ⊂ (−∞; 0),

тодi ν(x− τk, f) = k i за означенням µ(x− τk, f) для всiх m ≥ 0 одержимо
bm
αm

e(x−τk)µm ≤ µ(x− τk, f).

Звiдси випливає, що для µm ̸= µk маємо нерiвнiсть

bm
bk

ex(µm−µk) ≤ αm
αk

eτk(Re(z,λn(m)−λn(k))) = exp

{
−

µm∫
µk

(α(u)− α(µk))du

}
< 1.
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Пiдставляючи сюди x = −1
t , t > 0, отримаємо

|an(m)|etRe(z,λn(m))

|an(k)|etRe(z,λn(k))
=

(
bmexµm

bkexµk

)t
< 1 (n ̸= k), (4.30)

тобто, ν(tz, F ) = n(k) та µ(tz, F ) = |an(k)|etRe(z,λn(k)) для

t ∈ [−(sk + τk)
−1,−(sk+1 + τk)

−1).

Отже, для кожного t > 0 такого, що

x = −t−1 ∈
⋃
k∈J

E∗
k,

де J ⊂ N ∪ {0} — множина значень центрального iндексу ν(x, f), а для всiх
n ∈ Zp+ з нерiвностi (4.30) випливає, що

|an(m)|etRe(zλn(m))

|an(k)|etRe(zλn(k))
=

(
bmexµm

bkexµk

)t
≤ exp

{
−t

µm∫
µk

(µm − u)α′(u)du

}

при t = − 1
x > 0, де n(m) таке, що − ln |an(m)| = µm. Отже, для всiх

t ∈
⋃
k∈J

Ẽk
def
= Ẽ

отримаємо (4.25), де Ẽk ⊂ (0;+∞) є образом множини E∗
k при вiдображеннi

t = − 1
x .

Оцiнимо логарифмiчну мiру множини

E∗
z = [−s−1

1 ,+∞) \ Ẽ =
+∞⋃
k=1

[−(sk + τk−1)
−1,−(sk + τk)

−1) =
+∞⋃
k=1

I∗k .

Оскiльки

(∀ k ≥ 0)(∀ t > 0) : − µk + tRe(z, λn(k)) ≤ lnµ(tz, F )

при t = φ∗
z(µk), то

Re(z, λn(k)) ≤
µk + Φ∗

z(t)

t
=

2µk
φ∗
z(µk)

. (4.31)

Для сталої K = KF (z) ∈ (0;+∞) i фiксованого z ∈ γ+(F ) виконується нерiв-
нiсть

2KΦz(xe−2K) ≤
x∫

xe−2K

Φz(t)

t
dt ≤

x∫
0

Φz(t)

t
dt ≤ KΦz(x) (x > 0),

тобто, 2Φz

(
xe−2K

)
≤ Φz(x) (x > 0). Отже, φz(2u) ≤ e2Kφz(u) (u ≥ 0). Оскiль-

ки, t/φ∗
z(t) = Φz(φ

∗
z(t)), то нерiвнiсть

φz

( 2t

φ∗
z(t)

)
≤ cφz

( t

φ∗
z(t)

)
= cφ∗

z(t) (t ≥ 0)
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виконується з c = e2K , K = KF (z). З цiєї нерiвностi та з (4.31) випливає, що

t ≤ φz(Re(z, λν(tz,F ))) ≤ φz

(
2µkν

φ∗
z(µkν)

)
≤ cφ∗

z(µkν) (t ≥ 0), (4.32)

де ν = ν(tz, F ), kν такi, що − ln |aν| = µkν , та c = e2K , K = KF (z).
Тепер припустимо, що k ∈ J . Тодi

ν
(
− (sk + τk−1 − 0)−1 µkν , F

)
= ν(sk + τk−1 − 0, f) ≤ k − 1.

Звiдси i з нерiвностi (4.32) отримаємо

|sk + τk−1|−1 = −(sk + τk−1)
−1 ≤ cφ∗

z(µk−1).

Отже, за означенням τk одержимо

|sk + τk−1|−1(|τk−1| − |τk|) ≤ c

µk∫
µk−1

c∗z(u)v(4u)du.

Оскiльки за нерiвнiстю (4.26)

c ·
µk∫

µk−1

c∗z(u)v(4u)du ≤ 1

2
,

для I∗k = [|sk + τk−1|−1, |sk + τk|−1) маємо

ln -meas(I∗k) = ln -meas
(
([|sk + τk−1|−1, |sk + τk|−1)

)
) = ln

∣∣∣∣sk + τk−1

sk + τk

∣∣∣∣ =
= ln

(
1 +

|τk−1| − |τk|
|sk + τk|

)
≤ |τk−1| − |τk|

|sk + τk|
=

|τk−1| − |τk|
|sk + τk−1| − (|τk−1| − |τk|)

≤

≤ c

µk∫
µk−1

c∗z(u)v(4u)du

(
1− c

µk∫
µk−1

c∗z(u)v(4u)du

)−1

≤ 2c

µk∫
µk−1

c∗z(u)v(4u)du.

Припустимо тепер, що j /∈ J , k, p ∈ J такi, що

p < j < k, sp < sp+1 = sj = sk < sk+1.

Тодi
k⋃

j=p+1

I∗j =
k⋃

j=p+1

[|sj + τj−1|−1, |sj + τj|−1) = [|sp+1 + τp|−1, |sk + τk|−1).

Використовуючи нерiвностi

|sk + τk−1|−1 = −(sk + τk−1)
−1 ≤ cφ∗

z(µk−1)

та (4.26) отримаємо

ln -meas

(
k⋃

j=p+1

I∗j

)
≤ ln

|sp+1 + τp|
|sp+1 + τk|

≤ |τp| − |τk|
|sp+1 + τp| − (|τp| − |τk|)

≤



198

≤ c

µk∫
µp

c∗z(u)v(4u)du

(
1− c

µk∫
µp

c∗z(u)v(4u)du

)−1

≤ 2c

µk∫
µp

c∗z(u)v(4u)du.

Тому для множини

E∗
z =

+∞⋃
j=1

I∗j

за нерiвнiстю (4.26) маємо

ln -meas (E∗
z ) = ln -meas

(
+∞⋃
j=1

I∗j

)
≤ 2c

∞∫
0

c∗z(u)v(4u)du ≤ 1

2
.

Отже, для множини
E =

⋃
z∈γ(F )∩{z:|z|=1}

Ez,

де Ez = {tz : t ∈ E∗
z}, виконується нерiвнiсть

V2p(E) =

∫
z∈γ(F )∩{z:|z|=1}

(∫
Ez

dt

t

)
dS ≤ 1

2
· Cp,

де Cp — площа одиничної сфери в Cp.

Теорема 4.9. Нехай F ∈ D. Якщо

(∃α > 0) :

+∞∫
t0

(n1(t))
α

t2
dt < +∞, n1(t)

def
=
∑
µn≤t

1, t0 > 0, (4.33)

тодi iснує множина E ⊂ γ+(F ), така, що V2p(E ∩ γ+(F )) ≤ Cp i спiввiдношення

M(z, F ) = o(µ(z, F ) ln1/α µ(z, F )) (4.34)

виконується при z → ∞ (z ∈ γR \ E) для кожного R > 0.

Доведення. Не зменшуючи загальностi можемо припустити, що

F ∈ D0, λ0 = 0, 0 = µ0 ≤ µm ↗ +∞ (1 ≤ m→ +∞).

Для доведення теореми 4.9 достатньо використати теорему 4.8 та аргументи
згiдно зi схемою доведення теореми 4.6 в [92]. З одного боку, для заданого R > 0
i кожного фiксованого z ∈ γR отримаємо, що

lnµ(tz, F ) ≥ (n1(3µν))
αc1(ν), ν = ν(tz, F ),

виконується для всiх t > 0 таких, що tz ̸∈ E1, де множина E1 ⊂ γ+(F ), за
теоремою 4.8 така, що

V2p(E ∩ γ+(F )) ≤ Cp/2, c1(ν) → +∞, tz → ∞
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рiвномiрно в K (за твердженням 4.3). З iншого боку, маємо, що нерiвнiсть∑
µk>3µν

|an|etRe(z,λn) ≤ µ(tz, F )/c2(ν), ν = ν(tz, F ),

виконується для всiх t > 0 таких, що tz ̸∈ E2, де знову множина E2 ⊂ γ+(F ) за
теоремою 4.8 така, що

V2p(E2 ∩ γ+(F )) ≤ Cp/2, c2(ν) → +∞, tz → ∞

рiвномiрно в K (знову за твердженням 4.3).
Зауважимо, що V2p((E1∪E2)∩γ+(F )) ≤ Cp. Отже, для всiх tz /∈ E = E1∪E2

маємо

M(tz, F ) ≤ µ(tz, F )
(
n(3µν) + 1/c2(ν)

)
≤

≤ µ(tz, F )
(
(lnµ(tz, F ))1/α/c1(ν) + 1/c2(ν)

)
.

Тепер, щоб завершити доведення теореми 4.9, залишається застосувати твер-
дження 4.3. У випадку F ∈ D0 теорема 4.9 доведена. Перехiд до загального
випадку очевидний.

Основнi здобутки четвертого роздiлу:
1) для цiлих функцiй вiд багатьох комплексних змiнних, заданих лакунарни-

ми рядами за однорiдними полiномами, отримано точнi аналоги нерiвностi
Бiтляна-Гольдберга;

2) доведено аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих кратних рядiв Дiрiхле з
довiльними комплексними показниками.

Результати четвертого роздiлу опублiковано в статтях [92,112,123], а також
доповiдалися на наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 5. АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI РОЗПОДIЛУ
НУЛIВ ВИПАДКОВИХ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

5.1. Асимптичнi властивостi ймовiрнiсть вiдсутностi нулiв для ви-
падкових цiлих функцiй

Нехай E — клас випадкових цiлих функцiй вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, (5.1)

де an ∈ C, n ∈ Z+ такi, що

a0 ̸= 0, lim
n→+∞

n
√

|an| = 0, #{n ∈ N : an ̸= 0} = +∞;

εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, рiвно-
мiрно розподiлених на [−π, π),

(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1), тобто незалежних випадко-

вих комплексних величин зi стандартним гаусовим розподiлом у комплекснiй
площинi зi щiльнiстю

pξn(z) =
1

π
e−|z|2, z ∈ C, n ∈ Z+.

Метою цього пiдроздiлу є дослiдження асимптотичних властивостей

p0(r) = ln− P{ω : f(z, ω) ̸= 0 в rD}

при r → +∞ для випадкових цiлих функцiй f ∈ E .
Нагадаємо, що як вже згадувалося у вступi, у випадку, якщо K ⊂ C —

компакт такий, що 0 ̸∈ K, то [141] з того, що (∀ω)(∀n ∈ N) : ηn(ω) ∈ K

випливає, що iснує r0(K) < +∞ таке, що випадкова цiла функцiя

ψ(z, ω) =
+∞∑
n=0

anηn(ω)z
n

з коефiцiєнтами an = (n!)−1/2 має нуль в крузi r0D. Тобто, у випадку ηn(ω) ≡
εn(ω) маємо, що P{ω : ψ(z, ω) ̸= 0 в rD} = 0, бо {ω : f(z, ω) ̸= 0 в rD} = ∅. I у
цьому випадку, незважаючи на простий (зокрема, тому що

∑+∞
n=0 |an|r2n = er

2)
спецiальний вигляд коефiцiєнтiв, предмет дослiдження є повнiстю вiдсутнiм,
оскiльки вiдповiдь є тривiальною. Те ж саме, очевидно, маємо у випадку по-
слiдовностi випадкових величин Радемахера. Тому, в лiтературi розглядається
випадок ηn(ω) ≡ ξn(ω), тобто, цiлих гаусових випадкових функцiй, як такий,
що дозволяє розглядати степеневi ряди з коефiцiєнтами загального вигляду.
Найбiльш змiстовнi результати, якi iстотно посилюють результати iнших авто-
рiв, нам вдається отримати у випадку випадкових цiлих функцiй вигляду (5.1).
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Висловимо обережне припущення, що у наших результатах стосовно цiлих i
аналiтичних функцiй вигляду (5.1), всi елементи послiдовностi (εn(ω)) можна
замiнити на одну i ту ж сталу. Вiдзначимо також, що якщо η0(ω) = 0, то для
даного ω цiла функцiя ψ(0, ω) = 0 i, тому, апрiорi потрiбно припускати, що
η0(ω) ̸= 0 м.н.

Отже, перейдемо до викладу результатiв даного роздiлу.
Для r > 0, δ ≥ 0 та f ∈ E позначимо

N ′ = {n : an = 0}, Nδ(r) = {n : ln(|an|rn) > −δn},
Nδ(r) = #Nδ(r), N (r) = N0(r), N(r) = #N (r),

mδ(r) =
∑

n∈Nδ(r)

n, m(r) = m0(r) =
∑

n∈N (r)

n,

µf(r) = max{|an|rn : n ∈ Z+}, νf(r) = max{n : µf(r) = |an|rn},

Mf(r) = max{|f(z)| : |z| ≤ r}, S2
f(r) =

+∞∑
n=0

|an|2r2n,

s(r) = 2
+∞∑
n=0

ln+(|an|rn) = 2
∑

n∈N (r)

ln(|an|rn).

Допомiжнi твердження.
Лема 5.1 (Бореля-Неванлiнни, [74], с. 90). Нехай u(r) — неспадна неперервна
функцiя на [r0; +∞) така, що

lim
r→+∞

u(r) = +∞,

i φ(u) — неперервна незростаюча додатна функцiя, визначена на [u0; +∞) така,
що

u0 = u(r0); lim
u→+∞

φ(u) = 0;

+∞∫
u0

φ(u)du < +∞.

Тодi множина
E1 = {r ≥ r0 : u

(
r + φ(u(r))

)
< u(r) + 1}.

має скiнченну мiру.

Зауважимо, що

E2 = {r ≥ r0 : u(r − φ(u(r))) > u(r)− 1}
також має скiнченну мiру. Нехай t = r+φ(u(r)) > r. Оскiльки u(r) є неспадною
неперервною функцiєю на [r0; +∞) такою, що

lim
r→+∞

u(r) = +∞,

i φ(u) — неперервна незростаюча додатна функцiя, визначена на [u0; +∞), то

t > r, u(t) ≥ u(r), φ(u(t)) ≤ φ(u(r)), t− φ(u(t)) ≥ t− φ(u(r)),
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u(t− φ(u(t))) ≥ u(t− φ(u(r))).

u
(
r + φ(u(r))

)
≤ u(r) + 1, u(t) ≤ u(t− φ(u(r))) + 1 ≤ u(t− φ(u(t))) + 1,

u(t− φ(u(t))) ≥ u(t)− 1.

Нам буде потрiбний наступний елементарний наслiдок цiєї леми.

Лема 5.2. Нехай f ∈ E . Тодi iснує множина E ⊂ (1;+∞) скiнченної логари-
фмiчної мiри така, що

m(reδ) exp{−2
√

lnm(r)} < em(r) < m(re−δ) exp{2
√
lnm(r)}

для всiх r ∈ (1;+∞) \ E, де δ = 1
2 lnm(r) .

Доведення. В лемi 5.1 можна вибрати u1(r) =
√
lnu(r) i φ(u) = 1

2u2 . Тодi√
lnu
(
r + φ

(√
lnu(r)

))
<
√
lnu(r) + 1,

lnu
(
r +

1

2 lnu(r)

)
< lnu(r) + 2

√
lnu(r) + 1,

u
(
r +

1

2 lnu(r)

)
< eu(r) exp

{
2
√

lnu(r)
}
.

Використаємо цю нерiвнiсть для функцiї u(er). Тодi,

u
(
er exp

{ 1

2 lnu(er)

})
= u

(
exp
{
r +

1

2 lnu(er)

})
< eu(er) exp

{
2
√

lnu(er)
}

i множина

E3 =
{
r ≥ r0 : u

(
er exp

{ 1

2 lnu(er)

})
< eu(er) exp

{
2
√

lnu(er)
}}

має скiнченну мiру. Залишається вибрати t = er i тодi множина

E4 =
{
t ≥ t0 : u

(
t exp

{ 1

2 lnu(t)

})
< eu(t) exp

{
2
√

lnu(t)
}}

має скiнченну логарифмiчну мiру.
Нехай u1(r) =

√
lnu(r) i φ(u) = 1

2u2 . Отже,√
lnu
(
r − φ

(√
lnu(r)

))
>
√
lnu(r)− 1,

lnu
(
r − 1

2 lnu(r)

)
> lnu(r)− 2

√
lnu(r) + 1,

u
(
r − 1

2 lnu(r)

)
< eu(r) exp

{
−2
√

lnu(r)
}
.

Тепер використовуємо цей результат для функцiї u(er). Отже,

u
(
er exp

{
− 1

2 lnu(er)

})
= u

(
exp
{
r − 1

2 lnu(er)

})
> eu(er) exp

{
−2
√

lnu(er)
}
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i множина

E5 =
{
r ≥ r0 : u

(
er exp

{
− 1

2 lnu(er)

})
> eu(er) exp

{
−2
√

lnu(er)
}}

має скiнченну мiру. Нехай t = er i тодi множина

E6 =
{
t ≥ t0 : u

(
t exp

{
− 1

2 lnu(t)

})
> eu(t) exp

{
−2
√

lnu(t)
}}

має скiнченну логарифмiчну мiру.

Лема 5.3. Нехай f ∈ E та ε > 0. Iснує множина E ⊂ (1;+∞) скiнченної
логарифмiчної мiри така, що

N(r) < s1/2(r) exp{(1 + ε)
√

ln s(r)} (5.2)

для всiх r ∈ (1;+∞) \ E.

Доведення. Зауважимо, що

N−δ(r) = #{n : |an|rn ≥ eδn} = #{n : |an|(re−δ)n ≥ 1} = N(re−δ).

Якщо N (r) = {nk : 1 ≤ k ≤ N(r)}, де nk < nk+1 (1 ≤ k ≤ N(r) − 1), то
nk ≥ k − 1 (1 ≤ k ≤ N(r)) i

m(r) ≥
N(r)−1∑
k=0

k =
(N(r)− 1)N(r)

2
>
N 2(r)

e

для всiх r > r0, де r0 таке, що N(r0) > 4. Отже, за лемою 5.2 отримуємо
s(r)

2
=
∑

n∈N (r)

ln(|an|rn) ≥
∑

n∈N−δ(r)

ln(|an|rn) ≥
∑

n∈N−δ(r)

nδ =

= δm(re−δ) >
e

2 lnm(r)
m(r) exp{−2

√
lnm(r)}

для r ∈ (r0; +∞) \ E. Тодi

ln s(r) > 1 + lnm(r)− 2
√

lnm(r)− ln lnm(r)

i для r ∈ (r2; +∞) \ E, де r2 є достатньо великим, ми отримуємо lnm(r) <
2 ln s(r). Отже, для будь-якого ε > 0

s(r) > em(r) exp{−2
√

lnm(r)− ln lnm(r)} >

> e
N 2(r)

e
exp{−2

√
(1 + ε) ln s(r)− ln((1 + ε) ln s(r))} >

> N 2(r) exp{−(2 + 2ε)
√
ln s(r)}

при r → +∞ поза деякою множиною скiнченної логарифмiчної мiри.

Показник 1/2 у нерiвностi (5.2) не можна замiнити меншим числом. Це ви-
пливає з такої леми.
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Лема 5.4. Iснують f ∈ E i множина E ⊂ (1;+∞) скiнченної логарифмiчної
мiри такi, що

N(r) >
s1/2(r)

ln5/2 s(r)
для всiх r ∈ (1;+∞) \ E.

Доведення. Розглянемо таку цiлу функцiю

f(z) = 1 +
+∞∑
n=1

zn

(n2 )
n
2

.

Функцiя y(n) = ln an = −n
2 ln(

n
2 ) є ввiгнутою, а послiдовнiсть (an) є логариф-

мiчно-ввiгнутою ([141,194]). Оскiльки m!em > mm (m ≥ 1), то

Mf(r) > 1 +
+∞∑
m=1

r2m

mm
> 1 +

+∞∑
m=1

r2m

m!em
= exp

{r2
e

}
, lnMf(r) >

r2

e
.

За теоремою Вiмана-Валiрона iснує множина E1 скiнченної логарифмiчної
мiри така, що

Mf(r) ≤ µf(r) ln
1/2+ε µf(r)

для всiх r ∈ (1;+∞) \ E1. Тому, для всiх r ∈ (1;+∞) \ E1 маємо
lnµf(r) + ln lnµf(r) > lnMf(r) > r2/e, lnµf(r) > r2/2e,

r2

2e
< lnµf(r) = ln fν + νf(r) ln r, νf(r) >

1

ln r

(r2
2e

− ln fν

)
> r, r → +∞.

Для довiльної логарифмiчно ввiгнутої послiдовностi {an} (див. [141]) вико-
нується нерiвнiсть s(r) < 2(N(r) + 1) lnµf(r). Отже, поза деякою множиною E
скiнченної логарифмiчної мiри отримаємо

s(r) < 2(N(r) + 1) lnµf(r) < ln2 µf(r)(ln lnµf(r))
2 =

= ln3 r
ln2 µf(r)

ln2 r

(ln lnµf(r))
2

ln r
<

< ln3 rν2f(r) ln
2 νf(r) < ν2f(r) ln

5 νf(r) < N 2(r) ln5N(r) < N 2(r) ln5 s(r).

Отже, для всiх r ∈ (1;+∞) \ E1

N(r) >

√
s(r)

ln5 s(r)
, r → +∞.

Нам також буде потрiбна наступна лема.
Лема 5.5. Нехай

{
ηn(ω)

}
— послiдовнiсть незалежних невiд’ємних однаково

розподiлених випадкових величин таких, що

Eηn < +∞, E
( 1

ηn

)
< +∞, n ∈ Z+.

Тодi
P
{
ω : (∃N ∗(ω))(∀n > N∗(ω))

[1
n
≤ ηn(ω) ≤ n

]}
= 1.



205

Доведення. Нехай Fη(t) = Fηn(t) — функцiя розподiлу випадкової величини ηn,
n ∈ Z+.

Позначимо Bm = {ω : |ηm(w)| ≥ m}, m ∈ Z+. Тодi
+∞∑
m=1

P{ω : |ηm(w)| ≥ m} =
+∞∑
m=1

∫
|t|≥m

dF|η|(t) =
+∞∑
m=1

+∞∑
s=m

∫
|t|∈[s,s+1)

dF|η|(t) =

=
+∞∑
s=1

s∑
m=1

∫
|t|∈[s,s+1)

dF|η|(t) =
+∞∑
s=1

s

∫
|t|∈[s,s+1)

dF|η|(t) ≤

≤
+∞∑
s=1

∫
|t|∈[s,s+1)

|t|dF|η|(t) ≤ E|η| < +∞.

Отже,
+∞∑
m=1

P (Bm) < +∞.

Тодi за лемою Бореля-Кантеллi з ймовiрнiстю, що дорiвнює 1, лише скiнченна
кiлькiсть подiй Bn може вiдбутися. Тобто iснує подiя A1 така, що

P (A1) = P
{
ω : (∃N ∗

1 (ω))(∀n > N ∗
1 (ω))

[
|ηn(ω)| ≤ n

]}
= 1.

Оскiльки E( 1
|η|) < +∞, аналогiчно отримуємо для випадкової величини 1

|η(ω)|

P (A2) = P
{
ω : (∃N ∗

2 (ω))(∀n > N∗
2 (ω))

[ 1

|ηn(ω)|
≤ n

]}
=

= P
{
ω : (∃N ∗

2 (ω))(∀n > N∗
2 (ω))

[
|ηn(ω)| ≥

1

n

]}
= 1.

Отож,

P (A1 ∩ A2) = P
{
ω : (∃N ∗(ω))(∀n > N∗(ω))

[1
n
≤ |ηn(ω)| ≤ n

]}
= 1.

Верхня i нижня оцiнки для p0(r).

Теорема 5.1. Нехай ε > 0 i f ∈ E . Тодi iснує множина E ⊂ (1;+∞) скiнченної
логарифмiчної мiри така, що

p0(r) ≤ s(r) +N(r) exp{(2 + ε)
√
lnN(r)}

для всiх r ∈ (1;+∞) \ E.

Доведення. Для фiксованого r розглянемо подiю A =
⋂4
i=1Ai, де

A1 =
{
ω : |ξ0(ω2)| ≥

2eN 1/3(r) exp{2
√

lnN(r)}
|a0|

}
,
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A2 =
{
ω : (∀n ∈ N (r) \ {0})

[
|ξn(ω2)| ≤

1

|an|rnN 2/3(r)

]}
,

A3 =
{
ω : (∀n ∈ Nδ(r) \ (N (r) ∪ {0}))

[
|ξn(ω2)| ≤

1

N 2/3(r)

]}
,

A4 =
{
ω : (∀n ̸∈ Nδ(r) ∪N ′ ∪ {0})

[
|ξn(ω2)| ≤ n

]}
, δ =

1

2 lnN(r)
.

Якщо вiдбувається подiя A, то для r ̸∈ E маємо

|ε0(ω1)ξ0(ω2)a0| −

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n

∣∣∣∣∣≥ 2eN 1/3(r) exp{2
√
lnN(r)}−

−
∑

n∈N (r)

|an|rn

|an|rnN 2/3(r)
−

∑
n∈Nδ(r)\N (r)

|an|rn

N 2/3(r)
−

∑
n ̸∈Nδ(r)∪N ′

ne−nδ >

> 2eN 1/3(r) exp{2
√

lnN(r)} −
∑

n∈Nδ(r)

1

N 2/3(r)
−

+∞∫
1

xe−δxdx >

> 2eN 1/3(r) exp{2
√

lnN(r)} −N 1/3(r)−
−eN 1/3(r) exp{2

√
lnN(r)} − 8 ln2N(r) > 0

при r → +∞, бо
+∞∫
1

xe−δxdx =
e−δ

δ2
(δ + 1) <

2

δ2
= 8 ln2N(r).

Отже, ми довели, що якщо вiдбувається подiя A, то для z ∈ rD виконується
нерiвнiсть

|ε0(ω1)ξ0(ω2)a0| >

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

εn(ω1)ξn(ω2)anr
n

∣∣∣∣∣.
Тодi якщо подiя A вiдбувається, то функцiя f(z, ω) не має нулiв в rD. Тепер

знайдемо нижню оцiнку для ймовiрностi подiї A.

P (A1) = exp
{
−
4e2N 2/3(r) exp{4

√
lnN(r)}

|a0|2
}
,

P (A2) ≥
∏

n∈N (r)

1

2|an|2r2nN 4/3(r)
=

∏
n∈N (r)

1

2|an|2r2n
×

× exp{−N(r) ln(N 4/3(r))} = exp
{
−s(r)− 4

3
N(r) lnN(r)−N(r) ln 2

}
,

P (A3) ≥
∏

n∈N (reδ)

1

2N 4/3(r)
≥ exp

{
−N(reδ) ln(2N 4/3(r))

}
≥

≥ exp
{
−eN(r) exp{2

√
N(r)} ln(2N 4/3(r))

}
,

P (A4) = P{ω : (∀n ̸∈ Nδ(r) ∪N ′ ∪ {0})[|ξn(ω2)| < n]} ≥
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≥ 1−
∑

n ̸∈Nδ(r)∪N ′∪{0}

e−n
2

>
1

2
, r → +∞ (r /∈ E).

З означення ln− x i незалежностi подiй Aj, j ∈ {1, 2, 3, 4} випливає, що

ln− P (A) =
4∑

n=1

ln− P (An).

Тому з A ⊂ {ω : n(r, ω) = 0} випливає, що для будь-якого ε > 0 i для
кожного r ∈ [r0; +∞) \ E виконується нерiвнiсть

p0(r) ≤ ln− P (A) ≤

≤ ln 2 +
4e2N 2/3(r) exp{4

√
lnN(r)}

|a0|2
+ s(r) + 2N(r) lnN(r) +N(r) ln 2+

+eN(r) exp{2
√
N(r)} ln(2N 4/3(r)) ≤ s(r) +N(r) exp{(2 + ε)

√
N(r)}.

Розглянемо випадкову цiлу функцiю вигляду

g(z, ω1) =
+∞∑
n=0

eiθn(ω1)anz
n, (5.3)

де a0 ̸= 0 i незалежнi випадковi величини θn(ω1) рiвномiрно розподiленi на
[−π, π), було розглянуто в [132]. Для таких функцiй доведено наступнi твер-
дження.
Теорема 5.2 ([132]). Нехай g(z, ω1) — випадкова цiла функцiя вигляду (5.3).
Тодi для r > r0 i всiх ω1 маємо

Ng(r, ω1) ≤
1

2e
+ lnSg(r),

де

Ng(r, ω1) =
1

2π

2π∫
0

ln |g(reiα, ω1)|dα− ln |a0|.

Теорема 5.3 ([132]). Iснує абсолютна стала C > 0 така, що для функцiї g(z, ω1)
вигляду (5.3) P1 майже напевно

lnSg(r) ≤ Ng(r, ω1) + C lnNg(r, ω1), r0(ω1) ≤ r < +∞.

Нехай P = P1 × P2 — прямий добуток ймовiрнiсних мiр P1 i P2, визначених
на (Ω1 × Ω2,A1 × A2). Тут A1 × A2 — мiнiмальна σ-алгебра, яка мiстить усi
A1 × A2 такi, що A1 ∈ A1 та A2 ∈ A2. Нехай εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) — послi-
довнiсть незалежних випадкових величин, рiвномiрно розподiлених на [−π, π),
заданих на (Ω1,A1, P1), ξn(ω2) ∈ NC(0; 1) заданих на (Ω2,A2, P2), де (Ω1,A1, P1),

(Ω2,A2, P2) — два ймовiрнiснi простори.
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Наслiдок 5.1. Нехай (ζn(ω2)) — послiдовнiсть незалежних однаково розподi-
лених випадкових величин така, що для будь-якого n ∈ Z+ щiльнiсть розподiлу
випадкової величини η = ζn можна подати у виглядi pη(z) = q(|z|) i E|η| < +∞,
E( 1

|η|) < +∞. Iснують абсолютна стала C > 0 i множина B ∈ A : P (B) = 1 такi,
що для функцiй

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ζn(ω2)anz
n, a0 ̸= 0

та для всiх ω ∈ B i всiх r ∈ [r0(ω); +∞) маємо

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiα, ω)|dα− ln |a0ε0(ω1)ζ0(ω2)| ≥

≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2).

Зауважимо, що якщо функцiя щiльностi ζn(ω1) має вигляд pζn(z) = q(|z|),
n ∈ N, то послiдовнiсть випадкових величин arg ζn(ω1) рiвномiрно розподiлена
на [−π, π). Справдi, для будь-яких α, β ∈ [−π, π) : α < β отримаємо

P1(ω1 : ζn(ω1) ∈ C) =
π∫

−π

dφ

+∞∫
0

rq(r)dr = 2π

+∞∫
0

rq(r)dr = 1,

P1(ω1 : arg ζn(ω1) ∈ (α, β)) =

β∫
α

dφ

+∞∫
0

rq(r)dr =
β − α

2π
.

Випадковi величини ξn(ω1) задовольняють цю умову, бо

pξk(z) = q(|z|) = 1

π
e−|z|2, z ∈ C, k ∈ Z+

i маємо таке твердження для функцiй вигляду (5.1).
Наслiдок 5.2. Iснують абсолютна стала C > 0 i множина B ∈ A : P (B) = 1
такi, що для f ∈ E та для всiх ω ∈ B i всiх r ∈ [r0(ω); +∞) виконується
нерiвнiсть

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ − ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≥

≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2).

Доведення наслiдку 5.1. З теореми 5.2 випливає, що

lnNg(r, ω1) ≤ 1 + ln lnSg(r)

i за теоремою 5.3 маємо ω1-майже напевно

Ng(r, ω1) ≥ lnSg(r)− C lnNg(r, ω1) ≥ lnSg(r)− (C + 1) ln lnSg(r),
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для r0(ω1) ≤ r < +∞. Тому,

P1{ω : (∃r0(ω1))(∀r > r0(ω1)) [Ng(r, ω1) ≥ lnSg(r)− (C + 1) ln lnSg(r)]} = 1.

Розглянемо випадкову функцiю f(z, ω1, ω2) вигляду (5.1). Нехай

Af = {(ω1, ω2) : (∃r0(ω1, ω2))(∀r > r0(ω1, ω2))

[Nf(r, ω1, ω2) ≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2)]},
де

S2
f(r, ω2) =

+∞∑
n=0

|εn(ω1)|2|ζn(ω2)|2|an|2r2n =
+∞∑
n=0

|ζn(ω2)|2|an|2r2n.

Розглянемо подiї

F = {ω2 : (∀n ∈ N) [ζn(ω2) ̸= 0]}, H =
{
ω2 : lim

n→+∞
n
√

|an||ζn(ω2)| = 0
}
.

Тодi за лемою 5.5 для ηn = |ζn| маємо P2(H) = 1. Оскiльки E( 1
ζn
) < +∞, то

ймовiрнiсть подiї F

1 ≥ P2(F ) ≥ 1−
+∞∑
n=0

P2{ω2 : ζn(ω2) = 0} = 1.

Позначимо G = F ∩H. Отже, P2(G) = 1. Тодi для фiксованого ω0
2 ∈ G

P1(Af(ω
0
2)):=P1{ω1 : (∃r0(ω1, ω

0
2))(∀r > r0(ω1, ω

0
2))

[Nf(r, ω1, ω
0
2) ≥ lnSf(r, ω

0
2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω

0
2)]} = 1.

Залишається скористатися теоремою Фубiнi

P (Af) =

∫
Ω2

( ∫
Af (ω2)

dP1(ω1)

)
dP2(ω2) ≥

∫
G

( ∫
Af (ω2)

dP1(ω1)

)
dP2(ω2) =

=

∫
G

dP2(ω2) = P2(G) = 1.

Теорема 5.4. Нехай f ∈ E . Тодi P -майже напевно iснує r0(ω) > 0 таке, що для
всiх r ∈ (r0(ω); +∞) маємо

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r).

Доведення теореми 5.4. За формулою Єнсена майже напевно

0 =

r∫
0

n(t, ω)

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ − ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|,

ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| =
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ.
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Тому,

P{ω : n(r, ω) = 0} ≤ P

{
ω : ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| =

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ

}
.

Визначимо

A =

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ≥

≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2) + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
,

G1 = {ω : ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≥ ln γ(ω2)},

G2 = G2(r) =

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ≤ ln γ(ω2)

}
,

де γ(ω2) > 1. З наслiдку 5.2 випливає, що P (A) = 1.
Тодi для r > r0(ω)

G1 ∩G2 =

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ > ln γ(ω2) > ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
,

G1 ∩G2 ⊂

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ̸= ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
,

G1 ∪G2 = G1 ∩G2 ⊃

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ = ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
.

Тому, для r > r0(ω)

P{ω : n(r, ω) = 0} ≤ P (G1 ∪G2) ≤ P (G1) + P (G2), r → +∞.

Нехай γ(ω2) = C1 · |a0| · |ξ0(ω2)|, C1 > 1. Тодi ми можемо обчислити ймовiр-
нiсть подiї G1

P (G1) = P
{
ω : ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≥ lnC1 + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
=

= P
{
ω : lnC1 ≤ 0

}
= 0

i оцiнити ймовiрнiсть подiї G2 при r > r0(ω)

P (G2) = P (G2 ∩ A) + P (G2 ∩ A) ≤ P (G2 ∩ A) + P (A) = P (G2 ∩ A) =

= P

{
ω : lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2)+
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+ ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≤
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ≤ ln γ(r, ω)

}
=

= P
{
ω : lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2) + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≤

≤ lnC1 + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|
}
=

= P
{
ω : lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2) ≤ lnC1

}
≤

≤ P
{
ω : lnSf(r, ω2) ≤ 2 lnC1

}
= P

{
ω : Sf(r, ω2) ≤ C2

1

}
=

≤ P
{
ω :

∑
n∈N (r)

|ξn(ω2)|2|an|2r2n ≤ C4
1

}
, r → +∞.

Функцiя розподiлу випадкової величини |ξn(ω2)|

F|ξn|(x) = 1− exp{−x2}, F|ξn|2(x) = F|ξn|(
√
x) = 1− exp{−x},

F|ξn|2|an|2r2n(x) = F|ξn|2
( x

|an|2r2n
)
= 1− exp

{
− x

|an|2r2n
}

для n ̸∈ N : an ̸= 0 i x ∈ R+. Нехай

η(ω2) = (|ξ1(ω2)|a1rj1, . . . , |ξjk(ω2)|ajkrjk), jk ∈ N (r).

Тодi щiльнiсть випадкового вектора η(ω2)

pη(x) =


∏

n∈N (r)

1
|an|2r2n exp

{
− xn

|an|2r2n

}
, x ∈ RN (r)

+ ;

0, x ̸∈ RN (r)
+ .

Отже, для r > r0(ω) отримуємо

P

{
ω :

∑
n∈N (r)

|ξn(ω2)|2|an|2r2n ≤ C4
1

}
= P{ω : η(ω2) ∈ W (r)} =

=
∏

n∈N (r)

1

|an|2r2n
·
∫

· · ·
∫

W (r)

∏
n∈N (r)

exp
{
− xn
|an|2r2n

}N(r)∏
j=1

dxj ≤

≤ exp(−s(r)) ·measN(r)W (r), (5.4)

де

W (r) =

{
x ∈ RN(r)

+ :
∑

n∈N (r)

xn ≤ C4
1

}
.

Для C > 0 маємо

measn

{
x ∈ Rn

+ :
n∑
i=1

xi ≤ C

}
=
Cn

n!
.
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З цiєї рiвностi i з формули Стiрлiнга

n! =
√
2πn

(n
e

)n
· exp

{
− θn
12n

}
, θn ∈ [0; 1], n ∈ N,

випливає, що

ln

(
measN(r)W (r)

)
≤ −1

2
ln(2π)− 1

2
lnN(r)−N(r) lnN(r) +

1

12N(r)
+

+N(r) + 4N(r) lnC1 ≤ −N(r)(lnN(r)− 1− 4 lnC1).

Виберемо C1 = 2. Врахувавши (5.4), отримаємо

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r),

для r > r0(ω).

Використовуючи лему 5.3 з теорем 5.1 i 5.4, випливає таке твердження.
Теорема 5.5. Нехай ε > 0, i f ∈ E . Тодi iснують множина E ⊂ (1;+∞)
скiнченної логарифмiчної мiри та P -майже напевно r0(ω) > 0 такi, що для всiх
r ∈ (r0(ω); +∞) \ E виконується нерiвнiсть

(1− ε)N(r) lnN(r) ≤ p0(r)− s(r) ≤ N(r) exp{(2 + ε)
√
lnN(r)}, (5.5)

а саме,

0 ≤ lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
, lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
≤ 1

2
(5.6)

та
lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
= 1.

Доведення. З теорем 5.1 i 5.4 випливає нерiвнiсть (5.5). Також з (5.5) отримаємо
для r ∈ (r0(ω); +∞) \ E

− ln 2 + lnN(r) + ln lnN(r)

lnN(r)
≤ ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
≤

lnN(r) + 3
√

lnN(r)

lnN(r)
,

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
= 1.

За лемою 5.3 одержимо

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= lim

r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
· N(r)

s(r)
= lim

r→+∞
r/∈E

N(r)

s(r)
≤ 1

2
.

Оскiльки N(r) i s(r) є невiд’ємними функцiями, то

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= lim

r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
· N(r)

s(r)
= lim

r→+∞
r/∈E

N(r)

s(r)
≥ 0.
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Приклади на точнiсть асимптотичних оцiнок для випадкових цiлих
функцiй

Теорема 5.6. Iснують f ∈ E та множина E скiнченної логарифмiчної мiри
такi, що

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
=

1

2
.

Доведення. Розглянемо цiлу функцiю

f(z) = 1 +
+∞∑
n=1

zn

(n2 )
n
2

.

Для цiєї цiлої функцiї та r ∈ (r0(ω); +∞) \ E за лемою 5.4√
s(r)

ln3 s(r)
< N(r) <

√
s(r) exp{(1 + ε)

√
ln s(r)}, lim

r→+∞
r/∈E

lnN(r)

ln s(r)
=

1

2
.

За теоремою 5.5 маємо для r ∈ (r0(ω); +∞) \ E

− ln 2 + lnN(r) + ln lnN(r)

ln s(r)
≤ ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
≤

lnN(r) + 3
√

lnN(r)

ln s(r)
,

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= lim

r→+∞
r/∈E

lnN(r)

ln s(r)
=

1

2
.

Теорема 5.7. Iснують f ∈ E i множина E скiнченної логарифмiчної мiри такi,
що

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= 0.

Доведення. Розглянемо цiлi функцiї

f(z) = 1 +
+∞∑
n=1

zn

(n2 )
n
2

, h(z) = 1 +
∑
n∈N ∗

zn

(n2 )
n
2

,

де N ∗ = {n : n = [ek]+1 для деякого k ∈ Z+}. Тут [ek] — цiла частина дiйсного
числа ek. Позначимо

Nf(r) = {n ∈ Z+ : ln(|an|rn) > 0} \ {0}, Nh(r) = {n ∈ N ∗ : ln(|an|rn) > 0},

sf(r) = 2
∑

n∈Nf (r)

ln(|an|rn), sh(r) = 2
∑

n∈Nh(r)

ln(|an|rn), an =
(n
2

)−n
2

, n ∈ N.

Зауважимо, що послiдовнiсть {(n/2)−n/2} є логарифмiчно ввiгнутою i тодi

Nf(r) = {1, . . . , Nf(r)}.
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З означення Nh(r) випливає, що Nh(r) ≤ 2 lnNf(r), r → +∞. Для r ∈
(r0; +∞) \ E маємо

Nh(r) ≤ 2 lnNf(r) ≤ 2 ln(lnµf(r) ln
2(lnµf(r))) < 4 ln lnµf(r).

Тодi,
min{n ∈ N ′ : n > νh(r)} ≤ [eνh(r)] + 1 < (e+ 1)νh(r).

Зафiксуємо r > 0. Розглянемо функцiю

y(t) = ln(a(t)rt) = − t

2
ln
t

2
+ t ln r

таку, що a(n) = an. Графiк функцiї y(t) проходить через точки (0; 0) i
(νh(r); lnµh(r)). У випадку коли νh(r) ≤ νf(r) з ввiгнутостi функцiї y(t) ви-
пливає, що точка (νf(r); lnµf(r)) належить трикутнику з вершинами

(νh(r); lnµh(r)), ((e+ 1)νh(r); lnµh(r)) та ((e+ 1)νh(r); (e+ 1) lnµh(r)).

Тодi
lnµf(r) ≤ (e+ 1) lnµh(r), sh(r) ≥ 2 lnµh(r) ≥

2

e+ 1
lnµf(r).

Якщо ж νh(r) > νf(r), то позначимо

ν∗h(r) = min{n < νf(r) : n ∈ N ∗}, µ∗h(r) = aν∗r
ν∗.

З ввiгнутостi функцiї y(t) випливає, що точка (νf(r); lnµf(r)) належить три-
кутнику з вершинами

(ν∗h(r); lnµ
∗
h(r)), ((e+ 1)ν∗h(r); lnµ

∗
h(r)) та ((e+ 1)ν∗h(r); (e+ 1) lnµ∗h(r)).

Тодi

lnµf(r) ≤ (e+ 1) lnµ∗h(r) ≤ (e+ 1) lnµh(r), sh(r) ≥ 2 lnµh(r) ≥
2

e+ 1
lnµf(r).

Отже,

sh(r) ≥
2

e+ 1
lnµf(r).

Для функцiї h(z) отримаємо

0 ≤ lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− sh(r))

ln sh(r)
= lim

r→+∞
r/∈E

lnNh(r)

ln sh(r)
≤ lim

r→+∞
r/∈E

ln(4 ln lnµf(r))

ln( 2
e+1 lnµf(r))

= 0.

Вiдкритi проблеми. Нехай ε ∈ (0; 1/2). Зауважимо, що для випадкової цiлої
функцiї вигляду

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n. (5.7)

P0(r) = P{ω : nf(r, ω) = 0}, p0(r) = ln− P0(r), маємо ([144])

p0(r) = s(r) +O((s(r))1/2+ε), r → +∞, r /∈ E.
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Тут E — виняткова множина скiнченної логарифмiчної мiри. Чи є оптимальним
степiнь 1/2 в попереднiй нерiвностi?
Гiпотеза. Нехай ε > 0 i f — випадкова цiла функцiя вигляду (5.7) така, що
a0 ̸= 0. Тодi P -майже напевно iснують множина E скiнченної логарифмiчної
мiри та r0(ω) > 0 такi, що для всiх r ∈ (r0(ω); +∞) \ E виконується нерiвнiсть

(1− ε)N(r) lnN(r) ≤ p0(r)− s(r) ≤ N(r) exp{(2 + ε)
√

lnN(r)},
а саме,

0 ≤ lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
, lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
≤ 1

2

та
lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
= 1.

5.2. Ймовiрнiсть вiдсутностi нулiв для випадкових аналiтичних
функцiй в одиничному крузi

Розглянемо випадковi аналiтичнi функцiї вигляду

f(z, ω) = f(z, ω1, ω2) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n. (5.8)

Тут εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин,
рiвномiрно розподiлених на [−π, π),

(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1) i an ∈ C, n ∈ Z+ такi,

що
a0 ̸= 0, lim

n→+∞
n
√

|an| = 1, sup{|an| : n ∈ N} = +∞.

Позначимо клас таких випадкових аналiтичних функцiй через A.
Дослiдимо асимптотичнi властивостi

p0(r) = ln− P{ω : f(z, ω) ̸= 0}
при r ↑ 1 для випадкових аналiтичних функцiй f ∈ A.

Позначимо

N (r) = {n : ln(|an|rn) > 0}, exp2{x} = ee
x

, N(r) = #N (r),

N1(r) = {n : ln(|an|rn1 ) > 0}, N1(r) = #N1(r),

r1 = 1− (1− r) exp
{
− 1

ln2N(r)

}
, s(r) = 2

∑
n∈N (r)

ln(|an|rn) = 2
+∞∑
n=0

ln+(|an|rn),

µf(r) = max{|an|rn : n ∈ Z+}, νf(r) = max{n : µf(r) = |an|rn},

Mf(r) = max{|f(z)| : |z| ≤ r}, S2
f(r) =

+∞∑
n=0

|an|2r2n.
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Лема 5.6 ([133]). Нехай r0 ∈ [0; 1), u(r) — неспадна необмежена функцiя на
[r0; 1), x0 = u(r0).Крiм того, функцiя φ(u) є додатною неперервною зростаючою
до +∞ на [x0; +∞) функцiєю, визначеною на [u0; +∞) така, що

+∞∫
x0

du

φ(u)
< +∞.

Тодi для всiх r ≥ r0 зовнi множини E скiнченної логарифмiчної мiри (
∫
E

dr
1−r <

+∞) маємо

u
(
1− (1− r) exp

{
− 1

φ(lnu(r))

})
< eu(r).

Зауважимо, що якщо f ∈ A, то

lim
r↑1

N(r) = +∞

i можна вибрати в лемi 5.6 u(r) = N(r) та φ(x) = x2, x→ +∞. Тодi отримаємо
таке твердження.
Лема 5.7. Нехай f ∈ A. Iснує множина E ⊂ (0; 1) скiнченної логарифмiчної
мiри така, що для всiх r ∈ [0; 1)\E виконується нерiвнiсть

N1(r) < eN(r).

Лема 5.8. Нехай f ∈ A. Iснує множина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної
мiри така, що для всiх r ∈ [0; 1)\E маємо

N(r) <
( 4

1− r
s(r) ln2 s(r)

)1/2
. (5.9)

Доведення. Зовнi множини злiченної кiлькостi точок виконується така нерiв-
нiсть

s′(r) = 2
∑

n∈N (r)

n

r
≥ 2

∑
n∈N (r)

n ≥ 2

N(r)−1∑
n=0

n = (N(r)− 1)N(r) >
N 2(r)

4
, r ↑ 1.

Нехай

E =
{
r ∈ [0; 1) : s′(r) ≥ 1

1− r
s(r) ln2 s(r), s(r) > 2

}
.

Ця множина має скiнченну логарифмiчну мiру, тобто∫
E

dr

1− r
<

∫
E

s′(r)dr

s(r) ln2 s(r)
=

∫
s(E)

dt

t ln2 t
≤

+∞∫
2

dt

t ln2 t
< +∞.

Тому для всiх r ∈ [0; 1)\E отримаємо

N(r) < 2
√
s′(r) ≤ 2√

1− r

√
s(r) ln s(r).
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Зауважимо, що степiнь 1/2 у нерiвностi (5.9) не може бути замiнений на
менше число. Приклад на точнiсть цiєї нерiвностi буде побудовано при доведеннi
теореми 5.13.

Верхня та нижня оцiнка для p0(r).

Теорема 5.8. Нехай f ∈ A та

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4.

Iснує множина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри така, що для всiх
r ∈ [0; 1)\E маємо

p0(r) ≤ s(r) + (1 + e)N(r) lnN(r) + C0N(r),

де C0 = 3 + 9/|a0|.

Доведення теореми 5.8. Нехай α = 4 + 5ε, ε > 0. Тодi

N(r) >
1

(1− r)4+4ε
, r ↑ 1. (5.10)

За означенням N1(r) i r1 отримаємо

N1(r) = #{n : ln(|an|rn1 ) > 0} =

= #
{
n : |an|

(
1− (1− r) exp

{
− 1

ln2N(r)

})n
> 1
}
=

= {n : |an|rn > qn(r)}, q(r) := r

1− (1− r) exp
{
− 1

ln2N(r)

} < 1.

Розглянемо подiю B =
⋂4
i=1Ai, де

A1 : |ξ0(ω1)| ≥
3

|a0|
√
N(r),

A2 : |ξn(ω1)| ≤
1

|an|rn
√
N(r)

для всiх n ∈ N (r)\{0},

A3 : |ξn(ω1)| ≤
1√
N(r)

для всiх n ∈ N1(r)\(N (r) ∪ {0}),

A4 : |ξn(ω1)| ≤
√
n для всiх n ̸∈ N1(r) ∪ {0}.

Зауважимо, що
+∞∫
1

√
xqx(r)dx =

1

ln q(r)

(
√
xqx(r)|+∞

1 −
+∞∫
1

qx(r)
1

2
√
x
dx

)
=

=
1

ln 1
q(r)

(
q(r) +

+∞∫
1

qx(r)
1

2
√
x
dx

)
<

1

ln 1
q(r)

(
q(r) +

+∞∫
1

qx(r)dx

)
=
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=
1

ln 1
q(r)

(
q(r) +

qx(r)

ln q(r)

∣∣∣+∞

1

)
=

1

ln 1
q(r)

(
q(r)− q(r)

ln q(r)

)
=

=
1

ln 1
q(r)

(
q(r) +

q(r)

ln 1
q(r)

)
<

1

ln2 1
q(r)

<
1

(1− q(r))2
, r ↑ 1. (5.11)

Якщо вiдбувається подiя B, то використовуючи лему 5.7 та нерiвностi (5.10),
(5.11) для r ̸∈ E виконуються нерiвностi

|ε0(ω1)ξ0(ω2)a0| −

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n

∣∣∣∣∣≥ 3
√
N(r)−

−
∑

n∈N (r)

|an|rn

|an|rn
√
N(r)

−
∑

n∈N1(r)\N (r)

|an|rn√
N(r)

−
∑

n ̸∈N1(r)∪{0}

√
n · qn(r) >

> 3
√
N(r)−

√
N(r)− N1(r)−N(r)√

N(r)
− 1

(1− q(r))2
≥

≥ 3
√
N(r)− e

√
N(r)−

(
1− (1− r) exp

{
− 1

ln2N(r)

}
(1− r)

(
1− exp

{
− 1

ln2N(r)

}))2

≥

≥ (3− e)
√
N(r)− ln5N(r)

1

(1− r)2
= ln5N(r)

(
(3− e)

√
N(r)

ln5N(r)
− 1

(1− r)2

)
≥

≥ ln5N(r)
( 1

(1− r)2+ε
− 1

(1− r)2

)
> 0, r ↑ 1.

Отож, ми довели, що для z ∈ rD виконується нерiвнiсть

|ε0(ω1)ξ0(ω2)a0| >

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n

∣∣∣∣∣.
Якщо подiя B вiдбувається, то f(z, ω) майже напевно не має нулiв у rD.

Тепер оцiнимо знизу ймовiрнiсть подiї B.

P (A1) = exp
{
−9N(r)

|a0|2
}
,

P (A2) ≥
∏

n∈N (r)

1

2|an|2r2nN(r)
= exp

{
−s(r)−N(r) lnN(r)−N(r) ln 2

}
,

P (A3) ≥
∏

n∈N1(r)

1

2N(r)
≥ exp

{
−N1(r) ln(2N(r))

}
≥

≥ exp
{
−eN(r)(lnN(r) + ln 2)

}
,

P (A4) = P{ω : (∀n ̸∈ N1(r) ∪ {0})|ξn(ω)| <
√
n} ≥

≥ 1−
∑

n ̸∈N1(r)∪{0}

e−n ≥ 1−
+∞∑
n=1

e−n = 1− 1

e− 1
>

2

5
, r ↑ 1.
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З B ⊂ {ω : n(r, ω) = 0} випливає, що

p0(r) = ln− P{ω : n(r, ω) = 0} ≤ ln− P (B) =
4∑

n=1

ln− P (An) ≤

≤ ln
5

2
+

9N(r)

|a0|2
+ s(r) +N(r) lnN(r) +N(r) ln 2+

+eN(r) lnN(r) + e ln 2 ·N(r) ≤

≤ s(r) +
9N(r)

|a0|2
+ (1 + e)N(r) lnN(r) + 3N(r) =

= s(r) + (1 + e)N(r) lnN(r) + C0N(r).

У [132] було розглянуто випадкову аналiтичну функцiю вигляду

g(z, ω1) =
+∞∑
n=0

eiθn(ω1)anz
n, (5.12)

де a0 ̸= 0, sup{|an| : n ∈ N} = +∞ i незалежнi випадковi величини θn(ω1)

рiвномiрно розподiленi на [−π, π). Для таких функцiй доведено наступнi твер-
дження.

Теорема 5.9 ([132]). Нехай g(z, ω1) — випадкова аналiтична функцiя вигляду
(5.12). Тодi для r > r0 i всiх ω1 маємо

Ng(r, ω1) ≤
1

2e
+ lnSg(r),

де

Ng(r, ω1) =
1

2π

2π∫
0

ln |g(reiα, ω1)|dα− ln |a0|, S2
g(r) =

+∞∑
n=0

|an|2r2n.

Теорема 5.10 ( [132]). Iснує абсолютна стала C > 0 така, що для функцiї
g(z, ω1) вигляду (5.12) P1-майже напевно виконується нерiвнiсть

lnSg(r) ≤ Ng(r, ω1) + C lnNg(r, ω1), r0(ω1) ≤ r < +∞. (5.13)

Нехай P = P1 × P2 — прямий добуток ймовiрнiсних мiр P1 i P2, визначених
на (Ω1 × Ω2,A1 × A2). Тут A1 × A2 — мiнiмальна σ-алгебра, яка мiстить усi
A1 × A2 такi, що A1 ∈ A1 та A2 ∈ A2. Нехай εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) є послiдов-
нiстю незалежних випадкових величин, рiвномiрно розподiлених на [−π, π) на
(Ω1,A1, P1), ξn(ω2) ∈ NC(0; 1) на (Ω2,A2, P2), де (Ω1,A1, P1), (Ω2,A2, P2) — два
ймовiрнiснi простори.
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Наслiдок 5.3. Нехай (ζn(ω2)) — послiдовнiсть незалежних однаково розподi-
лених випадкових величин така, що для будь-якого n ∈ Z+ щiльнiсть розпо-
дiлу випадкової величини η = ζn має вигляд pη(z) = h(|z|) та E|η| < +∞,
E( 1

|η|) < +∞. Iснують абсолютна стала C > 0 i множина B ∈ A : P (B) = 1

такi, що для функцiй

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ζn(ω2)anz
n, a0 ̸= 0, lim

n→+∞
an = +∞, lim

n→+∞
n
√

|an| = 1

i всiх ω ∈ B, всiх r ∈ [r0(ω); +∞) отримаємо

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiα, ω)|dα− ln |a0ε0(ω1)ζ0(ω2)| ≥

≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2),

де

S2
f(r, ω2) =

+∞∑
n=1

|an|2|ζn(ω2)|2r2n.

Зауважимо, що якщо функцiя щiльностi ζn(ω1) має наступний вигляд
pζn(z) = q(|z|), n ∈ N, то arg ζn(ω1) рiвномiрно розподiленi на [−π, π).

Оскiльки випадковi величини ξn(ω1) задовольняють умови наслiдку 5.3, бо

pξk(z) = h(|z|) = 1

π
e−|z|2, z ∈ C, k ∈ Z+,

то маємо таке твердження для функцiй вигляду (5.8).

Наслiдок 5.4. Iснують абсолютна стала C > 0 i множина B : P (B) = 1 такi,
що для функцiй вигляду (5.8) i для всiх ω ∈ B i всiх r ∈ [r0(ω); +∞) маємо

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ − ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≥

≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2).

Доведення наслiдку 5.4. З теореми 5.9 випливає, що

lnNg(r, ω1) ≤ 1 + ln lnSg(r)

i за теоремою 5.10 ω1-майже напевно маємо

Ng(r, ω1) ≥ lnSg(r)− C lnNg(r, ω1) ≥ lnSg(r)− (C + 1) ln lnSg(r),

для r0(ω1) ≤ r < +∞. Тому,

P1{ω : (∃r0(ω1))(∀r > r0(ω1)) [Ng(r, ω1) ≥ lnSg(r)− (C + 1) ln lnSg(r)]} = 1.
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Розглянемо випадкову функцiю f(z, ω1, ω2) вигляду (5.8). Визначимо

Af = {(ω1, ω2) : (∃r0(ω1, ω2))(∀r > r0(ω1, ω2))

[Nf(r, ω1, ω2) ≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2)]},

де

S2
f(r, ω2) =

+∞∑
n=0

|εn(ω1)|2|ζn(ω2)|2|an|2r2n =
+∞∑
n=0

|ζn(ω2)|2|an|2r2n.

Розглянемо подiї

F = {ω2 : (∀n ∈ N) [ζn(ω2) ̸= 0]}, H =
{
ω2 : lim

n→+∞
n
√

|an||ζn(ω2)| = 1
}
.

Тодi за лемою 5.5 для ηn = |ζn| маємо P2(H) = 1. Оскiльки E( 1
ζn
) < +∞, то

ймовiрнiсть подiї F

1 ≥ P2(F ) ≥ 1−
+∞∑
n=0

P2{ω2 : ζn(ω2) = 0} = 1.

Позначимо G = F ∩H. Отже, P2(G) = 1. Тодi для фiксованого ω0
2 ∈ G

P1(Af(ω
0
2)):=P1{ω1 : (∃r0(ω1, ω

0
2))(∀r > r0(ω1, ω

0
2))

[Nf(r, ω1, ω
0
2) ≥ lnSf(r, ω

0
2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω

0
2)]} = 1.

Залишається використати теорему Фубiнi

P (Af) =

∫
Ω2

( ∫
Af (ω2)

dP1(ω1)

)
dP2(ω2) ≥

∫
G

( ∫
Af (ω2)

dP1(ω1)

)
dP2(ω2) =

=

∫
G

dP2(ω2) = P2(G) = 1.

Теорема 5.11. Нехай f ∈ A. Тодi P -майже напевно iснує r0(ω) > 0 таке, що
для всiх r ∈ (r0(ω); 1) маємо

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r).

Доведення теореми 5.11. За формулою Єнсена

0 =

r∫
0

n(t, ω)

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ − ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|,

ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| =
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ.
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Отже,

P{ω : n(r, ω) = 0} ≤ P

{
ω : ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| =

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ
}
.

Нехай

A =

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ≥

≥ lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2) + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
,

G1 = {ω : ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≥ ln γ(ω2)},

G2 = G2(r) =

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ≤ ln γ(ω2)

}
,

де γ(ω2) > 1. З наслiдку 5.4 випливає, що P (A) = 1.
Тодi для r > r0(ω)

G1

⋂
G2 =

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ > ln γ(ω2) > ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
,

G1

⋂
G2 ⊂

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ̸= ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
,

G1

⋃
G2 = G1

⋂
G2 ⊃

{
ω :

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ = ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
.

Отож, для r > r0(ω)

P{ω : n(r, ω) = 0} ≤ P (G1 ∪G2) ≤ P (G1) + P (G2), r ↑ 1.

Нехай γ(ω2) = C1 · |a0| · |ξ0(ω2)|, C1 > 1. Тодi ми можемо обчислити ймовiр-
нiсть подiї G1

P (G1) = P
{
ω : ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≥ lnC1 + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|

}
=

= P{ω : lnC1 ≤ 0} = 0

i оцiнити ймовiрнiсть подiї G2 при r > r0(ω)

P (G2) = P (G2 ∩ A) + P (G2 ∩ A) ≤ P (G2 ∩ A) + P (A) = P (G2 ∩ A) =

= P

{
ω : lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2)+
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+ ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≤
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ, ω)|dθ ≤ ln γ(r, ω)

}
≤

≤ P
{
ω : lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2) + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)| ≤

≤ lnC1 + ln |a0ε0(ω1)ξ0(ω2)|
}
=

= P
{
ω : lnSf(r, ω2)− (C + 1) ln lnSf(r, ω2) ≤ lnC1

}
≤

≤ P
{
ω : lnSf(r, ω2) ≤ 2 lnC1

}
= P

{
ω : Sf(r, ω2) ≤ C2

1

}
=

≤ P

{
ω :

∑
n∈N (r)

|ξn(ω2)|2|an|2r2n ≤ C4
1

}
, r ↑ 1.

Функцiя розподiлу випадкової величини |ξn(ω2)|

F|ξn|(x) = 1− exp{−x2}, F|ξn|2(x) = F|ξn|(
√
x) = 1− exp{−x},

F|ξn|2|an|2r2n(x) = F|ξn|2
( x

|an|2r2n
)
= 1− exp

{
− x

|an|2r2n
}

для n ̸∈ N0 та x ∈ R+. Тодi щiльнiсть випадкового вектора

η(ω2) = (|ξ1(ω2)|a1rj1, . . . , |ξjk(ω2)|ajkrjk), jk ∈ N (r),

можна записати у виглядi

pη(x) =


∏

n∈N (r)

1
|an|2r2n exp

{
− xn

|an|2r2n

}
, x ∈ RN (r)

+ ;

0, x ̸∈ RN (r)
+ .

Отже, для r > r0(ω) отримаємо

P

{
ω :

∑
n∈N (r)

|ξn(ω2)|2|an|2r2n ≤ C4
1

}
= P{ω : η(ω2) ∈ W (r)} =

=
∏

n∈N (r)

1

|an|2r2n
·
∫

· · ·
∫

W (r)

∏
n∈N (r)

exp
{
− xn
|an|2r2n

}N(r)∏
j=1

dxj ≤

≤ exp(−s(r)) ·measN(r)W (r), (5.14)

де

W (r) =

{
x ∈ RN(r)

+ :
∑

n∈N (r)

xn ≤ C4
1

}
.

Для C > 0 маємо таку рiвнiсть

measn

{
x ∈ Rn

+ :
n∑
i=1

xi ≤ C

}
=
Cn

n!
.
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З цiєї рiвностi i формули Стiрлiнга

n! =
√
2πn

(n
e

)n
· exp

{
− θn
12n

}
, θn ∈ [0; 1], n ∈ N,

випливає, що

ln
(
measN(r)W (r)

)
≤ −1

2
ln(2π)− 1

2
lnN(r)−N(r) lnN(r) +

1

12N(r)
+

+N(r) + 4N(r) lnC1 ≤ −N(r)(lnN(r)− 1− 4 lnC1).

Виберемо C1 = 2. Врахувавши (5.14), отримаємо

p0(r) ≥ s(r) +N(r) lnN(r)− 4N(r)

для r > r0(ω).

З леми 5.8 i теорем 5.8 та 5.11 випливає таке твердження.

Теорема 5.12. Нехай ε > 0 i f ∈ A такi, що

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4. (5.15)

Тодi iснують множина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри та P -майже
напевно r0(ω) > 0 такi, що для всiх r ∈ (r0(ω); 1) \ E виконується нерiвнiсть

(1− ε)N(r) lnN(r) ≤ p0(r)− s(r) ≤ (1 + e+ ε)N(r) lnN(r), (5.16)

а саме,

0 ≤ lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
, lim

r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
≤ 1

2− 1
α

(5.17)

та
lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
= 1.

Доведення. З (5.16) випливає, що для r ∈ (r0(ω); 1) \ E маємо

lnN(r) + ln lnN(r)− 1

lnN(r)
≤ ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
≤ lnN(r) + ln lnN(r) + 2

lnN(r)
,

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
= 1.

За лемою 5.8 отримуємо для довiльного δ > 0 при r ↑ 1

s1+δ(r) > s(r) ln2 s(r) > N2(r)(1− r), ln s(r) >
1

1 + δ

(
2 lnN(r)− ln

1

1− r

)
,

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= lim

r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
· lnN(r)

ln s(r)
=
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= lim
r↑1
r/∈E

lnN(r)

ln s(r)
≤ (1 + δ) lim

r↑1
r/∈E

lnN(r)

2 lnN(r)− ln 1
1−r

= (1 + δ) lim
r↑1
r/∈E

1

2− ln 1
1−r

lnN(r)

=

= (1 + δ)
1

2− lim
r↑1
r/∈E

ln 1
1−r

lnN(r)

= (1 + δ)
1

2−

(
lim
r↑1
r/∈E

lnN(r)

ln 1
1−r

)−1 = (1 + δ)
1

2− 1
α

.

Оскiльки δ є довiльне, то

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
≤ 1

2− 1
α

.

З N(r) > 1 i s(r) > 1, r ↑ 1, випливає, що

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= lim

r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
· lnN(r)

ln s(r)
= lim

r↑1
r/∈E

lnN(r)

ln s(r)
≥ 0.

Приклади на точнiсть нерiвностей (5.17) у випадку α = +∞.

Теорема 5.13. Iснують випадкова аналiтична функцiя f ∈ A : α = +∞, мно-
жина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри такi, що

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
=

1

2
.

Доведення. Позначимо

h(z) =
+∞∑
n=0

anz
n, h(z, ω) =

+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n,

де an = exp{ n+5
ln ln(n+5)}, n ∈ Z+. Тодi

Mh(r) =
+∞∑
n=0

anr
n =

+∞∑
n=0

exp
{ n+ 5

ln ln(n+ 5)
− n ln

1

r

}
.

Розглянемо функцiю g(x) = x+5
ln ln(x+5) − x ln 1

r , x ≥ 0. Тодi

g′(x) =
ln ln(x+ 5)− 1

ln(x+5)

ln2 ln(x+ 5)
− ln

1

r
=

=
1

ln ln(x+ 5)

(
1− 1

ln(x+ 5) ln ln(x+ 5)

)
− ln

1

r
= 0.

Нехай xmax(r) — точка максимуму функцiї g(x). Тодi

lim
r↑1

xmax(r) = +∞
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i для r ↑ 1 маємо
1

ln ln(xmax(r) + 5)
< 2 ln

1

r
, xmax(r) > exp2

{ 1

2 ln 1
r

}
−5,

νh(r) > exp2

{ 1

2 ln 1
r

}
−5 > exp2

{ 1

3(1− r)

}
, r ↑ 1.

Тому,

exp{g(xmax)} ≥ µh(r) ≥ exp
{
g
(
exp2

{ 1

2 ln 1
r

}
−5
)}

≥

≥ exp
{
exp2

{ 1

2 ln 1
r

}(
2 ln

1

r
− ln

1

r

)}
=

= exp
{
exp2

{ 1

2 ln 1
r

}
ln

1

r

}
> exp3

{1
3

1

1− r

}
,

ln s(r) > ln lnµh(r) > exp
{1
3

1

1− r

}
,

та

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

≥ lim
r↑1

ln νh(r)

ln 1
1−r

≥ lim
r↑1

exp{ 1
3(1−r)}

ln 1
1−r

= +∞. (5.18)

За лемою 5.8 iснує множина E ⊂ [0; 1) скiнченної логарифмiчної мiри така,
що для всiх r ∈ [0; 1)\E маємо

N(r) <
2√
1− r

√
s(r) ln s(r) ≤

√
s(r) ln2 s(r). (5.19)

З

lnµh(r)− lnµh(r0) =

r∫
r0

νh(t)dt

t
≤ νh(r)(ln r − ln r0),

випливає, що для будь-якого r > r2 > r0 iснує стала c > 0 така, що

νh(r) ≥
lnµh(r)− lnµh(r0)

ln r − ln r0
≥ c lnµh(r)

− ln r0
.

Зауважимо, що послiдовнiсть

an = exp
{ n+ 5

ln ln(n+ 5)

}
, n ∈ Z+,

є логарифмiчно ввiгнутою. Тодi для будь-якого r ∈ [0; 1) : N(r) > νh(r). Отож,

s(r) < (N(r) + 1) lnµh(r) < 2(N(r) + 1)
1

c
ln

1

r0
νh(r) ≤

≤ 1

c
ln

1

r0
(N(r) + 1)N(r) < N 2(r), r ↑ 1. (5.20)

З (5.18) випливає, що функцiя h(z, ω) задовольняє умови теореми 5.12 (α =
+∞). Врахувавши (5.19) та (5.20) отримаємо для r ∈ [0; 1)\E маємо√

s(r) < N(r) <
√
s(r) ln2 s(r),
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lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= lim

r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

lnN(r)
· lnN(r)

ln s(r)
=

1

2
.

Теорема 5.14. Iснують випадкова аналiтична функцiя f ∈ A : α = +∞, мно-
жина E ⊂ [0; 1) нульової щiльностi, тобто (тут meas — мiра Лебега на прямiй)

DE = lim
r↑1

1

1− r
meas(E ∩ [r; 1)) = 0,

такi, що

lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= 0.

Доведення. Розглянемо випадковi аналiтичнi функцiї

h(z) =
+∞∑
n=0

anz
n, g(z) =

∑
n∈N ∗

anz
n,

де

an = exp
{ n+ 5

ln ln(n+ 5)

}
, N ∗ = {n : n = [ek] + 1 для деякого k ∈ Z+}.

Тут [ek] означає цiлу частину дiйсного числа ek. Позначимо

Nh(r) = {n ∈ Z+ : ln(|an|rn) > 0}\{0}, Ng(r) = {n ∈ N ∗ : ln(|an|rn) > 0},
sh(r) = 2

∑
n∈Nh(r)

ln(|an|rn), sg(r) = 2
∑

n∈Ng(r)

ln(|an|rn).

Зауважимо, що послiдовнiсть

an = exp
{ n+ 5

ln ln(n+ 5)

}
, n ∈ Z+,

є логарифмiчно ввiгнутою i Nh(r) = {0, . . . , Nh(r) − 1}. Тодi за означенням
Ng(r) маємо

Ng(r) ≤ 2 lnNh(r), r ↑ 1.

Оскiльки h(z) задовольняє умову (1.33), то ([194]) iснує множина E нульової
щiльностi така, що для r ∈ [0; 1)\E виконується нерiвнiсть

Ng(r) ≤ 2 lnNh(r) ≤ 2 ln(lnµh(r) ln
5(lnµh(r))) < 4 ln lnµh(r).

З iншого боку,

Ng(r) ≥
1

2
lnNh(r) ≥

1

2
ln νh(r) ≥

1

2
ln
(c lnµh(r)

− ln r0

)
≥ 1

3
ln lnµh(r) ≥

≥ 1

3
exp
{1
3

1

1− r

}
≥ exp

{1
4

1

1− r

}
, r ↑ 1.
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Тому,

α = lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

≥ 1

4
lim
r↑1

1
1−r

ln 1
1−r

= +∞, r ↑ 1.

Зауважимо, що

min{n ∈ N ∗ : n > νg(r)} ≤ [eνg(r)] + 1 < (e+ 1)νg(r).

Зафiксуємо r > 0. Розглянемо функцiю

y(t) = ln(a(t)rt) =
t+ 5

ln ln(t+ 5)
− t ln

1

r
.

Графiк функцiї y(t) проходить через точки (0; 5
ln ln 5) i (νg(r); lnµg(r)). Якщо

νg(r) ≤ νh(r), то з ввiгнутостi функцiї y(t) випливає, що точка (νh(r); lnµh(r))
належить трикутнику з вершинами

(νg(r); lnµg(r)), ((e+ 1)νg(r); lnµg(r)) та ((e+ 1)νg(r); (e+ 1) lnµg(r)).

Тодi

lnµh(r) < (e+ 1) lnµg(r) < 4 lnµg(r), sg(r) ≥ 2 lnµg(r) ≥
lnµh(r)

2
, r ↑ 1.

Якщо ж νg(r) > νh(r), то позначимо

ν∗g(r) = min{n < νh(r) : n ∈ N ∗}, µ∗g(r) = aν∗r
ν∗.

З ввiгнутостi функцiї y(t) випливає, що точка (νh(r); lnµh(r)) належить три-
кутнику з вершинами

(ν∗g(r); lnµ
∗
g(r)), ((e+ 1)ν∗g(r); lnµ

∗
g(r)) та ((e+ 1)ν∗g(r); (e+ 1) lnµ∗g(r)).

Тодi

lnµh(r) ≤ (e+ 1) lnµ∗g(r) ≤ (e+ 1) lnµg(r), sg(r) ≥ 2 lnµg(r) ≥
2

e+ 1
lnµg(r).

Отже,

sg(r) ≥
2

e+ 1
lnµh(r).

Для функцiї g(z) маємо

0 ≤ lim
r↑1
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))

ln s(r)
= lim

r↑1
r/∈E

lnNg(r)

ln sg(r)
≤ lim

r↑1
r/∈E

ln(4 ln lnµh(r))

ln( lnµh(r)
2 )

= 0.

Зауважимо, що для f ∈ A та r > r2 > r1 iснує така C1 > 0, що

lnµf(r)− lnµ(r1) =

r∫
r1

νf(t)dt

t
≤ νf(r)(ln r − ln r1),
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νf(r) ≥
lnµf(r)− lnµ(r1)

ln r − ln r1
≥ C1 lnµf(r)

− ln r1
.

Якщо ми додатково припустимо, що послiдовнiсть (an) є логарифмiчно ввi-
гнутою, то

N(r) > νf(r) >
C1 lnµf(r)

− ln r1
, r ↑ 1.

Отже, якщо послiдовнiсть (an) є логарифмiчно ввiгнутою, то умову (5.15) у
теоремi 5.12 можна замiнити на

lim
r↑1

ln lnµf(r)

ln 1
1−r

> 4.

Останнiй факт приводить нас до наступного припущення.

Гiпотеза 5.1. Якщо послiдовнiсть (an) є логарифмiчно ввiгнутою, то умову
(5.15) у теоремi 5.12 можна замiнити на

lim
r↑1

ln lnµf(r)

ln 1
1−r

> 1.

Гiпотеза 5.2. Умову (5.15) у теоремi 5.12 можна замiнити на α > 1.

Основнi здобутки п’ятого роздiлу:
1) отриманi оцiнки зверху i знизу для ймовiрностi вiдсутностi нулiв для ви-

падкових цiлих функцiй;
2) побудовано приклади на точнiсть верхнiх та нижнiх оцiнок цiєї ймовiрно-

стi для випадкових цiлих функцiй;
3) для класу аналiтичних функцiй, який визначається додатковою умовою

на мiнiмально можливу швидкiсть зростання при наближеннi до межi оди-
ничного круга, доведено точнi асимптотичнi оцiнки ймовiрностi вiдсутно-
стi нулiв.

Результати п’ятого роздiлу опублiковано в статтях [120,121], а також допо-
вiдалися на конференцiї [126] та наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 6. АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI IНТЕГРАЛIВ
ЛАПЛАСА-СТIЛТ’ЄСА

6.1. Про спiввiдношення Бореля для iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса

Нехай R+ = [0;+∞), ν є невiд’ємною мiрою на R+ з необмеженим носi-
єм supp ν i f(x) — довiльна невiд’ємна ν-вимiрна функцiя на R+. Через I(ν)
позначаємо клас функцiй F : R → R вигляду

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du). (6.1)

Для F ∈ I(ν) та x ∈ R позначимо

µ∗(x, F ) = sup{f(u)exu : u ∈ supp ν}.

Зазначимо, що умова (∀x ∈ R) : µ∗(x, F ) < +∞ виконується, тодi i тiльки
тодi, коли (наприклад, див. [22,159])

lim
u→+∞
u∈supp ν

− ln f(u)

u
= +∞.

Позначимо через L клас невiд’ємних неперервних функцiй ψ : R+ → R+

таких, що ψ(t) → +∞ при t → +∞ i через L+ пiдклас функцiй ψ ∈ L таких,
що ψ(t) ↗ +∞ при t→ +∞.

Нехай Φ ∈ L+. Через I(ν,Φ) ми позначимо клас функцiй F ∈ I(ν) таких,
що

(∃c > 0) : lnF (x) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0),

I∗(ν,Φ) := {F ∈ I(ν) : (∃c > 0)(∃xj → +∞)[ lnF (x) ≤ Φ(cx) (x = xj, j ≥ 1)]}.

Доведемо таку теорему.
Теорема 6.1. Нехай Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ I(ν,Φ0). Якщо умови

(∀η > 0) : ln ν0(ηΦ(t)) = o(tΦ(t)) (t→ +∞) (6.2)

та

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
= 0, ν0(t) := ν((0, t]) (6.3)

виконуються, то спiввiдношення

lnF (x) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x, F ) (6.4)

виконується при x→ +∞ (x ̸∈ E), де E — множина нульової лiнiйної нижньої
щiльностi, тобто DE = 0.
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Зауважимо, що з умов (6.3) випливає, що рiвнiсть

lim
t→∞

ln ν0(ηΦ(t))

tΦ(t)
= 0

виконується для кожного η > 0.
Наступна теорема вказує, що умова (6.3) є необхiдною умовою теореми 6.1.

Теорема 6.2. Нехай Φ ∈ L+. Якщо умови

(∃η > 0)(∃b > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
> b,

+∞∫
0

e−ηtdν0(t) < +∞ (6.5)

виконуються, то для кожного h > 0 iснує функцiя F ∈ I(ν,Φ0), Φ0(x) = xΦ(x),
така, що для всiх x ≥ x0 виконується нерiвнiсть

lnF (x) ≥ (1 + h) lnµ∗(x, F ).

Гiпотеза 6.1. Твердження теореми 6.1 правильне без умови (6.2).

Гiпотеза 6.2. Твердження теореми 6.2 є правильне без другої умови (6.5).

Зауваження 6.1. Очевидно, що друга умова (6.5) виконується, тодi i тiльки
тодi, коли ln ν0(t) = O(t) (t→ +∞).

Визначимо клас додатних функцiй

L(Φ) =

{
ψ ∈ L+ : (∀b > 0)

[
lim
t→+∞

1

t

bΦ(t)∫
dψ−1(x)

x
= 0

]
,

Φ(t) = o (ψ(tΦ(t))) (t→ +∞)

}
.

Нам потрiбнi такi двi леми.

Лема 6.1 ([2, 26]). Нехай φ, ψ ∈ L+ — такi двi функцiї, що

A1(R)
def
=

1

φ(R)

R∫
dψ−1(t)

t
= o(1) (R → +∞, R ∈ G), G ⊂ R+,

та R = o(ψ(Rφ(R))) (R → +∞). Тодi

A2(R)
def
=

1

φ(R)

Rφ(R)∫
dx

ψ(x)
= o(1) (R → +∞, R ∈ G).

Зауваження 6.2. Умови R = o(ψ(Rφ(R))) (R → +∞) та

(∀b > 0) : ψ−1(R) = o(Rφ(bR)) (R → +∞)

еквiвалентнi.
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Лема 6.2. Нехай Φ1 ∈ L, ψ ∈ L(Φ1). Якщо g(x) — додатна диференцiйовна не-
спадна функцiя на [0; +∞) така, що g(x) ≤ xΦ1(x) (x ≥ x0), тодi для множини
E = {x ≥ 0: g′(x) ≥ ψ(g(x))} маємо

1

R
meas(E ∩ [0, R]) → 0 (R = Rj → +∞)

для деякої послiдовностi 0 < Rj ↑ +∞ (1 ≤ j ↑ +∞).

Доведення. Умова ψ ∈ L(Φ1), Φ1 ∈ L+ означає, що iснує послiдовнiсть (Rj)
така, що 0 < Rj ↑ +∞ (1 ≤ j ↑ +∞) i

1

R

Φ1(R)∫
0

dψ−1(x)

x
→ 0 (R = Rj → +∞).

Отже, використовуючи лему 6.1 отримуємо

1

R
meas(E ∩ [0, R]) ≤ 1

R

∫
E∩[0,R]

g′(x)

ψ(g(x))
dx ≤ 1

R

g(R)∫
0

du

ψ(u)
≤ 1

R

RΦ1(R)∫
0

du

ψ(u)
= o(1),

(R = Rj → +∞).

Доведення теореми 6.1. З умов (6.2) та (6.3) випливає, що iснує така функцiя
ψ ∈ L+ :

(∀b > 0) : ψ−1(bΦ(R)) = o(RΦ(R)), lim
R→+∞

1

R

bΦ(R)∫
0

dψ−1(t)

t
= 0,

ln ν0(R) = o
(
ψ−1(R)

)
(R → +∞), (6.6)

тобто, зокрема, за зауваженням 6.2 маємо, що ψ ∈ L(Φ).
Для будь-якого фiксованого x > 0 отримаємо∫

u>2(lnF (x))′

f(u)euxν(du) ≤
∫

u≥2(lnF (x))′

u

2(lnF (x))′
f(u)euxν(du) ≤

≤ 1

2(lnF (x))′

+∞∫
0

uf(u)euxν(du) =
F (x)

2
.

Тому

F (x) ≤
∫

u≤2(lnF (x))′

f(u)euxν(du) +
F (x)

2

та для кожного x > 0

F (x) ≤ 2

∫
u≤2(lnF (x))′

f(u)euxν(du) ≤ 2µ∗(x)ν0
(
2(lnF (x))′

)
. (6.7)
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Застосувавши лему 6.2 з

g(x) = lnF (x), Φ1(x) = Φ(x) та ψ(t) =
1

2
ψ1(t),

одержимо

g′(x) ≤ 1

2
ψ1(g(x))

для всiх x ∈ R+\E, DE = 0. Отже, використовуючи (6.6) та (6.7), ми отримаємо

lnF (x) ≤ ln 2 + lnµ∗(x) + ln ν0
(
2g′(x))

)
≤ ln 2 + lnµ∗(x) + ln ν0

(
ψ1(g(x))

)
≤

≤ ln 2 + lnµ∗(x) + o(lnF (x)), x→ +∞ (x ∈ R+ \ E).

Отож, (1 + o(1)) lnF (x) ≤ lnµ∗(x, F ) при x→ +∞ (x ∈ R+ \ E).

Доведення теореми 6.2. Подiбно до [189] позначимо

N0(t) =

t∫
1

ν0(x)

x
dx, ν0(t) = ν(0; t], B =

1

1 + h
, h > 0,

ψ(u) = −Bu
u∫

1

ln (N0(0, 5(t+ 1))/ln(t+ 1))

t2
dt,

f(u) =

{
exp{ψ(u)}, u ≥ 1;

1, 0 < u ≤ 1.

Доведемо, що функцiя F , яка визначається iнтегралом вигляду (6.1), нале-
жить до класу I(ν). Дiйсно, з умови

+∞∫
0

e−ηtdν0(t) < +∞

випливає, що

F (x) =

+∞∫
0

f(u)exuν(du) =

+∞∫
0

f(u)exudν0(u) ≤ µ∗(x+η, F )·
+∞∫
0

e−ηudν0(u). (6.8)

Для кожного фiксованого x ∈ R+ розглянемо функцiю ψ0(u, x) = ψ(u)+xu.
Очевидно, що ψ0(u, x) є ввiгнутою функцiєю для u ≥ 1 i кожного фiксованого
x ∈ R+ та має єдину точку максимуму u = u(x) ∈ [1; +∞). Можемо знайти цю
точку з рiвняння

∂ψ

∂u
= −B

u∫
1

t−2 ln

(
N0(0, 5(t+ 1))

ln(t+ 1)

)
dt− B

u
ln

(
N0(0, 5(u+ 1))

ln(u+ 1))

)
+x = 0,

i також ψ(u, x) ≥ ψ(1, x) = x ≥ 0 (1 ≤ u ≤ u, x ≥ 0). Отже,

lnµ∗(x, F ) = sup{ln f(u) + xu : u ∈ supp ν} ≤ max{ψ(u) + ux : u ≥ 1} =
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= ψ(u) + ux = B ln

(
N0(0, 5(u+ 1))

ln(u+ 1))

)
≤

≤ B ln ν0(0, 5(u+ 1)) ≤ B ln ν0(u) < +∞, (6.9)
та F ∈ I(ν). З iншого боку, для x ≥ 0 ми отримаємо

F (x) ≥
u∫

0

f(u)exuν(du) ≥
u∫

0

ν(du) = ν0(u)− ν0(0) = ν0(u).

Використовуючи нерiвнiсть (6.9), маємо

lnF (x) ≥ ln ν0(u) ≥
1

B
lnµ∗(x, F ) = (1 + h) · lnµ∗(x, F ) (x ≥ x0).

З перших умов у (6.5) випливає, що виконується умова

(∃η > 0)(∃b > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

ln ν0(t)

t2
dt > b.

Припустимо, що

(∀δ > 0) : lim
R→+∞

1

R

δΦ(R)∫
0

ln ν0(t)

t2
dt = 0.

Тодi також для кожного фiксованого η > 0 iснує таке Rj → +∞ (j → +∞),
що

max

{
1

R

2ηΦ(R)∫
0

ln ν0(t)

t2
dt,

1

R

2ηΦ(R)∫
ηΦ(R)

ln ν0(t)

t2
dt

}
=

1

R

2ηΦ(R)∫
0

ln ν0(t)

t2
dt→ 0

при R = Rj → +∞. З нерiвностi

1

R

2ηΦ(R)∫
ηΦ(R)

ln ν0(t)

t2
dt ≥ ln ν0(ηΦ(R))

2ηRΦ(R)
(R > 0),

одержимо
ln ν0(ηΦ(R))

RΦ(R)
→ 0 (R = Rj → +∞).

Але

0 < b <
1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
=

ln ν0(ηΦ(R))

ηRΦ(R)
+

1

R

ηΦ(R)∫
0

ln ν0(t)

t2
dt ≤

≤ ln ν0(ηΦ(R))

ηRΦ(R)
+

1

R

2ηΦ(R)∫
0

ln ν0(t)

t2
dt→ 0 (R = Rj → +∞).
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Ми отримали суперечнiсть.
Зауважимо, що

N0(t) ≥
t∫

t/e

ν0(x)

x
dx ≥ ν0

( t
e

)
≥ ν0

( t
3

)
(t > 0).

Тодi
y∫

1

ln (N0((t+ 1)/2)/ln(t+ 1))

t2
dt ≥

y∫
1

ln (ν0 ((t+ 1)/6)/ln(t+ 1))

t2
dt ≥

≥
y∫

1

ln ν0 (t/6)

t2
dt−

y∫
1

ln ln(t+ 1)

t2
dt ≥ 1

6

y/6∫
0

ln ν0(u)

u2
du− c,

де c > 0 — деяка стала. Звiдси за умови (6.5) отримуємо
6ηΦ(R)∫
1

ln (N0((t+ 1)/2)/ln(t+ 1))

t2
dt ≥ 1

6

ηΦ(R)∫
0

ln ν0(u)

u2
− c ≥ bR

12
(R ≥ R0),

та
ln f(u) = ψ(u) ≤ −bB

12
· uφ

( u
6η

)
= −c1uφ(c2u) (u ≥ 6ηΦ(r0)),

де функцiя φ є оберненою функцiєю до Φ, а c1, c2 > 0. Тодi для достатньо
великих x маємо

lnµ∗(x, F ) ≤ max{max{ψ(u) + xu : u ≥ 6ηΦ(r0)},
max{ψ(u) + xu : 0 ≤ u < 6ηΦ(r0)}} ≤

≤ max{−c1uφ(c2u) + xu : u ≥ 6ηΦ(r0)} ≤

≤ max
{
− c1
c2
vΦ(v) +

x

c2
Φ(v) : v ≥ 0

}
=

= max
{x− c1v

c2
Φ(v) : 0 ≤ v ≤ x

c1

}
≤ x

c2
Φ
( x
c1

)
.

Зрештою, з (6.8) випливає, що F ∈ I(ν,Φ0).

Сформулюємо тепер деякi наслiдки. Нехай λ = (λn) — така послiдовнiсть,
що

0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑ +∞),

та
ν(E) :=

∑
λn∈E

δλn(E)

для кожної обмеженої множини E ⊂ R+, де δλ(E) = 1 при λ ∈ E i δλ(E) = 0 в
iнших випадках. Тодi для функцiї F ∈ I(ν) та x ≥ 0 маємо цiлий ряд Дiрiхле

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du) =
+∞∑
n=0

f(λn)e
xλn.
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Позначимо H(λ,Φ) клас цiлих рядiв Дiрiхле з фiксованою послiдовнiстю
показникiв λ вигляду

F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn,

таких, що

(∃c > 0) : lnM(x, F ) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0), M(x, F ) :=
+∞∑
n=0

|an|ezλn.

З теореми 6.1 отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 6.1. Нехай Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ H(λ,Φ0). Якщо умови

(∀η > 0) : lnn(ηΦ(t)) = o(tΦ(t)) (t→ +∞) (6.10)

та

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d lnn(t)

t
= 0, n(t) :=

∑
λn≤t

1,

виконуються, то

lnM(x, F ) = (1 + o(1)) lnµ(x, F ), x→ +∞, (x ̸∈ E),

де E — множина нульової нижньої лiнiйної щiльностi, тобто DE = 0,

M(x, F ) = sup{|F (x+ iy)| : y ∈ R}, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}.

У [186, теорема 2] ми знаходимо твердження наслiдку 6.1 з умовою

sup
{ lnn
λn

: n ≥ m
}
= O

( lnm
λm

)
(m→ +∞) (6.11)

замiсть умови (6.10). Зауважимо, що з умови (6.11) випливає, що lnn = O(λn)
(n→ +∞), тобто lnn(t) = O(t) (t→ +∞). Таким чином, умова (6.10) випливає
з умови (6.11).

Твердження наслiдку 6.1 також випливає з теореми 3 у [188].
З теореми 6.2 маємо наступний наслiдок (див. також [186, Теорему 2]).

Наслiдок 6.2. Нехай Φ ∈ L+. Якщо умови

(∃η > 0)(∃b > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d lnn(t)

t
> b,

+∞∫
0

e−ηtdn(t) < +∞

виконуються, то для кожного h > 0 iснує функцiя F ∈ H(λ,Φ) така, що для
всiх x ≥ x0 виконується нерiвнiсть

lnM(x, F ) ≥ (1 + h) lnµ(x, F ).
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З умови (6.11) випливає, що lnn(t) = O(t) (t → +∞). Тому згiдно з заува-
женням 6.1

+∞∫
0

e−ηtdn(t) < +∞

для деякого достатньо великого η > 0.
Нехай ν — дискретна мiра на R+ з необмеженим носiєм. З результатiв у

статтях [68,162] випливає, що обмеженiсть мiри Лебега виняткової множини E
у теоремi A є найкращим її описом у цьому випадку (подiбнi твердження в класi
кратних рядiв Дiрiхле див. [190] та в класi iнтегралiв Лапласа кiлькох змiнних
див. [195]).

6.2. Про зростання iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса

Для цiлої функцiї

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

позначимо через

ϱ(f) = lim
r→+∞

ln lnMf(r)

ln r
її порядок, а

σ(f) = lim
r→+∞

lnMf(r)

rϱ

її тип. Використовуючи формулу Адамара для знаходження цих характери-
стик, Е. Г. Келiс довiв такi двi теореми.
Теорема 6.3 ([53]). Припустимо, що цiлi функцiї

f1(z) =
∞∑
n=0

an,1z
n та f2(z) =

∞∑
n=0

an,2z
n

мають скiнченнi порядки та регулярне зростання (у сенсi однакового порядку
ϱ(f) i нижнього порядку ϱ(f)) i послiдовностi (|an,1/an+1,1|) та (|an,2/an+1,2|)
неспаднi при n ≥ n0. Якщо

ln(1/|an|) = (1 + o(1))
√

ln(1/|an,1|) ln(1/|an,2|), n→ ∞,

то f — функцiя регулярного зростання i
ϱ(f) =

√
ϱ(f1)ϱ(f2).

Теорема 6.4 ([53]). Нехай функцiї f1 i f2 з теореми I мають однаковi порядки
ϱ(f1) = ϱ(f2) = ϱ ∈ (0;+∞) i типи σ(f1) = σ1, σ(f2) = σ2. Також припустимо,
що an,1 ̸= 0 та |an,2| ≥ |an,1|/l(1/|an,1|) для всiх n ≥ n0, де l є повiльно змiнною
функцiєю. Якщо

|an| = (1 + o(1))
√

|an,1||an,2|, n→ ∞,

тодi функцiя f має порядок ϱ(f) = ϱ i тип σ(f) ≤ √
σ1σ1.
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Зазначимо, що Р. С. Л. Cрiвастава ([201,202]) намагався довести теорему 6.3
без припущень an,1 ̸= 0 та |an,2| ≥ |an,1|/l(1/|an,1|) для всiх n ≥ n0 i теорему 6.4
без умови спадання послiдовностей (|an,1/an+1,1|) та (|an,2/an+1,2|). На хибнiсть
таких тверджень було вказано у Math. Rev., 1963, V.25, №2204, №2206.

У [4] аналоги теорем 6.3 i 6.4 доводяться для цiлих рядiв Дiрiхле. Тут ми
отримаємо такi теореми для iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса.

Нехай V — клас невiд’ємних неспадних необмежених та неперервних справа
на [0; +∞) функцiй F .

Перетворення Лапласа–Стiлт’єса дiйсної функцiї g зазвичай задається iнте-
гралом Лебега–Стiлт’єса у виглядi

∫ +∞
0 ezxdg(x). Запишемо це перетворення в

iншiй формi. Iнтегралом Лапласа–Стiлт’єса ([27,177]) називається

I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R, (6.12)

для невiд’ємної на [0; +∞) функцiї f . Iнтеграл (6.12) є прямим узагальненням
звичайного iнтеграла Лапласа I(σ) =

∫∞
0 f(x)exσdx i ряду Дiрiхле

D(σ) =
∞∑
n=0

ane
λnσ

з невiд’ємними коефiцiєнтами an та показниками λn, 0 ≤ λn ↑ +∞ (n → ∞),
якщо ми виберемо

F (x) = n(x) =
∑
λn≤x

1, f(λn) = an ≥ 0

для всiх n ≥ 0 (див. також [27,131]).
Нехай

µ(σ) = µ(σ, I) = max{f(x)exσ : x ≥ 0}, σ ∈ R,
— максимум пiдiнтегральної функцiї, σc — абсциса збiжностi iнтегралу (6.12)
та σµ — абсциса iснування максимуму пiдiнтегральної функцiї. Тодi ([177, с. 8])

σµ = lim
x→+∞

1

x
ln

1

f(x)

i якщо lnF (x) = o(x) або lnF (x) = o(ln f(x)) при x → +∞, то ([177, с. 13])
σc ≤ σµ. Також зауважимо, що якщо lnF (x) = O(x) при x→ +∞ та σµ = +∞,
то ([177, с. 11]) σc = +∞.

Щоб отримати нерiвнiсть σc ≥ σµ, введемо поняття регулярного зростання
f вiдносно F . Будемо казати, що додатна функцiя f має регулярне зростання
вiдносно F , якщо iснують a ≥ 0, b ≥ 0 та h > 0 такi, що для всiх x ≥ a

x+b∫
x−a

f(t)dF (t) ≥ hf(x).
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Тодi [177, с. 21], якщо F ∈ V i f мають регулярне зростання вiдносно F , то
σc ≤ σµ. Таким чином, якщо F ∈ V та f мають регулярну варiацiю вiдносно F
i якщо або lnF (x) = o(x), або lnF (x) = o(ln f(x))) при x→ +∞, то σc = σµ.

Надалi припустимо, що σc = σµ = +∞.

Узагальненi порядки. Нехай L — клас неперервних зростаючих функцiй α
таких, що α(x) ≥ 0 для x ≥ x0, α(x) = α(x0) для x ≤ x0, i на [x0; +∞) функцiя
α зростає до +∞. Будемо казати, що α ∈ L0, якщо α ∈ L i

α(x(1 + o(1))) = (1 + o(1))α(x), x→ +∞;

далi, α ∈ Lsi, якщо α ∈ L i для будь-якого c > 0 α(cx) = (1 + o(1))α(x)
при x → +∞. Очевидно, що Lsi ⊂ L0. Функцiї з Lsi називаються повiльно
зростаючими. Надалi нам буде потрiбна наступна лема.

Лема 6.3 ([176]). Нехай β ∈ L та

B(δ) = lim
x→+∞

β((1 + δ)x)

β(x)
, δ > 0.

Тодi для того, щоб β ∈ L0 необхiдно i достатньо, щоб B(δ) → 1 при δ → 0.

Нехай α ∈ L, β ∈ L та G — довiльна функцiя на [σ0; +∞). Значення

ϱαβ(G) = lim
σ→+∞

α(G(σ))

β(σ)
(6.13)

називається узагальненим порядком G. Якщо ми виберемо G(σ) = ln I(σ),
то з (6.13) ми отримаємо означення узагальненого порядку ϱαβ(I) iнтегралу
Лапласа-Стiлт’єса (6.12). Також визначимо

kαβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
f(x)

) .
Спочатку зауважимо, що якщо функцiї α ∈ L0 i β ∈ L0 неперервно диференцi-
йовнi та для кожного ϱ ∈ (0;+∞)

dβ−1(α(x)/ϱ)

d lnx
= O(1), x→ +∞, (6.14)

тодi ([177, с. 77]) ϱαβ(lnµ) = kαβ(f), i якщо для кожного ϱ ∈ (0;+∞)

lnF (x) = o

(
xβ−1

(
α(x)

ϱ

))
, x→ +∞, (6.15)

то ([177, с. 77]) ϱαβ(I) ≤ ϱαβ(lnµ). З iншого боку, якщо f має регулярну варiацiю
вiдносно F , тодi ([177, с. 81]) ϱαβ(I) ≥ ϱαβ(lnµ) для кожного α ∈ L0 та β ∈ L.

Теорема 6.5. Нехай F ∈ V , f мають регулярну варiацiю вiдносно F , а функцiї
α ∈ Lsi i β ∈ L0 задовольняють умову (6.14). Якщо F задовольняє умову (6.15),
тодi ϱαβ(I) = kαβ(f).
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Тепер позначимо

λαβ(I) = lim
σ→+∞

α(ln I(σ))

β(σ)
, λαβ(lnµ) = lim

σ→+∞

α(lnµ(σ))

β(σ)
,

καβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
f(x)

) .
Твердження 6.1. Якщо α ∈ L i β ∈ L0 тодi λαβ(lnµ) ≥ καβ(f).

Дiйсно, якщо καβ(f) > 0, то для кожного κ ∈ (0, καβ(f)) i всiх x ≥ x0 =
x0(κ) маємо ln f(x) ≥ −xβ−1(α(x)/κ)). Отже,

lnµ(σ) ≥ −xβ−1(α(x)/κ)) + xσ

для всiх σ i x ≥ x0. Вибираючи x = α−1(κβ(σ−1)) ≥ x0 для σ ≥ σ0, отримуємо
lnµ(σ) ≥ a−1(κβ(σ − 1)) = a−1(κ(1 + o(1))β(σ)), σ → +∞.

Отже, λαβ(lnµ) ≥ κ i з огляду на довiльнiсть κ маємо λαβ(lnµ) ≥ καβ(f).
Якщо καβ(f) = 0, то ця нерiвнiсть очевидна.
Твердження 6.2. Нехай α ∈ Lsi, β ∈ L0 i виконується умова (6.14). Якщо
функцiя v(x) = −(ln f(x))′ неперервна i зростає на [x0; +∞), то λαβ(lnµ) ≤
καβ(f).

Дiйсно, оскiльки v(x) = −(ln f(x))′ неперервна та зростаюча на [x0; +∞),
функцiя ln f(x)+σx має єдину точку x максимуму таку, що σ = v(x) i lnµ(σ) =
ln f(x) + σx, де σ = v(x).

Припустимо, що καβ(f) < +∞. Тодi для кожного κ > καβ(f) iснує така
послiдовнiсть (xk) ↑ +∞, що

ln f(xk) ≤ −xkβ−1(α(xk)/κ)).
Позначимо µ∗(σ) = f(xk)e

σxk . Оскiльки µ(σ) = f(x)eσx для σ = v−1(x), то
µ(σk) = µ∗(σk) для σk = v(xk). Отже

lnµ(σk) = lnµ∗(σk) ≤ max
k

{−xkβ−1(α(xk)/κ) + xkσk} ≤

≤ max
x

{−xβ−1(α(x)/κ) + xσk}.

З огляду на (6.14)

(−xβ−1(α(x)/κ)) + xσk)
′ = −β−1(α(x)/κ))− dβ−1(α(x)/k)

d lnx
+ σk =

= −β−1(α(x)/κ)) + σk +O(1), x→ +∞,

тобто, функцiя −xβ−1(α(x)/κ)) + xσk досягає максимуму в точцi
x(σk) = α−1(κβ(σk +O(1))), x→ +∞,

lnµ(σk) ≤ −α−1(κβ(σk +O(1)))(σk +O(1)))) + σkα
−1(κβ(σk +O(1))) =

= O(α−1(κβ(σk +O(1)))), k → ∞.

Оскiльки α ∈ Lsi i β ∈ L0, звiдси випливає, що λαβ(lnµ) ≤ κ. З огляду на
довiльнiсть κ маємо λαβ(lnµ) ≤ καβ(f). Якщо καβ(f) = +∞, то ця нерiвнiсть
очевидна.
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Твердження 6.3. Якщо α ∈ L0, β ∈ L i f має регулярне зростання вiдносно F ,
то λαβ(lnµ) ≤ λαβ(I).

Дiйсно, якщо f має регулярну варiацiю вiдносно F , тодi ( [177, с. 75])

lnµ(σ) ≤ (1 + o(1)) ln I(σ), σ → +∞, (6.16)

звiдки λαβ(lnµ) ≤ λαβ(I).

Твердження 6.4. Нехай функцiї α ∈ L0 i β ∈ L0 задовольняють умову
(6.14), а функцiя F ∈ V задовольняє умову (6.15). Якщо ϱαβ(lnµ) < +∞,
то λαβ(lnµ) ≥ λαβ(I).

Дiйсно, оскiльки ϱαβ(lnµ) < +∞, то kαβ(f) = ϱαβ(lnµ) < +∞, тобто

ln f(x) ≤ −xβ−1(α(x)/k))

для деяких k < +∞ i врахувавши (6.15) отримаємо

lim
x→+∞

lnF (x)

ln(1/f(x))
= 0.

Тому ([177, с. 61])
I(σ) ≤ K(ε)µ(σ/(1− ε))1−ε (6.17)

для кожного ε ∈ (0; 1) i всiх σ ≥ σ0(ε). Отже,

λαβ(I) ≤ λαβ(lnµ) lim
σ→+∞

β(σ/(1− ε))

β(σ)
.

Оскiльки β ∈ L0, то за лемою 6.3

lim
x→+∞

β(σ/(1− ε))

β(σ)
→ 1, ε→ 0.

Таким чином, λαβ(I) ≤ λαβ(lnµ).
З тверджень 6.1–6.4 випливає наступна теорема.

Теорема 6.6. Нехай функцiї α ∈ Lsi i β ∈ L0 задовольняють умову (6.14), а
функцiя F ∈ V — умову (6.15). Припустимо, що функцiя f має регулярну варi-
ацiю вiдносно F i v(x) = −(ln f(x))′ є неперервною та зростаючою на [x0; +∞).
Якщо ϱαβ(I) < +∞, то λαβ(I) = καβ(f).
Модифiкованi узагальненi порядки. Границi

ϱMαβ(I) = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(
ln I(σ)

σ

)
, λMαβ(I) = lim

σ→+∞

1

β(σ)
α

(
ln I(σ)

σ

)
(6.18)

називаються модифiкованим узагальненим порядком i модифiкованим нижнiм
узагальненим порядком I, вiдповiдно. Якщо в (6.18) вибрати lnµ(σ) замiсть
I(σ), то ми отримаємо означення ϱMαβ(lnµ) i λMαβ(lnµ).

Твердження 6.5. Нехай α ∈ Lsi i β ∈ L0 або α ∈ L0 i β ∈ Lsi, а функцiя
F ∈ V, задовольняє умову (6.15). Тодi ϱMαβ(lnµ) = kαβ(f).
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Доведення. Припустимо, що ϱMαβ(lnµ) < +∞. Тодi для кожного ϱ > ϱMαβ(lnµ),
усiх σ ≥ σ0(ϱ) та x ≥ 0 отримуємо

ln f(x) + σx ≤ lnµ(σ) ≤ σα−1(ϱβ(σ)),

тобто ln f(x) ≤ σα−1(ϱβ(σ))− σx. Виберемо

σ = σ(x) = β−1(α(δx)/ϱ)

для довiльного δ ∈ (0; 1). Тодi σ(x) ≥ σ0(ϱ) для x ≥ x0 = x0(ϱ, δ) i

ln f(x) ≤ −(1− δ)xβ−1(α(δx)/ϱ)

для x ≥ x0, звiдки

kαβ(f) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
f(x)

) =

= lim
x→+∞

 α(δx)

β
(

1
(1−δ)x ln

1
f(x)

) β
(

1
(1−δ)x ln

1
f(x)

)
β
(

1
x ln

1
f(x)

)
 α(x)

α(δx)
≤

≤ ϱ lim
x→+∞

β(x/(1− δ))

β(x)
lim

x→+∞

α(x)

α(δx)
. (6.19)

Якщо α ∈ Lsi та β ∈ L0, то

lim
x→+∞

α(x)

α(δx)
= 1

i за лемою 6.3
lim

x→+∞

β(x/(1− δ))

β(x)
→ 1 δ → 0.

Звiдси з огляду на довiльнiсть ϱ отримуємо

kαβ(f) ≤ ϱMαβ(lnµ). (6.20)

Якщо β ∈ Lsi i α ∈ L0, то

lim
x→+∞

β(x/(1− δ))

β(x)
= 1,

i за лемою 6.3
lim

x→+∞

α(x)

α(δx)
→ 1

при δ → 1, i знову отримуємо нерiвнiсть (6.20). Якщо ϱMαβ(lnµ) = +∞, то
нерiвнiсть (6.20) очевидна.

Тепер припустимо, що kαβ(f) ̸= ϱMαβ(lnµ). Тодi з огляду на (6.19) kαβ(f) <
ϱMαβ(lnµ) i якщо ми виберемо kαβ(f) < ϱ < ϱMαβ(lnµ) тодi

ln f(x) ≤ −xβ−1(α(x)/ϱ))
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для x ≥ x0(ϱ), тобто

lnµ(σ) ≤ max

{
max
x≤x0(ϱ)

(ln f(x) + xσ), max
x≥x0(ϱ)

(−xβ−1(α(x)/ϱ)) + xσ)

}
≤

≤ max
x≥0

(x(σ − β−1(α(x)/ϱ))) +O(σ), σ → +∞.

Оскiльки lnµ(σ) → +∞ при σ → +∞, функцiя x(σ − β−1(α(x)/ϱ)) до-
сягає максимуму в точцi x = x(σ) так, що σ − β−1(α(x)/ϱ) > 0, тобто
x(σ) ≤ α−1(ϱβ(σ)). Тому

lnµ(σ) ≤ x(s)(σ − β−1(α(x(σ))/ϱ)) +O(σ) ≤
≤ σx(σ) +O(σ) ≤ σα−1(ϱβ(σ)) +O(σ),

при σ → +∞, звiдки випливає, що ϱMαβ(lnµ) ≤ ϱ. Суперечнiсть.

Твердження 6.6. Нехай α ∈ L0, β ∈ L0, i f мають регулярну варiацiю вiднос-
но F . Тодi ϱMαβ(lnµ) = ϱMαβ(I).

Доведення. Дiйсно, якщо f має регулярну варiацiю вiдносно F , то з (6.16) ми
отримуємо ϱMαβ(lnµ) ≤ ϱMαβ(I). З iншого боку, якщо ϱMαβ(lnµ) < +∞, то з ураху-
ванням твердження 6.5, як у доведеннi твердження 6.4, маємо (6.17) для кожно-
го ε ∈ (0; 1) i всiх σ ≥ σ0(ε). Оскiльки α ∈ L0 i β ∈ L0, маємо ϱMαβ(I) ≤ ϱMαβ(lnµ).
Тому, ϱMαβ(lnµ) = ϱMαβ(I).

Об’єднавши твердження 6.5 i 6.6, отримаємо наступну теорему.

Теорема 6.7. Нехай α ∈ Lsi i β ∈ L0 або α ∈ L0 i β ∈ Lsi, функцiя F ∈ V
задовольняє умову (6.15), а f має регулярну варiацiю вiдносно F . Тодi

ϱMαβ(I) = kαβ(f).

Твердження 6.7. Нехай або α ∈ Lsi i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lsi. Тодi
λMαβ(lnµ) ≥ καβ(f). Крiм того, якщо v(x) = −(ln f(x))′ неперервна i зростаюча
на [x0; +∞), то λMαβ(lnµ) = καβ(f).

Доведення. Дiйсно, якщо καβ(f) > 0, то для кожного κ ∈ (0, καβ(f)) i всiх
x ≥ x0 = x0(κ), як i у доведеннi твердження 6.7 маємо

lnµ(σ) ≥ −xβ−1(α(x)/κ)) + xσ

для всiх σ та x ≥ x0. Вибираючи x = α−1(κβ(δσ)), де 0 < δ < 1, отримаємо
lnµ(σ) ≥ (1− δ)σa−1(κβ(δσ)). Отже,

λMαβ(lnµ) ≥ lim
σ→+∞

α((1− δ)a−1(κβ(δσ)))
β(σ)

.

Якщо α ∈ Lsi i β ∈ L0, то ми маємо, як вище,

λMαβ(lnµ) ≥ κ lim
σ→+∞

β(δσ)

β(σ)
→ κ
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при δ → 1. Якщо α ∈ L0 i β ∈ Lsi, тодi

λMαβ(lnµ) ≥ κ lim
σ→+∞

α((1− δ)a−1(κβ(δσ)))
κβ(δσ)

β(δσ)

β(σ)
= κ lim

t→+∞

α((1− δ)a−1(t)

t
→ κ

при δ → 0. Отож, λMαβ(lnµ) ≥ καβ(f).
З iншого боку, як i в доведеннi твердження 6.2, отримаємо lnµ(σ) = ln f(x)+

σx для σ = v(x). Припустимо, що καβ(f) < +∞, для κ > καβ(f) i деякої
послiдовностi (xk) ↑ +∞, як i у доведеннi твердження 6.2 маємо для σk = v(xk)

lnµ(σk) ≤ max
x

{−xβ−1(α(x)/κ)) + xσk} = max
x

{−x(σk − β−1(α(x)/κ)))}.

Отже, як i в доведеннi твердження 6.5,

lnµ(σk) ≤ σkα
−1(ϱβ(σk)) +O(σk), k → ∞,

звiдки випливає, що λMαβ(lnµ) ≤ κ. Залишається зауважити, що κ — довiльне.

Твердження 6.8. Нехай α ∈ L0, β ∈ L0, ϱMαβ(lnµ) < +∞, функцiя F ∈ V
задовольняє умову (6.15), а f має регулярну варiацiю вiдносно F . Тодi

λMαβ(lnµ) = λMαβ(I).

Доведення. Дiйсно, оскiльки f має регулярну варiацiю вiдносно F , то з (6.16)
отримуємо λMαβ(lnµ) ≤ λMαβ(I). З iншого боку, оскiльки ϱMαβ(lnµ) < +∞, то (6.17)
виконується для кожного ε ∈ (0; 1) i всiх σ ≥ σ0(ε). Оскiльки α ∈ L0 i β ∈ L0,
то λMαβ(I) ≤ λMαβ(lnµ). Тому, λMαβ(lnµ) = λMαβ(I).

З тверджень 6.7 i 6.8 ми отримуємо наступну теорему.
Теорема 6.8. Нехай α ∈ Lsi i β ∈ L0 або α ∈ L0 i β ∈ Lsi i функцiя F ∈ V за-
довольняє умову (6.15). Припустимо, що f має регулярну варiацiю вiдносно F i

v(x) = −(ln f(x))′ ↑ +∞, x0 ≤ x→ +∞.

Тодi λMαβ(I) = καβ(f).
Аналоги теореми 6.3. Нехай LS(F ) — клас iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса, для
яких σc = σµ = +∞. Припустимо, що Ij ∈ LS(F ), 1 ≤ j ≤ m i

Ij(σ) =

∞∫
0

fj(x)e
xσdF (x), σ ∈ R. (6.21)

Наступна теорема є аналогом теореми 6.3.
Теорема 6.9. Нехай функцiї α ∈ Lsi i β ∈ L0 задовольняють умову (6.14), а
функцiя F ∈ V — (6.15). Припустимо, що всi функцiї fj мають регулярну ва-
рiацiю вiдносно F , а vj(x) = −(ln fj(x))

′ є неперервною та зростає на [x0; +∞).
Також припустимо, що f має регулярну варiацiю вiдносно F i

β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= (1 + o(1))

m∏
j=1

β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)ωj

, x→ +∞, (6.22)
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де ωj > 0 для 1 ≤ j ≤ m i
∑

1≤j≤m ωj = 1.
Якщо всi iнтеграли (6.21) мають регулярне αβ-зростання (тобто λαβ(Ij) =

ϱαβ(Ij) < +∞), то iнтеграл (6.12) має регулярне αβ-зростання i

ϱαβ(I) =
m∏
j=1

(ϱαβ(Ij))
ωj .

Доведення. За теоремою 6.5 ϱαβ(Ij) = kαβ(fj) та за теоремою 6.6 λαβ(Ij) =
καβ(fj). Оскiльки λαβ(Ij) = ϱαβ(Ij) = ϱj < 1, то kαβ(fj) = καβ(fj) = ϱj, тобто

lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
fj(x)

) = ϱj. (6.23)

Тому з (6.22) ми отримаємо

lim
x→+∞

1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= lim

x→+∞

1

α(x)

m∏
j=1

β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)ωj

=

= lim
x→+∞

m∏
j=1

(
1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

fj(x)

))ωj

=

=
m∏
j=1

lim
x→+∞

(
1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

fj(x)

))ωj

=
m∏
j=1

(
1

ϱj

)ωj

,

тобто
m∏
j=1

ϱ
ωj

j = lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
f(x)

) = kαβ(f) = καβ(f). (6.24)

За твердженнями 6.2 i 6.1
λαβ(ln I) ≥ λαβ(lnµ) ≥ καβ(f)

i за теоремою 6.5 ϱαβ(ln I) = kαβ(f). Отже,

ϱαβ(I) = λαβ(I) =
m∏
j=1

(rαβ(Ij))
ωj .

Якщо ми виберемо α(x) = lnx i β(x) = x для x ≥ x0, то за означеннями
ϱαβ(I) i λαβ(I) отримаємо означення R-порядку ϱR i нижчого R-порядку λR,
вiдповiдно. Вибравши ще m = 2 i ω1 = ω2 = 1/2, отримаємо таке твердження.
Наслiдок 6.3. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x lnx) при x → +∞. Припу-
стимо, що функцiї fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F i
vj(x) = −(ln fj(x))

′ неперервна i зростає на [x0; +∞). Також припустимо, що f
має регулярну варiацiю вiдносно F i

ln
1

f(x)
= (1 + o(1))

√
ln

1

f1(x)
ln

1

f2(x)
, x→ +∞.
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Якщо iнтеграли I1 i I2 мають регулярне R-зростання (тобто λR(Ij) = ϱR(Ij) <
+∞ для j ∈ {1; 2}), то iнтеграл (6.12) має регулярне R-зростання та

ϱR(I) =
√
ϱR(I1)ϱR(I1).

Використовуючи модифiкованi узагальненi порядки, отримуємо наступну
теорему.
Теорема 6.10. Нехай або α ∈ Lsi i β ∈ L0 або α ∈ L0 i β ∈ Lsi, i функцiя
F ∈ V задовольняє умову (6.15). Припустимо, що fj, j ∈ {1; 2}, мають ре-
гулярну варiацiю вiдносно F , а v(x) = −(ln f(x))′ неперервна i зростаюча на
[x0; +∞). Також припустимо, що f має регулярну варiацiю вiдносно F i вико-
нується (6.22).

Якщо всi iнтеграли (6.21) мають регулярне модифiковане αβ-зростання
(тобто λMαβ(Ij) = ϱMαβ(Ij) < +∞), то iнтеграл (6.12) має регулярне модифiко-
ване αβ-зростання i

ϱMαβ(I) =
m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj .

Доведення. За теоремою 6.7 ϱMαβ(Ij) = kαβ(fj) та за теоремою 6.8 λMαβ(Ij) =

καβ(fj). Оскiльки λMαβ(Ij) = ϱMαβ(Ij) = ϱj < 1, то kαβ(fj) = καβ(fj) = ϱj, тобто
виконується (6.23). Тому, як i в доведеннi теореми 6.9, ми отримаємо (6.24) з
(6.22). За твердженнями 6.7 i 6.6

λMαβ(ln I) ≥ λMαβ(lnµ) ≥ καβ(f)
i за теоремою 6.7 ϱMαβ(ln I) = kαβ(f). Отже,

ϱMαβ(I) = λαβ(I) =
m∏
j=1

(rMαβ(Ij))
ωj .

Якщо ми виберемо α(x) = ln x i β(x) = ln x для x ≥ x0, то з означень ϱαβ(I)
i λαβ(I) одержимо означення логарифмiчного порядку ϱl i нижчого логарифмi-
чного порядку λl, вiдповiдно. Оскiльки

1

lnσ
ln

(
ln I(σ))

σ

)
=

ln ln I(σ)

lnσ
− 1,

то для такої функцiї маємо ϱMαβ(I) = ϱl(I) i λMαβ(I) = λl(I). Тому, вибираючи
m = 2 i ω1 = ω2 = 1/2, ми отримаємо таке твердження.
Наслiдок 6.4. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞. Припустимо,
що функцiї fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F i vj(x) =
−(ln fj(x))

′ неперервна i зростає на [x0; +∞). Також припустимо, що f має
регулярну варiацiю вiдносно F i

ln

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= (1+o(1))

√
ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
, x→ +∞. (6.25)
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Якщо iнтеграли I1 i I2 мають регулярний логарифмiчний рiст (тобто λl(Ij) =
ϱl(Ij) ∈ (1;+∞) для j ∈ {1; 2}), то iнтеграл (6.12) має регулярний логарифмi-
чний рiст i

ϱl(I) =
√

(ϱl(I1)− 1)(ϱl(I1)− 1).

Якщо ми виберемо α(x) = x i β(x) = lnx для x ≥ x0, то

ϱMαβ(I) = T (I) := lim
σ→+∞

ln I(σ)

σ lnσ
, λMαβ(I) = t(I) := lim

σ→+∞

ln I(σ)

σ lnσ
,

i отримуємо наступний наслiдок.
Наслiдок 6.5. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x2) при x → +∞. Припустимо,
що функцiї fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F i vj(x) =
−(ln fj(x))

′ неперервна i зростає на [x0; +∞). Також припустимо, що f має
регулярну варiацiю вiдносно F i виконується (6.25). Якщо t(Ij) = T (Ij) < +∞
для j ∈ {1; 2}, то для iнтеграла (6.12)

t(I) = T (I) =
√
T (I1)T (I1).

Аналоги теореми 6.4. Оскiльки

ϱαβ(I) = lim
σ→+∞

ln exp{α(ln I(σ))}
ln exp{β(σ)}

,

то визначимо узагальнений тип Tαβ(I) iнтеграла (6.12) за формулою

Tαβ(I) = lim
σ→+∞

exp{α(ln I(σ))}
exp{ϱβ(σ)}

, (ϱ = ϱαβ(I)).

З теореми 6.5 випливає наступна лема.
Лема 6.4. Припустимо, що функцiї α ∈ L i β ∈ L неперервно диференцiйовнi,

xα′(x) = o(1), xβ′(x) = O(1), x→ +∞
i для кожного c ∈ (−∞; +∞)

dβ−1(α(x) + c)

d lnx
= O(1), x→ +∞. (6.26)

Якщо F ∈ V , f має регулярну варiацiю вiдносно F i для кожного c ∈ (−∞; +∞)

lnF (x) = o(xβ−1(α(x) + c)), x→ +∞, (6.27)
то

Tαβ(I) = lim
x→+∞

exp{α(x)}

exp
{
β
(

1
x ln

1
f(x)

)} .
Дiйсно, якщо α1 ∈ L i xα

′
1(x)

α1(x)
= o(1) при x→ +∞, то α1 ∈ Lsi, а якщо β1 ∈ L

i xβ′
1(x)

β1(x)
= O(1) при x→ +∞, то β1 ∈ L0. Звiдси випливає, що якщо

α1(x) = eα(x), β1(x) = eβ(x), xα′(x) = o(1), xβ′(x) = O(1), x→ +∞,

то α1 ∈ Lsi i β1 ∈ L0. З (6.26) випливає умова (6.14) з α1 i β1 замiсть α i β,
вiдповiдно. З умови (6.27) випливає (6.15) з α1 i β1 замiсть α i β, вiдповiдно.
Отже, з теореми 6.5 випливає лема 6.4.
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Теорема 6.11. Нехай функцiї α ∈ L i β ∈ L неперервно диференцiйовнi,
xα′(x) = o(1), xβ′(x) = O(1) при x → +∞ та (6.14) i (6.26) виконуються.
Нехай F ∈ V , f i fj мають регулярну варiацiю вiдносно F i виконується (6.27).
Припустимо, що всi iнтеграли (6.21) мають однаковий узагальнений порядки
ϱαβ(Ij) = ϱ ∈ (0;+∞) i узагальненi типи Tαβ(Ij) ∈ (0;+∞). Припустимо та-
кож, що f1(x) > 0 для всiх x ≥ x0 i для всiх 2 ≤ j ≤ m

β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
≤ (1 + o(1))β

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞. (6.28)

Якщо ωj > 0 для 1 ≤ j ≤ m,
∑

1≤j≤m ωj = 1 i

exp

{
β

(
1

x
ln

1

f(x)

)}
=

= (1 + o(1))
m∏
j=1

exp

{
ωjβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)}
, x→ +∞, (6.29)

то iнтеграл (6.12) має узагальнений порядок ϱαβ(I) = ϱ та узагальнений тип

Tαβ(I) ≤
m∏
j=1

Tαβ(Ij)
ωj .

Доведення. Спочатку зауважимо, що з умов xα′(x) = o(1), xβ′(x) = O(1) при
x→ +∞ випливає, що α ∈ Lsi i β ∈ L0, i з (6.27) випливає (6.15). Таким чином,
функцiї α, β i F задовольняють припущення теореми 6.5.

З (6.29) маємо

β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
=

m∑
j=1

ωjβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
+ o(1), x→ +∞. (6.30)

Тому за теоремою 6.5
1

ϱαβ(I)
= lim

x→+∞

1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
≥

m∑
j=1

lim
x→+∞

ωj
α(x)

β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
=

1

ϱ
.

З iншого боку, з огляду на (6.28) отримаємо з(6.30)
1

ϱαβ(I)
≤

m∑
j=1

lim
x→+∞

ωj
α(x)

β

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
=

1

ϱ
.

Тому, ϱαβ(I) = ϱ.
З (6.29) i леми 6.4 випливає, що

1

Tαβ(I)
= lim

x→+∞

1

exp(α(x))

m∏
j=1

exp

{
ϱωjβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)}
≥

≥
m∏
j=1

lim
x→+∞

exp
{
ϱωjβ

(
1
x ln

1
fj(x)

)}
expα(x)

ωj

=
m∏
j=1

(
1

Tαβ(I)

)ωj

.
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Якщо ми виберемо α(x) = ln ln lnx, β(x) = ln x для x ≥ x0,m = 2 i ωj = 1/2,
то з теореми 6.11 ми отримуємо таке твердження.
Наслiдок 6.6. Нехай F ∈ V , lnF (x) = o(x ln lnx) при x → +∞ i функцiї f i
fj (j ∈ {1; 2}) мають регулярну варiацiю вiдносно F . Припустимо, що f1(x) > 0
для всiх x ≥ x0 i

ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
≤ (1 + o(1)) ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞.

Якщо

lim
σ→+∞

ln ln ln ln Ij(σ)

lnσ
= ϱ ∈ (0;+∞)

для j ∈ {1; 2} та

ln
1

f(x)
= (1 + o(1))

√
ln

1

f1(x)
ln

1

f2(x)
, x→ +∞,

то

lim
σ→+∞

ln ln ln ln I(σ)

lnσ
= ϱ,

lim
x→+∞

x

exp3

{(
1
x ln

1
f(x)

)ϱ} ≤

≤
√√√√ lim

x→+∞

x

exp3

{(
1
x ln

1
f(x)

)ϱ} lim
x→+∞

x

exp3

{(
1
x ln

1
f(x)

)ϱ} ,
де exp3 x = exp{exp{ex}}}.

Для iнтеграла (6.12) зi скiнченним модифiкованим узагальненим порядком
визначимо узагальнений тип TMαβ(I) за формулою

TMαβ(I) = lim
σ→+∞

ln I(σ))

σα−1(ϱβ(σ))
, (ϱ = ϱMαβ(I)).

Тодi маємо наступну лему.
Лема 6.5. Нехай β ∈ L, β1(x) = α−1(ϱβ(x)) ∈ Lsi, функцiя F ∈ V задовольняє
умову lnF (x) = o(xβ−1

1 (cx)) при x → +∞ для кожного c ∈ (0;+∞), i f має
регулярну варiацiю щодо F . Тодi

TMαβ(I) = lim
x→+∞

x

α−1
(
ϱβ
(

1
x ln

1
f(x)

)) .
Дiйсно,

β−1
1 (cx)) = β−1(cα(x/ϱ)) ≤ β−1(α(x)/ϱ1),

оскiльки з умови α ∈ L0 випливає, що α(cx) ≤ K(c)α(cx) для кожного c ∈
(0, +∞). Отже, якщо вибирати α1(x) ≡ x для x ≥ x0, то з теореми 6.7 з α1 i β1
замiсть α i β, вiдповiдно, ми доведемо лему 6.5.
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Теорема 6.12. Нехай

β ∈ Lsi, α(x) = (1 + o(1)) lnx, x→ +∞, та β1(x) = α−1(ϱβ(x)) ∈ Lsi.

Нехай F ∈ V , lnF (x) = o(xβ−1
1 (x)) при x → +∞ i f та fj мають регулярну

варiацiю вiдносно F . Припустимо, що всi iнтеграли (6.21) мають однаковий
модифiкований узагальнений порядок ϱMαβ(Ij) = ϱ ∈ (0;+∞) i модифiкованi
узагальненi типи TMαβ(Ij) ∈ (0;+∞). Припустимо також, що f1(x) > 0 для всiх
x ≥ x0 i виконується (6.28).

Якщо ωj > 0 для 1 ≤ j ≤ m,
∑

1≤j≤m ωj = 1 i

α−1

(
ϱβ

(
1

x
ln

1

f(x)

))
=

= (1 + o(1))
m∏
j=1

(
α−1

(
ϱβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)))ωj

, x→ +∞, (6.31)

тодi iнтеграл (6.12) має модифiкований узагальнений порядок ϱMαβ(I) = ϱ i мо-
дифiкований узагальнений тип

TMαβ(I) ≤
m∏
j=1

TMαβ(Ij)
ωj .

Доведення. Спочатку зауважимо, що з умови

lnF (x) = o(xβ−1
1 (x)), x→ +∞

випливає (6.15), оскiльки β−1
1 (x)) = β−1(α(t)/ϱ)). Таким чином, функцiї α, β i

F задовольняють умови теореми 6.7.
Оскiльки α(x) = (1 + o(1)) lnx при x → +∞, з (6.31) ми отримаємо (6.30).

Як вище, з (6.30) за теоремою 6.7 маємо 1/ϱMαβ(I) ≥ 1/ϱ. З iншого боку, з (6.28)
i (6.30), як вище, ми отримаємо 1/ϱMαβ(I) ≤ 1/ϱ. Тому, ϱMαβ(I) = ϱ.

З (6.31) i леми 6.5 випливає, що

1

TMαβ(I)
= lim

x→+∞

1

x
α−1

(
ϱβ

(
1

x
ln

1

f(x)

))
=

= lim
x→+∞

1

x

m∏
j=1

(
α−1

(
ϱβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)))ωj

≥

≥
m∏
j=1

lim
x→+∞

(
1

x
α−1

(
ϱβ

(
1

x
ln

1

fj(x)

)))ωj

=
m∏
j=1

(
1

TMαβ(I)

)ωj

.

Якщо ми виберемо α(x) = ln x, β(x) = ln lnx для x ≥ x0, m = 2 i ωj = 1/2
тодi з теореми 6.12 ми отримаємо таке твердження.
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Наслiдок 6.7. Нехай F ∈ V , lnF (x) = o(x exp{ex}) при x→ +∞ i функцiї f i
fj, j ∈ {1; 2}, мають регулярну варiацiю вiдносно F . Припустимо, що f1(x) > 0
для всiх x ≥ x0 i

ln ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
≤ (1 + o(1)) ln ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞.

Якщо

lim
σ→+∞

ln ln Ij(σ)− lnσ

ln lnσ
= ϱ ∈ (0;+∞)

для j ∈ {1; 2} та

ln

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= (1 + o(1))

√
ln

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
ln

(
1

x
ln

1

f2(x)

)
, x→ +∞,

то

lim
σ→+∞

ln ln I(σ)− lnσ

ln lnσ
= ϱ, lim

σ→+∞

ln I(σ)

σ lnϱ σ
≤
√

lim
σ→+∞

ln I1(σ)

σ lnϱ σ
lim

σ→+∞

ln I2(σ)

σ lnϱ σ
.

Доведемо теорему, яка доповнює теореми 6.10 i 6.12.

Теорема 6.13. Нехай або α ∈ Lsi i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lsi, F ∈ V ,
lnF (x) = o(xβ−1(αc(x))) при x → +∞ для кожного c ∈ (0, +∞) та iнтеграли
(6.21) мають модифiкованi загальнi порядки ϱMαβ(Ij) ∈ (0;+∞). Припустимо,
що f має регулярну варiацiю вiдносно F i виконується (6.22). Тодi:

1) якщо f1(x) > 0 для всiх x ≥ x0 i для всiх 2 ≤ j ≤ m0

ln β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
≤ (1 + o(1)) ln β

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
, x→ +∞, (6.32)

то
lim

σ→+∞

1

ln β(σ)
lnα

(
ln I(σ)

σ

)
= 1 (6.33)

та

ϱMαβ(I) ≤
m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj ;

2) якщо v(x) = −(ln f(x))′ є неперервна i зростаюча на [x0; +∞) i всi iнтег-
рали (6.21) мають регулярне модифiковане αβ–зростання, то iнтеграл
(6.12) має регулярне модифiковане αβ-зростання та

ϱMαβ(I) =
m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj .

Доведення. Оскiльки ϱMαβ(Ij) ∈ (0;+∞), то

lim
σ→+∞

1

ln β(σ)
lnα

(
ln Ij(σ)

σ

)
= 1.
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Вiдомо ([176]), що якщо h ∈ L0, то h є RO–зростаючою функцiєю ([167, с. 86]),
тобто для кожного λ ∈ [1; +∞) i всiх x ≥ x0 виконуються нерiвностi

1 ≤ h(λx)

h(x)
≤M(λ) < +∞,

звiдки випливає, що lnh ∈ Lsi. Отже, використовуючи теорему 6.7 з lnα i ln β
замiсть α i β, вiдповiдно, (умова lnF (x) = o(xβ−1(αc(x))) при x → +∞ для
кожного c ∈ (0;+∞) забезпечує умову (6.15)), i маємо

lim
x→+∞

1

lnα(x)
ln β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
= 1

для кожного j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i з урахуванням (6.22)

lim
x→+∞

1

lnα(x)
ln β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= lim

x→+∞

1

lnα(x)

m∑
j=1

ωj ln β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
≥

≥
m∑
j=1

ωj lim
x→+∞

1

lnα(x)

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
= 1.

З iншого боку, з (6.32) випливає, що

lim
x→+∞

1

lnα(x)
ln β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
=

= lim
x→+∞

1

lnα(x)

(
ω1 ln β

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
+

m∑
j=2

ωj ln β

(
1

x
ln

1

fj(x)

))
≤

≤ lim
x→+∞

1

lnα(x)

m∑
j=1

ωj ln β

(
1

x
ln

1

f1(x)

)
= 1,

тобто
lim

x→+∞

lnα(x)

ln β
(

1
x ln

1
f(x)

) = 1

i за теоремою 6.7 рiвнiсть (6.33) виконується.
З умови lnF (x) = o(xβ−1(αc(x))) при x → +∞ для кожного c ∈ (0, +∞)

випливає умова
lnF (x) = o(xβ−1(α(cx))), x→ +∞

для кожного c ∈ (0;+∞). Отже, за теоремою 6.7 з (6.22) маємо

1

ϱMαβ(I)
= lim

x→+∞

1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= lim

x→+∞

m∏
j=1

(
1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

fj(x)

))ωj

≥

≥
m∏
j=1

lim
x→+∞

(
1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

fj(x)

))ωj

=
m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj ,
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тобто твердження 1) доведено.
Тепер, якщо ϱMαβ(Ij) = ϱMαβ(Ij), то за теоремою 6.8

1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
→ 1

ϱMαβ(Ij)
, x→ +∞,

для кожного j ∈ {1, 2, . . . ,m} i з (6.22) ми отримаємо

1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

f(x)

)
= (1 + o(1))

m∏
j=1

1

α(x)
β

(
1

x
ln

1

fj(x)

)
=

= (1 + o(1))
m∏
j=1

(
1

ϱMαβ(Ij)

)ωj

, x→ +∞.

Звiдси з теорем 6.7 та 6.8 випливає, що iнтеграл (6.12) має регулярний мо-
дифiкований αβ-рiст та

ϱMαβ(I) =
m∏
j=1

(ϱMαβ(Ij))
ωj .

6.3. Банаховi простори та простори Фреше iнтегралiв Лапласа-
Стiлт’єса

Нехай V — клас невiд’ємних неспадних необмежених неперервних справа
на [0; +∞) функцiй F . Припустимо, що дiйсна функцiя f на [0; +∞) така, що
iнтеграл Лебега-Стiлт’єса

∫ A
0 f(x)exσdF (x) iснує для кожного A ∈ [0; +∞) та

σ ∈ R. Нехай

I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R. (6.34)

Iнтеграл (6.34) є прямим узагальненням звичайного iнтеграла Лапласа Io(σ) =∫∞
0 f(x)exσdx i ряду Дiрiхле

D(σ) =
∞∑
n=1

dne
λnσ (6.35)

з невiд’ємними показниками λn, 0 ≤ λn ↑ +∞ при n→ ∞, якщо ми виберемо

F (x) = n(x) =
∑
λn≤x

1, f(x) =

{
dn, якщо x = λn;

0, якщо x ̸= λn

(див. також [21,27,95]).
Нехай

M(σ, I) :=

∞∫
0

|f(x)|exσdF (x), σ ∈ R, (6.36)
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та µ(σ, I) := max{|f(x)|exσ : x ≥ 0} (σ ∈ R) — максимум пiдiнтегрального
виразу. Зрозумiло, що якщо f(x) ≥ 0 для всiх x ≥ 0, то M(σ, I) = I(σ), а
асимптотичнi властивостi iнтегралiв такого вигляду розглядалися у [177]. Якщо
σM є абсцисою збiжностi iнтегралу (6.36) i σµ є абсцисою iснування максимуму
пiдiнтегральної функцiї, то [177, с. 13] σM ≥ σµ за умови lnF (x) = o(x) при
x→ +∞, ([177], с. 8).

σµ = lim
x→+∞

1

x
ln

1

|f(x)|
.

Звiдси випливає, що якщо lnF (x) = o(x) при x→ +∞ та
1

x
ln

1

|f(x)|
→ +∞, x→ +∞, (6.37)

тодi σM = +∞, тобто iнтеграл (6.34) збiгається для всiх σ ∈ R.
Нехай h — додатна неперервна зростаюча до +∞ функцiя. Тут будемо до-

слiджувати властивостi iнтегралiв (6.34), для яких

|f(x)| exp{xh(x)} → 0, x→ +∞. (6.38)

Спочатку зауважимо, що якщо lnF (x) = o(x) при x→ ∞, то iнтеграл

Jh(σ) =

∞∫
0

e−xh(x)exσdF (x)

збiжний для всiх σ ∈ (−∞; +∞).
Через LSh ми позначаємо клас iнтегралiв вигляду (6.34) з дiйсними функцi-

ями f , для яких виконується (6.38). На LSh ми визначимо дiї

(I1 + I2)(x) =

∞∫
0

(f1(x) + f2(x))e
xσdF (x), (λI)(σ) =

∞∫
0

λf(x)exσdF (x),

де

Ij(σ) =

∞∫
0

fj(x)e
xσdF (x)

для j ∈ {1; 2}, i нехай

∥I∥h = sup {|f(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0} .
LSh з цими дiями є нормованим лiнiйним простором.
Теорема 6.14. Якщо F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞, то (LSh, ∥ · ∥h) є
нерiвномiрно опуклим банаховим простором.

Доведення. Нехай (Ip) — послiдовнiсть Кошi у LSh,

Ip(σ) =

∞∫
0

fp(x)e
xσdF (x).
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З (6.38) випливає, що |fp(x)| exp{xh(x)} → 0 при x→ +∞ для кожного p i для
даного ε > 0 iснує n0 = n0(ε) ∈ N таке, що ∥Ip − Iq∥h < ε для всiх p ≥ n0 i
q ≥ n0, тобто

sup {|fp(x)− fq(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0} < ε.

Тодi,
|fp(x) exp{xh(x)} − fq(x) exp{xh(x)}| < ε

для всiх x ≥ 0, p ≥ n0 та q ≥ n0. Тобто, (fp(x) exp{xh(x)}) є послiдовнiстю
Кошi в R, тому вона збiгається до f0(x) exp{xh(x)} при p→ ∞. Оскiльки

|f0(x)| exp{xh(x)} ≤
≤ |f0(x) exp{xh(x)} − fp(x)| exp{xh(x)}|+ |fp(x)| exp{xh(x)} → 0, x→ +∞,

iнтеграл

I0(σ) =

∞∫
0

f0(x)e
xσdF (x)

належить LSh. Також маємо

∥Ip − I0∥h = sup {|fp(x)− f0(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0} → 0, p→ ∞,

тобто (LSh, ∥ · ∥h) є повним i, отже, банаховим простором.
Тепер виберемо числа 0 < an < bn < cn < +∞ так, що

an∫
0

e−xh(x)exσdF (x) > 0,

cn∫
bn

e−xh(x)exσdF (x) > 0.

Нехай

Jn(σ) =

an∫
0

e−xh(x)exσdF (x),

J∗
n(σ) =

an∫
0

e−xh(x)exσdF (x) +

cn∫
bn

e−xh(x)exσdF (x).

Тодi Jn ∈ LSh, J∗
n ∈ LSh,

∥Jn∥h = 1, ∥J∗
n∥h = 1, ∥J∗

n + Jn∥h = 2 i ∥J∗
n − Jn∥h = 1 ̸→ 0,

тобто простiр (LSh, ∥ · ∥h) є нерiвномiрно опуклим (див., наприклад, [208, с.
183]).

Наступне твердження стосується рiвномiрної збiжностi (Im).

Твердження 6.9. Нехай F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞. Якщо (Im) ⊂
LSh збiгається до I ∈ LSh за ∥ · ∥h, то Im(σ) рiвномiрно збiгається до I(σ) на
компактнiй пiдмножинi R.
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Доведення. Якщо ∥Im − I∥h < ε для кожного ε > 0 i всiх m ≥ m0(ε), то
sup {|fm(x)− f0(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0} < ε

i, отже, |fm(x) − f0(x)| exp{xh(x)} < ε для кожного ε > 0, всiх m ≥ m0(ε) i
всiх x ≥ 0. Отож, якщо m ≥ m0(ε) i σ ∈ [σ1, σ2], то з умови lnF (x) = o(x) при
x→ +∞ випливає, що

|Im(σ)− I(σ)| ≤

≤
∞∫
0

|fm(x)− f(x)|exh(x)e−xh(x)exσdF (x) < ε

∞∫
0

e−xh(x)exσdF (x) ≤

≤ ε

∞∫
0

e−x(h(x)−σ2)dF (x) ≤ ε

∞∫
0

F (x)de−x(h(x)−σ2) ≤ ε

∞∫
0

eK1xde−x(h(x)−σ2) ≤ K2ε,

де Kj = const > 0. Звiдси випливає, що Im(σ) рiвномiрно збiгається до I(σ) на
[σ1, σ2].

Зауваження 6.3. Твердження, протилежне до твердження 6.9, є хибним. Дiй-
сно, нехай для кожного m ∈ Z+ i n ∈ N

F (x) =

{
0, 1 ≤ x < 2;

n, 2n ≤ x < 2(n+ 1),
fm(x) =

{
αm,n > 0, x = 2n− 1;

0, x ̸= 2n− 1.

Тодi для всiх m ∈ Z+

Im(σ) =

∞∫
0

fm(x)e
xσdF (x) =

∑
n

fm(2n)e
2nσ = 0,

тобто Im(σ) → I0(σ) при m → ∞ для всiх σ ∈ [σ1, σ2]. З iншого боку, якщо
αm,1 − α0,1 ≥ η > 0 для всiх m ≥ 1, то

∥Im − I0∥h = sup {|fm(x)− f0(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0} ≥
≥ |fm(1)− f0(1)| exp{h(1)} = |αm,1 − α0,1∥ exp{h(1)} ≥ η exp{h(1)} > 0.

Повернемося до вивчення дуальних просторiв. Для (LSh, ∥ · ∥h) через LS∗
h

ми позначимо дуальний простiр, тобто LS∗
h — сiм’я всiх неперервних лiнiйних

функцiоналiв на (LSh, ∥ · ∥h). Нехай

Λ(I) =

∞∫
1

f(x)g(x)dF (x),

де g — дiйсна функцiя на (1;+∞) така, що
∞∫
1

|f(x)g(x)|dF (x) < +∞.

Тодi Λ є лiнiйним функцiоналом.



257

Твердження 6.10. Для того, щоб Λ ∈ LS∗
h, достатньо збiжностi iнтегралу

∞∫
1

|g(x)| exp{−xh(x)}dF (x) < +∞. (6.39)

Доведення. За означенням маємо

∥Λ(I)∥h = sup{|Λ(I)| : ∥I∥h ≤ 1} ≤

≤ sup


∞∫
0

|f(x)|exh(x)|g(x)|e−xh(x)dF (x) : sup
x>0

|f(x)|e−xh(x) ≤ 1

 ≤

≤
∞∫
1

|g(x)|e−xh(x)dF (x) < +∞,

тобто Λ ∈ LS∗
h.

Гiпотеза. Кожен обмежений лiнiйний функцiонал Λ, визначений для I ∈
(LSh, ∥ · ∥h), має вигляд

Λ(I) =

∞∫
1

f(x)g(x)dF (x), I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x).

Нижче ми доведемо цю гiпотезу для ряду Дiрiхле (6.35), але спочатку наведемо
деякi наслiдки.

Нехай Ω — клас додатних необмежених функцiй Φ на (−∞; +∞) таких, що
похiдна Φ′ додатна неперервно диференцiйовна i зростає до +∞ на (−∞, +∞).
Для Φ ∈ Ω позначимо через φ обернену функцiю до Φ′ i

Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)

— функцiя, асоцiйована з Φ у сенсi Ньютона. Вiдомо [177, с. 30], що якщо Φ ∈
Ω, то lnµ(σ, I) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0 тодi i тiльки тодi, коли ln |f(x)| ≤
−xΨ(φ(x)) для всiх x ≥ x0. З огляду на це твердження в [178] вводиться клас
LSΦ iнтегралiв (6.34) з дiйсними функцiями f такими, що

|f(x)| exp{xΨ(φ(x))} → 0, x→ +∞

i на LSΦ визначено

∥I∥Φ = sup{|f(x)| exp{xΨ(φ(x))} : x ≥ 0}.

Якщо ми виберемо h(x) = Ψ(φ(x)), то LSh = LSΦ, то отримаємо наступне
твердження.
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Наслiдок 6.8. Нехай Φ ∈ Ω, F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞. Тодi
(LSΦ, ∥ · ∥Φ) є нерiвномiрно опуклим банаховим простором. Якщо (Im) ⊂ LSΦ

збiгається до I ∈ LSΦ за нормою ∥ · ∥Φ, то Im(σ) рiвномiрно збiгається до I(σ)
на компактнiй пiдмножинi R. Якщо

∞∫
1

|g(x)| exp{−xΨ(φ(x))}dF (x) < +∞,

то функцiонал Λ(I) =
∫∞
1 f(x)g(x)dF (x) належить дуального простору LS∗

Φ.

Розглянемо банаховi простори iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса скiнченного
узагальненого порядку. Для цього через L позначимо клас неперервних не-
вiд’ємних на (−∞; +∞) функцiй α таких, що α(x) = α(x0) ≥ 0 для x ≤ x0
i α(x) ↑ +∞ при x0 ≤ x→ +∞. Будемо казати, що α ∈ L0, якщо α ∈ L i

α((1 + o(1))x) = 1 + o(1))α(x), x→ +∞.

Далi, α ∈ Lsi, якщо α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для кожного
фiксованого c ∈ (0;+∞), тобто α є повiльно зростаючою функцiєю. Очевидно,
що Lsi ⊂ L0.

Якщо α ∈ L i β ∈ L, то границя

ϱα,β[I] := lim
σ→+∞

α(lnM(σ, I))

β(σ)

називається узагальненим (α, β)-порядком I. Щоб мати формулу для знаходже-
ння ϱα,β[I], будемо казати ([177, с. 21]), що |f | має регулярну варiацiю вiдносно
F , якщо iснують a ≥ 0, b ≥ 0 i h > 0 такi, що

x+b∫
x−a

|f(t)|dF (t) ≥ h|f(x)|

для всiх x ≥ a. Позначимо

κα,β[f ] := lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x ln

1
|f(x)|

) .
У [177, с. 77–81] доведено таке твердження.

Лема 6.6 ([177]). Нехай функцiї α ∈ Lsi i β ∈ L0 неперервно диференцiйовнi
i dβ−1(cα(x))

d lnx = O(1) при x → +∞ для кожного c ∈ (0;+∞). Припустимо, що
F ∈ V i lnF (x) = o(xβ−1(cα(x))) при x → +∞ для кожного c ∈ (0;+∞). Тодi
ϱα,β[I] ≤ κα,β[f ]. Якщо, крiм того, |f | має регулярну варiацiю вiдносно F , тодi
ϱα,β[I] = κα,β[f ].

Нам також буде потрiбна наступна лема.
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Лема 6.7 ([176]). Якщо β ∈ L i

B(δ) = lim
x→+∞

β((1 + δ)x)

β(x)
, δ > 0,

тодi для того, щоб β ∈ L0, необхiдно i досить, щоб B(δ) → 1 при δ → +0.

З леми 6.7 випливає, що якщо β ∈ L0, то для кожного фiксованого t > 0
iснує таке τ = τ(t) > 0, що

β−1((1 + t)x) > (1 + τ)β−1(x), x > x0, (6.40)

бо якщо iснує (xk) ↑ +∞ таке, що

β−1((1 + t)xk) ≤ (1 + o(1))β−1(xk), k → ∞,

тодi для yk = β−1(xk) маємо (1 + t)β(yk) ≤ β((1 + o(1))yk) при k → ∞, що
неможливо.

Якщо κα,β[f ] < +∞, тодi

ln |f(x)| ≤ −xβ−1
( α(x)

κα,β[f ] + o(1)

)
, x→ +∞.

Тому для кожного κ ∈ (κα,β[f ]; +∞) з (6.40) випливає, що

|f(x)| exp
{
xβ−1

(
α(x)

κ

)}
≤

exp

{
−x
(
β−1

(
α(x)

κα,β[I] + o(1)

)
− β−1

(
α(x)

κ

))}
→ 0 (6.41)

при x→ +∞. Через LS(α,β;κ) позначимо клас iнтегралiв (6.34) з дiйснозначними
функцiями f такими, що κα,β[f ] < κ. Використавши (6.41), на LS(α,β;κ) можемо
визначити

∥I∥(α,β;κ) = sup{|f(x)| exp{xβ−1(α(x)/κ))} : x ≥ 0}.

Наслiдок 6.9. Нехай α ∈ L, β ∈ L0, F ∈ V i lnF (x) = o(x) при x → +∞.
Тодi (LS(α,β;k), ∥ · ∥(α,β;k)) є нерiвномiрно опуклим банаховим простором для ко-
жного κ ∈ (κα,β[I]; +∞). Якщо (Im) ⊂ LS(α,β;k) збiгається до I ∈ LS(α,β;k) за
∥ · ∥(α,β;k), то Im(σ) рiвномiрно збiгається до I(σ) на компактнiй пiдмножинi R.
Якщо

∞∫
1

|g(x)| exp{−xβ−1(α(x)/k))}dF (x) < +∞,

то функцiонал

Λ(I) =

∞∫
1

f(x)g(x)dF (x)

належить дуального простору LS∗
(α,β;k).
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Розглянемо випадок, коли I(σ) = D(σ) є рядом Дiрiхле (6.35) з дiйсними
коефiцiєнтами dn. Припустимо, що цей ряд абсолютно збiгається для всiх σ ∈
(−∞; +∞) i скажемо, що D ∈ Sh, якщо |dn| exp{λnh(λn)} → 0 при n → ∞.
Якщо позначити

∥D∥h = sup{|dn| exp{λnh(λn)} : n ≥ 1}

тодi з теореми 6.14 ми отримуємо таке твердження.

Наслiдок 6.10. Якщо lnn(x) = o(x) при x→ +∞, то (Sh, ∥ · ∥h) є нерiвномiр-
ним банаховим простором.

Наступне твердження доповнює твердження 6.9.

Твердження 6.11. Якщо lnn(x) = o(x) при x→ +∞, то для того, щоб (Dm) ⊂
Sh збiгався до D ∈ Sh за ∥ · ∥h необхiдно i достатньо, щоб Dm(σ) рiвномiрно
сходилася до D(σ) на кожнiй компактнiй пiдмножинi R.

Доведення. Необхiднiсть випливає з твердження. Навпаки, нехай Dm(σ) рiвно-
мiрно збiгається до D(σ) над кожним B = [σ1, σ2], де

Dm(σ) =
∞∑
n=1

dm,n exp{λnσ}.

Тодi |dm,n − dn| exp{λnσ1} < ε для всiх n ≥ 1 i всiх m ≥ m0 = m0(ε, σ1), звiдки

|dm,n − dn| exp{λnh(λn)} ≤ ε exp{−λn(σ1 − h(λn))}.

Вибираючи σ1 = h(λn), ми отримаємо |dm,n − dn| exp{λnh(λn)} ≤ ε для кож-
ного ε, усiх n ≥ 1 та всiх m ≥ m∗

0 = m∗
0(ε, n), тобто ∥Dm − D∥h → 0 при

m→ ∞.

Для D ∈ (Sh, ∥ · ∥h) через S∗
h ми позначаємо дуальний простiр i нехай

Λ(D) =
∞∑
n=1

dngn,

де gn — дiйсна послiдовнiсть така, що
∞∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)} < +∞. (6.42)

Тодi Λ є лiнiйним функцiоналом, i ми доведемо нашу гiпотезу для I(σ) = D(σ).

Твердження 6.12. Кожен обмежений лiнiйний функцiонал Λ, визначений для
(Sh, ∥ · ∥h), має вигляд

Λ(D) =
∞∑
n=1

dngn, D(σ) =
∞∑
n=1

dn exp{λnσ}, (6.43)

де gn — дiйсна послiдовнiсть, що задовольняє (6.42).
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Доведення. Як i в доведеннi твердження 6.10 з огляду на (6.42) маємо
∞∑
n=1

|dngn| ≤ sup
n≥1

|dn|eλnh(λ)
∞∑
n=1

|gn|e−λnh(λn) = ∥D∥h
∞∑
n=1

|gn|e−λnh(λn) < +∞,

тобто Λ є добре визначеним функцiоналом на (Sh, ∥ · ∥h). Крiм того,

|Λ(D)| ≤ ∥D∥h
∞∑
n=1

|gn|e−λnh(λn),

звiдки

∥Λ∥h ≤
∞∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)}. (6.44)

I навпаки, спочатку зауважимо, що якщо D ∈ (Sh, ∥ · ∥h) i

Dm(σ) =
m∑
n=1

dne
λnσ

тодi
∥Dm −D∥h = sup

n>m
|dn| exp{−λnh(λn)} → 0

при m → ∞ i за твердженням 6.9 Dm(σ) рiвномiрно збiгається до D(σ) на
кожнiй компактнiй пiдмножинi R. Отже, якщо Λ ∈ S∗

h i ми визначимо Λ(eσλn) =
gn для кожного n, тодi

Λ(D) = Λ

(
lim
m→∞

m∑
n=1

dn exp{σλn}

)
= lim

m→∞

m∑
n=1

dnΛ(exp{σλn}) =
∞∑
n=1

dngn.

Тепер доведемо, що
∑∞

n=1 |dngn| ≤ ∥Λ∥h, тодi
∑∞

n=1 |dngn| < +∞. Для цього
вiзьмемо p ∈ N i

dn =

{
exp{−λnh(λn)}sgn(gn), 1 ≤ n ≤ p;

0, n > p.

Якщо визначимо

D(σ) =
∞∑
n=1

dn exp{λnσ},

то D ∈ Sh та ∥D∥h = 1. Отже,

|Λ(D)| =

∣∣∣∣∣
p∑

n=1

exp{−λnh(λn)}sgn(gn)Λ(exp{σλn})

∣∣∣∣∣ =
p∑

n=1

|gn| exp{−λnh(λn)},

|Λ(D)| ≤ ∥Λ∥h∥D∥h = ∥Λ∥h,
тодi

p∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)} ≤ ∥Λ∥h,
∞∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)} =
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= sup
p

p∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)} ≤ sup
p

∥Λ∥h = ∥Λ∥h. (6.45)

З нерiвностей (6.44) i (6.45) випливає, що
∞∑
n=1

|gn| exp{−λnh(λn)} = ∥Λ∥h.

Простори Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного узагальненого по-
рядку. У просторах цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного узагальненого порядку
можна ввести iншу метрику. Нагадаємо, що якщо α ∈ L, β ∈ L i ряд Дiрiхле
(6.35) цiлий, то

ϱα,β[D] := lim
σ→+∞

α(lnM(σ,D))

β(σ)
,

де

M(σ,D) =
∞∑
n=1

|dn|eσλn,

називається узагальненим (α, β)-порядком D ([43]). З леми 6.6 випливає насту-
пна добре вiдома лема (див. [43], а також [177, c. 21]).

Лема 6.8 ([43]). Нехай функцiї α i β задовольняють умови леми 6.6. Якщо
lnn = o(λnβ

−1(cα(λn))) при n→ ∞ для кожного c ∈ (0;+∞), то

ϱα,β[F ] = lim
n→∞

α(λn)

β
(

1
λn

ln 1
|dn|

) .
Для фiксованого ϱ < +∞ через Sϱ позначимо клас цiлих рядiв Дiрiхле

(6.35), для яких ϱα,β[D] ≤ ϱ. Тодi за лемою 6.8

|dn| ≤ exp

{
−λnβ−1

(
α(λn)

ϱ+ o(1)

)}
, n→ ∞. (6.46)

Використовуючи iдею статтi [82] (див. також [39,88]), для q ∈ N визначимо

∥D∥ϱ;q =
∞∑
n=1

|dn| exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
.

З (6.46) i (6.40) випливає, що

|dn| exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
≤

≤ exp

{
−λn

(
β−1

(
α(λn)

ϱ+ o(1)

)
− β−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

))}
≤

≤ exp

{
−ξλnβ−1

(
α(λn)

ϱ+ o(1)

)}
, n→ ∞,
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для деякого ξ = ξ(q) > 0. Отож, оскiльки lnn = o(λnβ
−1(cα(λn))) при n → ∞

для кожного c ∈ (0;+∞), ∥D∥ϱ;q iснує для кожного q ∈ N, i легко перевiрити,
що ∥D∥ϱ;q є нормою в Sϱ.

Очевидно, ∥D∥ϱ;q ≤ ∥D∥ϱ;q+1. Тому [81], сiм’я ∥D∥ϱ;q : q ∈ N iндукує на Sϱ
унiкальну топологiю таку, що Sϱ стає локальним опуклим векторним просто-
ром, i ця топологiя задана метрикою d, де

d(D1, D2) =
∞∑
q=1

1

2q
∥D1 −D2∥ϱ;q

1 + ∥D1 −D2∥ϱ;q
. (6.47)

Простiр з метрикою d позначимо Sϱ,d.

Теорема 6.15. Якщо функцiї α, β i послiдовнiсть (λn) задовольняють умови
леми 6.8, то Sϱ,d є простором Фреше.

Доведення. Досить показати, що Sϱ,d є повним. Отже, нехай (Dj) є d-послi-
довнiстю Кошi на Sϱ,d i поки що для даного ε > 0 iснує mj = mj(ε) таке, що
∥Dj −Dk∥ϱ;q < ε для всiх j, k ≥ j0 i q ∈ N; отже, для цих j, k i q маємо

∞∑
n=1

|d(j)n − d(k)n | exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
< ε, (6.48)

тобто, |d(j)n − d
(k)
n | < ε та (d

(j)
n )j≥1) є послiдовнiстю Кошi. Тому d

(j)
n → dn при

j → ∞. Якщо взяти k → ∞ в (6.48), то для j ≥ j0
∞∑
n=1

|d(j)n − dn| exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
< ε, (6.49)

i, отже, беручи j = j0 в (6.49), ми отримуємо для фiксованого q
∞∑
n=1

|d(j0)n − dn| exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
< ε,

звiдки з (6.46) з d(j0)n замiсть dn отримуємо

|dn| exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
≤ |d(j0)n | exp

{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
+ ε ≤

≤ exp

{
−λnβ−1

(
α(λn)

ϱ+ o(1)

)}
exp

{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
+ ε ≤ 2ε,

тобто,

lim
n→∞

α(λn)

β
(

1
λn

ln 1
|dn|

) ≤ lim
n→∞

α(λn)

β
(

1
λn

ln 1
2ε + β−1

(
α(λn)
ϱ+1/q

)) = ϱ+
1

q
.

За лемою 6.8 з огляду на довiльнiсть q отримуємо, що ϱα,β[D] ≤ ϱ. Таким
чином, використовуючи (6.49), знову бачимо, що ∥Dj−D∥ϱ;q < ε для j ≥ j0.
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Для Sϱ,d через S∗
ϱ,d позначимо дуальний простiр. Доведемо аналог твердже-

ння 6.12.

Твердження 6.13. Нехай функцiї α, β i послiдовнiсть (λn) задовольняють
умови леми 6.8. Тодi кожен неперервний лiнiйний функцiонал Λ на Sϱ,d має
вигляд (6.43) тодi i тiльки тодi, коли для всiх n ∈ N i q ∈ N

|gn| ≤ K exp

{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
, K = const > 0. (6.50)

Доведення. Нехай Λ ∈ S
∗
ϱ,d, тодi якщо Dm → D в Sϱ,d, то Λ(Dm) → Λ(D).

Тепер нехай dn задовольняє (6.46) i

Dm(s) =
m∑
n=1

dne
sλn.

Тодi Dm → D в Sϱ,d (звернiть увагу, що Dm ∈ Sϱ,d). Щоб переконатися в цьому,
достатньо довести, що Dm → D за нормою ∥ · ∥ϱ,q для кожного q ∈ N.

Тож нехай q — фiксоване цiле число. Виберемо ε ∈ (0; 1/q). Тодi за допомо-
гою (6.40) можемо визначити цiле число m = m(ε) таке, що

|dn| ≤ exp

{
−λnβ−1

(
α(λn)

ϱ+ ε

)}
, n ≥ m+ 1,

i це випливає, як вище,

∥Dm −D∥ϱ,q =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=m+1

dne
sλn

∥∥∥∥∥
ϱ,q

≤

≤
∞∑

n=m+1

exp

{
−λn

(
β−1

(
α(λn)

ϱ+ ε

)
− β−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

))}
→ 0, m→ ∞.

Звiдси та з неперервностi Λ маємо

lim
m→∞

Λ(Dm) = Λ(D)

у топологiї, визначенiй d.
Зауважимо, що

Λ(Dm) =
m∑
n=1

dngn,

де gn = Λ(eσλn). Оскiльки Λ є неперервним на (Sϱ,d, ∥ · ∥ϱ,q), для кожного q ∈ N
iснує K > 0 (незалежна вiд q) така, що

|gn| = |Λ(eσλn)| ≤ K∥eσλn∥ϱ,q
i тому, використовуючи означення норми ∥eσλn∥ϱ,q, отримуємо (6.50).
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Щоб довести iншу частину, нехай тепер gn задовольняє (6.50). Тодi

|Λ(D)| ≤ K
∞∑
n=1

|gn| exp
{
λnβ

−1

(
α(λn)

ϱ+ 1/q

)}
, q ∈ N,

i тому |Λ(D)| ≤ K∥Λ(D)∥ϱ,q для всiх q ∈ N. Отже, Λ ∈ (Sϱ,d, ∥ · ∥ϱ,q)∗ для всiх
q ∈ N. Оскiльки ∥D∥ϱ;q ≤ ∥D∥ϱ;q+1, то з (6.47) випливає, що

S
∗
ϱ,d =

⋃
q≥1

(Sϱ,d, ∥ · ∥ϱ,q)∗.

Отже, Λ ∈ S
∗
ϱ,d.

Основнi здобутки шостого роздiлу:
1) встановлено спiввiдношення типу Бореля для iнтегралiв Лапласа-Стiл-

т’єса i побудовано приклад на точнiсть цього твердження;
2) отримано твердження про узагальненi та модифiковано узагальненi по-

рядки iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса;
3) дослiджено банахiв простiр iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса;
4) дослiджено властивостi простору Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного

узагальненого порядку.
Результати шостого роздiлу опублiковано в статтях [96,122,178,179], а також

доповiдалися на конференцiях [98,125] i наукових семiнарах.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї розв’язано ряд актуальних задач теорiї аналiтичних функцiй,
а саме, отримано вiдповiдi на декiлька вiдкритих проблем. Серед вагомих здо-
буткiв дисертацiйної роботи можна вiднести наступнi:

1) отримано аналоги спiввiдношення Бореля та нерiвностi Вiмана для цiлих
i аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної, отримано новий опис виняткової
множини у цих спiввiдношеннях;

2) вперше перевiрено наявнiсть ефекту Левi для цiлих та аналiтичних у кру-
зi функцiй у випадку коли послiдовнiсть випадкових величин, якi є мно-
жниками тейлорових коефiцiєнтiв випадкової аналiтичної функцiї, може
не бути рiвномiрно обмеженою;

3) уточнено нерiвнiсть типу Вiмана з [75], побудовано приклад на точнiсть
цiєї нерiвностi та перевiрено наявнiсть ефекту Левi для цiлих функцiй вiд
багатьох комплексних змiнних;

4) описано “кiлькiсть” тих цiлих функцiй, для яких нерiвнiсть типу Вiмана
можна покращити;

5) для цiлих функцiй вiд багатьох комплексних змiнних, заданих лакунарни-
ми рядами за однорiдними полiномами, отримано точнi аналоги нерiвностi
Бiтляна-Гольдберга;

6) вперше встановлено аналоги нерiвностi типу Вiмана та перевiрено наяв-
нiсть ефекту Левi для аналiтичних функцiй з областями збiжностi
(а) Cp;
(б) Dl × Cp−l;
(в) Dp;

де l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2, та побудованi приклади на їх точнiсть у кожнiй
з цих множин;

7) вперше отриманi аналоги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй у
довiльнiй кратно-круговiй областi Рейнхарда, а також перевiрено наяв-
нiсть ефекту Левi для цих функцiй;

8) доведено аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих кратних рядiв Дiрiхле з
довiльними комплексними показниками;

9) отриманi оцiнки зверху i знизу для ймовiрностi вiдсутностi нулiв для ви-
падкових цiлих функцiй та деяких аналiтичних функцiй;

10) побудовано приклади на точнiсть цих оцiнок, як для випадкових цiлих
функцiй, так i для випадкових аналiтичних функцiй в одиничному крузi;

11) встановлено спiввiдношення типу Бореля для iнтегралiв Лапласа-Стiл-
т’єса i побудовано приклад на точнiсть цього твердження;

12) отримано твердження про узагальненi та модифiковано узагальненi по-
рядки iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса;

13) дослiджено властивостi банахового простору iнтегралiв Лапласа-Стiлт’є-
са;
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14) дослiджено простори Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного узагальне-
ного порядку.

Результати отриманi сучасними методами теорiї функцiй та теорiї ймовiр-
ностей.

Отриманi результати можуть бути застосованi як у теорiї аналiтичних фун-
кцiй, так в iнших галузях математики, а саме у теорiї ймовiрностей.

Результати дисертацiї опублiковано у фахових виданнях i були оприлюдненi
на багатьох мiжнародних наукових конференцiях та спецiалiзованих наукових
семiнарах. Це пiдтверджує їх достовiрнiсть.
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