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Дисертацiйна робота виконана в рамках аналiтичної теорiї неперервних та

гiллястих ланцюгових дробiв i присвячена дослiдженню збiжностi гiллястих

ланцюгових дробiв спецiального вигляду (гiллястих ланцюгових дробiв з не-

рiвнозначними змiнними при фiксованих значеннях змiнних), встановленню

оцiнок похибок апроксимацiї їх пiдхiдними дробами.

Неперервнi та гiллястi ланцюговi дроби є ефективним апаратом для по-

будови рацiональних наближень аналiтичних функцiй. Засновником наукової

школи теорiї гiллястих ланцюгових дробiв є В. Я. Скоробогатько. В процесi

становлення аналiтичної теорiї було видiлено три типи гiллястих ланцюго-

вих дробiв: гiллястi ланцюговi дроби загального вигляду з фiксованим чи-

слом гiлок розгалуження, двовимiрнi неперервнi дроби та гiллястi ланцюговi

дроби з нерiвнозначними змiнними. Вони були об’єктами дослiджень вiтчиз-

няних та закордонних науковцiв, зокрема, Д. I. Боднара, Х. Й. Кучмiнської,

М. О. Недашковського, Р. I. Дмитришина, Т. М. Антонової, С. В. Шари-

на, В. Р. Гладуна, О. М. Сусь, М. М. Пагiрi, Н. П. Гоєнко, О. С. Манзiй,

О. Є. Баран, М. М. Бубняк, С. М. Возної, а також В. Семашка, М. О’Доногое

i Дж. Мерфi, А. Кайт i Б. Вердонк, Х. Воделанда, Т. Коматцу та iн.

Найзагальнiшi алгоритми розвинення аналiтичних функцiй у неперервнi

дроби використовують принцип вiдповiдностi мiж степеневими рядами та рi-

зними типами функцiональних неперервних дробiв. Дослiдження вiдповiдно-



стi мiж кратними степеневими рядами та багатовимiрними C-дробами спри-

яло появi гiллястих ланцюгових дробiв з нерiвнозначними змiнними, якi були

вперше введенi Д. I. Боднаром. Такi дроби ефективно використовуються для

побудови багатовимiрних рацiональних наближень аналiтичних функцiй ба-

гатьох змiнних.

Основне завдання дисертацiйного дослiдження — встановлення необмеже-

них множин умовної збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв спецiального ви-

гляду. Вiдомо, що необмеженi множини не можуть бути множинами збiжностi

неперервних дробiв, частиннi знаменники яких рiвнi одиницi. Тому наклада-

ються певнi додатковi умови, якi гарантують їх збiжнiсть. Як правило, це

розбiжнiсть ряду, складеного iз елементiв неперервного дробу. Для отриман-

ня формул загальних членiв аналогiчних рядiв при дослiдженнi необмежених

множин умовної збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв спецiального вигля-

ду розглядається питання встановлення критерiю та ефективних достатнiх

умов збiжностi таких дробiв з додатними елементами. Цi результати викори-

стовуються для побудови необмежених множин умовної збiжностi: кутових,

параболiчних та iнших.

Дисертацiя складається з анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв

до роздiлiв та загальних висновкiв, списку джерел та одного додатку, який

мiстить список публiкацiй автора.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано

мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову но-

визну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з науко-

вими темами та особистий внесок здобувача, вказано також, де було апробо-

вано та опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi систематизовано вiдомостi про неперервнi дроби та

гiллястi ланцюговi дроби спецiального вигляду, проведено огляд лiтератури

за темою дисертацiйного дослiдження, введено поняття C-фiгурної збiжностi

гiллястих ланцюгових дробiв спецiального вигляду.



Другий роздiл дисертацiйного дослiдження присвячений встановленню

критерiю збiжностi та ефективних ознак збiжностi гiллястих ланцюгових

дробiв спецiального вигляду з додатними елементами. Суттєво враховуючи

структуру таких дробiв, теорiю стiйкостi до збурень, встановлено критерiй

збiжностi, який є багатовимiрним узагальнення теореми Зейделя для непе-

рервних дробiв. У формулюваннi цього критерiю використовуються ряди,

елементами яких є значення збiжних неперервних дробiв. Перевiрити такi

умови достатньо складно, тому встановлено низку ефективних ознак збiж-

ностi, якi є багатовимiрними узагальненнями вiдомих ознак збiжностi непе-

рервних дробiв. Зокрема, встановлено багатовимiрнi аналоги теорем Зейделя

– Штерна, Прiнгсхайма.

В аналiтичнiй теорiї неперервних дробiв суттєво використовуються три-

членнi рекурентнi спiввiдношення для обчислення їх канонiчних чисельни-

кiв i знаменникiв. Актуальною є задача видiлення класу гiллястих ланцю-

гових дробiв, канонiчнi чисельники та знаменники яких задовольняють чо-

тиричленнi рекурентнi спiввiдношення. У пiдроздiлi 2.3 обґрунтовано фор-

мули для обчислення коефiцiєнтiв гiллястого ланцюгового дробу, канонiчнi

чисельники та знаменники якого задовольняють лiнiйне однорiдне рекурен-

тне рiвняння третього порядку. Дослiджено збiжнiсть цього дробу у випад-

ку, коли його елементами є додатнi числа. Встановлено умови, при виконаннi

яких побудований гiллястий ланцюговий дрiб з двома гiлками розгалуження

є двовимiрним гiллястим ланцюговим дробом спецiального вигляду.

В теорiї неперервних дробiв необмеженими множинами умовної збiжнос-

тi найчастiше виступають пiвплощини, кутовi областi, зовнiшностi кругiв,

параболiчнi множини та iншi. Третiй роздiл присвячено дослiдженню пара-

болiчних множин умовної збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв спецiаль-

ного вигляду. У пiдроздiлi 3.1 при фiксованих частинних знаменниках, якi

належать зовнiшностям кругiв, встановлено параболiчнi множини умовної

збiжностi. При цьому суттєво використовується ранiше доведений багатови-



мiрний аналог теореми Прiнгсхайма, а також теорема Стiльтьєса – Вiталi про

збiжнiсть послiдовностi голоморфних функцiй. Дослiджено аналогiчнi пара-

болiчнi множини збiжностi, повернутi на певний кут, i отримано множини

значень таких дробiв. Цi результати використано для встановлення багато-

вимiрного аналога теореми Трона про спаренi параболiчнi множини збiжностi

неперервних дробiв.

В пiдроздiлi 3.2 доведено двовимiрне узагальнення теореми Трона – Джо-

унса про параболiчнi областi збiжностi неперервних дробiв. Доведення базу-

ється на використаннi попередньо встановленої леми про стiйкiсть неперерв-

ного дробу, елементи якого належать параболiчним областям i задовольня-

ють умовам теореми Трона – Джоунса.

Параболiчнi множини збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв спецiаль-

ного вигляду з комплексними елементами використовується в пiдроздiлi 3.3

при дослiдженнi збiжностi багатовимiрних S-дробiв з нерiвнозначними змiн-

ними. Пiдхiднi дроби цих гiллястих ланцюгових дробiв є багатовимiрними ра-

цiональними функцiями. Встановлена теорема дослiджує питання збiжностi

цих функцiй при цьому суттєво використовується багатовимiрне узагальнен-

ня теореми Стiльтьєса – Вiталi.

Кутовi множини збiжностi неперервних дробiв вивчали Е. Б. Ван Флек,

Йо. Л. Єнсен, О. Перрон, В. Б. Ґраґґ, Д. Д. Ворнер та iн. Четвертий роздiл

присвячений узагальненню цих результатiв для гiллястих ланцюгових дробiв

спецiального вигляду. Доведення ґрунтується та використаннi багатовимiрно-

го узагальнення критерiю Зейделя. Пiдроздiл 4.1 присвячений встановленню

багатовимiрного аналога теореми Ван Флека. У пiдроздiлi 4.2 основна увага

придiлена встановленню оцiнки швидкостi збiжностi гiллястого ланцюгово-

го дробу спецiального вигляду з комплексними частинними знаменниками

та частинними чисельниками рiвними одиницi. При накладаннi додаткових

умов на розхил кута та елементи дробу встановлено рiзнi оцiнки швидко-

стi збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв спецiального вигляду. У частинi



отриманих результатiв вимагається розбiжнiсть до нуля нескiнченних добу-

ткiв, або розбiжнiсть рядiв, елементи яких залежать вiд коефiцiєнтiв гiлля-

стого ланцюгового дробу, його розмiрностi та кута розхилу областi. Якщо

елементи цього дробу вiдокремленi вiд нуля, то встановлена оцiнка швидко-

стi збiжностi, яка є аналогом подiбної оцiнки, доведеної Йо. А. Єнсеном для

неперервного дробу. При цьому використано остаточне формулювання цього

твердження, наведене у роботi В. Б. Ґраґґа та Д. Д. Ворнера.

Запропоновано новi методи доведення оцiнок швидкостi збiжностi гiлля-

стого ланцюгового дробу спецiального вигляду, якi враховують розмiрнiсть

дробу та вiдомi оцiнки швидкостi збiжностi неперервних дробiв. Труднощi,

якi виникають при встановленнi оцiнок швидкостi збiжностi гiллястого лан-

цюгового дробу спецiального вигляду iз частинними знаменниками близьки-

ми до нуля, вдалося подолати шляхом накладання обмежень на швидкiсть їх

прямування до нуля.

У пiдроздiлi 4.3 отримано оцiнки швидкостi збiжностi гiллястого ланцю-

гового дробу спецiального вигляду з довiльними дiйсними частинними чи-

сельниками та комплексними частинними знаменниками зi спарених кутових

множин. Доведено аналог оцiнки Ґраґґа та Ворнера швидкостi збiжностi та-

кого дробу.

Результати, отриманi у пiдроздiлах 4.1–4.3, використовуються при дослi-

дженнi збiжностi та встановленнi оцiнок похибок апроксимацiї багатовимiр-

них S-дробiв з нерiвнозначними змiнними. При деяких обмеженнях такi оцiн-

ки є поточковi, при iнших — рiвномiрнi. Ефект використання цих оцiнок про-

являється при додаткових умовах на параметри, що визначають областi, в

яких проводиться оцiнка.

Ключовi слова: неперервний дрiб, гiллястий ланцюговий дрiб спецiаль-

ного вигляду, гiллястий ланцюговий дрiб з нерiвнозначними змiнними, збi-

жнiсть, рiвномiрна збiжнiсть, рацiональне наближення, багатовимiрна рацiо-

нальна апроксимацiя функцiї, оцiнка похибки наближення, рекурентне спiв-



вiдношення.

ANNOTATION
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nued fractions of the special form. — Qualifying scientific work on rights of

manuscript.
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Mathematics. — Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and

Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv. — Public Higher

Education Institution “Vasyl Stefanyk Precarpathian National University”, Ivano-

Frankivsk, 2021.

The thesis is fulfilled within the analytic theory of continued and branched

continued fractions and is devoted to the study of convergence of branched conti-

nued fractions of the special form (branched continued fractions with independent

variables at fixed values of variables), to establishing truncation error bounds.

Continued and branched continued fractions are an effective apparatus for

constructing rational approximations of analytic functions. The founder of the sci-

entific school of the theory of branched continued fractions is V. Ya. Skorobogatko.

During the process of formation of analytic theory, three types of branched conti-

nued fractions were distinguished: branched continued fractions of general form

with a fixed number of branches of branching, two-dimensional continued fracti-

ons, and branched continued fractions with independent variables. They were the

object of research of domestic and foreign scientists, in particular, D. I. Bodnar,

Ch. Yo. Kuchminska, M. O. Nedashkovsky, R. I. Dmytryshyn, T. M. Antonova,

S. V. Sharyn, V. R. Hladun, O. M. Sus, M. M. Pahirya, N. P. Hoyenko,

O. S. Manziy, O. E. Baran, M. M. Bubnyak, S. M. Vozna as well as V. Semashko,

M. R. O’Donohoe and J. Murphy, A. Cuyt and B. Verdonk, H. Waadeland,

T. Komatsu and others.

The most general algorithms for the expansion of analytic functions into conti-



nued fractions use the principle of correspondence between power series and di-

fferent types of functional continued fractions. The study of the correspondence

between multiple power series and multidimensional C-fractions contributed to

the appearance of branched continued fractions with independent variables, whi-

ch were first introduced by D. I. Bodnar. Such fractions are effectively used to

construct multidimensional rational approximations of analytic functions with

several variables.

The main task of the dissertation research is to establish unbounded conditi-

onal convergence regions of branched continued fractions of the special form. It

is known that unbounded regions cannot be regions of convergence of continued

fractions whose partial denominators are equal to one. Therefore, certain additi-

onal conditions are imposed that guarantee their convergence. As a rule, this is the

divergence of a series composed of elements of a continued fraction. The question of

establishing the criterion and effective sufficient conditions for convergence of such

fractions with positive elements is considered in order to obtain the formulas of

general terms of similar series in the study of unbounded conditional convergence

regions of branched continued fractions of the special form. These results are used

to construct unbounded conditional convergence regions: angular, parabolic, and

others. The thesis consists of the abstract, introduction, four chapters, conclusi-

ons for each chapter and general conclusions, bibliography, and appendix that

contains the list of author’s publications.

The introduction substantiates the relevance of the research topics, formulates

the purpose, object, subject, tasks and methods of research, outlines the scientific

novelty of the obtained results, their practical significance, the connection of the

work with scientific programs and the personal contribution of the author and

also points out where the results of thesis have been discussed and published.

In the first section, the information about continued fractions and branched

continued fractions of the special form is systematized, the literature on the

topic of dissertation research is reviewed, the concept of C-figured convergence



of branched continued fractions of the special form is introduced.

The second section of the thesis research is devoted to the establishment of

the convergence criterion and effective criteria of convergence of branched conti-

nued fractions of the special form with positive elements. Significantly taking into

account the structure of such fractions, the theory of stability to perturbations,

the criterion of convergence is established, which is a multidimensional generali-

zation of Seidel’s theorem for continued fractions. In the formulation of this cri-

terion, series are used, the elements of which are the values of convergent conti-

nued fractions. It is rather difficult to verify such conditions, therefore a number

of effective criteria of convergence which are multidimensional generalizations of

well-known convergence theorems for continued fractions are established. In parti-

cular, multidimensional analogues of Seidel – Stern and Pringsheim theorems have

been established.

In the analytic theory of continued fractions, three-term recurrent relations

are significantly used to calculate their canonical numerators and denominators.

The problem of distinguishing a class of branched continued fractions, whose

canonical numerators, and denominators satisfy four-term recurrent relations, is

urgent. Subsection 2.3 substantiates the formulas for calculating the coefficients

of a branched continued fraction, the canonical numerators and denominators of

which satisfy a linear homogeneous recurrent equation of the third order. The

convergence of this fraction in the case when its elements are positive numbers

is investigated. The conditions under which the branched continued fraction with

two branches of branching is the two-dimensional branched continued fraction of

a special type are established.

In the theory of continued fractions, unbounded regions of conditional

convergence most often are half-planes, angular domains, the exteriors of ci-

rcles, parabolic regions, and others. The third section is devoted to the study

of parabolic conditional convergence regions of branched continued fractions of

the special form. In subsection 3.1 for fixed partial denominators belonging to



the exteriors of circles, parabolic conditional convergence regions are establi-

shed. In this case, the previously proved multidimensional analogue of the Pri-

ngsheim theorem, as well as the Stieltjes – Vitali theorem on the convergence of

the sequence of holomorphic functions, are significantly used. Similar parabolic

convergence regions rotated to a certain angle are investigated, and value regions

of such fractions are obtained. These results were used to establish a multidi-

mensional analogue of Tron theorem on twin parabolic regions of convergence of

continued fractions.

In subsection 3.2 it is proved a two-dimensional generalization of the Tron –

Jones theorem on parabolic regions of convergence of continued fractions. The

proof is based on the use of a preestablished lemma on the stability of a conti-

nued fraction, the elements of which belong to parabolic regions and satisfy the

conditions of the Tron – Jones theorem.

Parabolic regions of convergence of branched continued fractions of the special

form with complex elements are used in subsection 3.3 for the study of convergence

of multidimensional S-fractions with independent variables. Approximants of

these branched continued fractions are rational functions with several variables.

The established theorem investigates the problem of the convergence of these

functions, for this, the multidimensional generalization of the Stieltjes – Vitali

theorem is substantially used.

The angular regions of convergence of continued fractions were studied by

E. B. Van Fleck, J. L. Jensen, O. Perron, W. B. Gragg, D. D. Warner, and

others. The fourth section is devoted to the generalization of these results for

branched continued fractions of the special form. The proof is based on the use of

a multidimensional generalization of Seidel criterion. Subsection 4.1 is devoted to

establishing a multidimensional analogue of Van Fleck theorem. In subsection 4.2

the main attention is paid to the establishment of the truncation error bounds of a

branched continued fraction of the special form with complex partial denominators

and partial numerators equal to one. When imposing additional conditions on



the angle and the elements of the fraction, different truncation error bounds of

branched continued fractions of the special form are established. Some of the

obtained results require a divergence to zero of infinite products, or divergence of

series, the elements of which depend on the coefficients of the branched continued

fraction, its dimension, and the angle of inclination of the region. If the elements of

this fraction are separated from zero, then truncation error bound is established,

which is analogous to the similar estimate proved by Yo. A. Jensen for a continued

fraction. The final formulation of this statement, given in the work of W. B. Gragg

and D. D. Warner, was used.

New methods for proving truncation error bounds of branched continued

fractions of the special form are proposed, which take into account the dimension

of the fraction and known truncation error bounds of continuous fractions. Diffi-

culties that arise in establishing truncation error bounds of a branched continued

fraction of the special form with partial denominators close to zero, managed to

be overcome by imposing restrictions on the speed of their tending to zero.

The results obtained in subsections 4.1–4.3 are used in the study of convergence

and the establishment of truncation error bounds of multidimensional S-fractions

with independent variables. For some restrictions such estimates are pointwise, for

others restrictions they are uniform. The effect of using the obtained estimates is

obvious under additional conditions on the parameters that determine the regions

in which the truncation error bounds are conducted.

Key words: continued fraction, branched continued fraction of the special form,

branched continued fraction with independent variables, convergence, uniform

convergence, rational approximation, multidimensional rational approximation of

function, truncation error bounds, recurrent relation.
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