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АНОТАЦIЯ

Тарасевич А. В. Класифiкацiя функцiйних рiвнянь i тотожностей

на тернарних квазiгрупах. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук зi спецiальностi 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел. —

Хмельницький нацiональний унiверситет. — ДВНЗ “Прикарпатський на-

цiональний унiверситет iменi Василя Стефаника”, Iвано -Франкiвськ, 2021.

В рiзних галузях науки постала потреба вивчення багатомiсних

функцiй. Пiд багатомiсною операцiєю, що визначена на деякiй множинi

𝑄, розумiємо довiльне зiставлення кожнiй 𝑛-вибiрцi (вибiркам довжини 𝑛)

елементiв множини 𝑄 деякого однозначно визначеного елемента множини

𝑄. При цьому 𝑛 називається арнiстю, а 𝑄 — носiєм даної операцiї. Носiй

може бути як скiнченною, так i нескiнченною множиною. При визначенi

функцiї, елемент зiставляється не обов’язково кожнiй вибiрцi, проте в цiй

роботi розглядаються лише операцiї, тому слова “функцiя” i “операцiя” є

синонiмами.

В дисертацiї вивчаються лише оборотнi операцiї. Унарна, тобто

одномiсна, операцiя називається оборотною, якщо вона є пiдстановкою,

тобто взаємно однозначним перетворенням носiя. Багатомiсна операцiя на-

зивається оборотною, якщо вона оборотна по кожнiй своїй змiннiй. Нехай 𝑓

є 𝑛-арною операцiєю. Замiнимо 𝑘 змiнних в термi 𝑓(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑢) елементами

носiя. Отриманий терм визначає на носiєвi (𝑛 − 𝑘)-арну операцiю, яка

називається ретрактом операцiї 𝑓 . Якщо довiльний одномiсний ретракт

операцiї оборотний, то сама операцiя називається оборотною. Довiльний

ретракт оборотної операцiї також оборотний. Iзотопом довiльної операцiї

називається композицiя цiєї операцiї та пiдстановок носiя. Iзотоп оборотної

операцiї також оборотний.

При вивченнi багатомiсних оборотних операцiй розглядаються рiзнi
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розклади однiєї i тiєї ж операцiї. Це призводить до вивчення функцiйних

рiвнянь. До того ж проблеми класифiкацiї також є нагальними. А саме,

класифiкацiя оборотних операцiй, квазiгрупових функцiйних рiвнянь, ква-

зiгрупових тотожностей i многовидiв має бути вивченою. Для розв’язання

цих проблем застосовується метод парастрофних симетрiй. Суть цього

методу полягає в тому, що поняття парастрофiї розповсюджується на класи

квазiгруп, зокрема на многовиди квазiгруп, на тотожностi, на функцiйнi

рiвняння, трансляцiї i взагалi на всi поняття, якi вводяться в теорiї квазi-

груп. При чому, парастрофiя вводиться так, що симетрична група дiє на

вiдповiдних об’єктах. Це дозволяє здiйснювати класифiкцiю вiдповiдних

об’єктiв: оборотних функцiй, квазiгруп, многовидiв квазiгруп, квазiгрупо-

вих функцiйних рiвнянь тощо.

Нехай 𝑛-арна операцiя 𝑓 оборотна, то рiвносильнiсть формул

𝑓(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑢) = 𝑣 та 𝑔(𝑥′, 𝑦′, . . . , 𝑢′) = 𝑣′,

де 𝑥′, 𝑦′, . . . , 𝑢′, 𝑣′ — перестановка 𝜎 змiнних 𝑥, 𝑦, . . . , 𝑢, 𝑣, визначає

𝑛-арну операцiю 𝑔, яку називають 𝜎-парастрофом операцiї 𝑓 . Довiльний

парастроф оборотної операцiї є 𝑛-арною оборотною операцiєю. Парастроф,

який визначений перестановкою 𝑖-тої змiнної та (𝑛 + 1)-ї змiнної 𝑣, нази-

вається 𝑖-тим дiленням операцiї 𝑓 . Симетрична група 𝑆 степеня 𝑛 + 1

визначає дiю на множинi всiх 𝑛-арних оборотних операцiй фiксованого

носiя, зiставляючи кожнiй перестановцi 𝜎 i оборотнiй операцiї 𝑓 її 𝜎-

парастроф 𝑔. При цьому для кожної операцiї стабiлiзатор цiєї дiї нази-

вається групою парастрофних симетрiй операцiї, а орбiта — парастрофною

орбiтою операцiї.

Алгебра, яка складається з носiя, оборотної операцiї (головна операцiя),

визначеної на носiї, та всiх її дiлень називається квазiгрупою. Квазiгрупи

називаються iзотопними (парастрофними), якщо iзотопнi (вiдповiдно,

парастрофнi) головнi операцiї. Розглянемо квазiгрупи з фiксованим носiєм

i арнiстю 𝑛. Зiставлення кожнiй квазiгрупi та перестановцi 𝜎 iз симетричної



4

групи 𝑆 степеня 𝑛 + 1 𝜎-парастрофа даної квазiгрупи є дiєю групи 𝑆 на

множинi квазiгруп. При цьому для кожної квазiгрупи стабiлiзатор цiєї

дiї називається групою парастрофних симетрiй квазiгрупи, а орбiта —

парастрофною орбiтою квазiгрупи.

Клас квазiгруп K, якi є 𝜎-парастрофами квазiгруп з даного класу 𝑛-

арних квазiгруп N, називається 𝜎-парастрофом класу N. 𝜎-парастроф

многовида квазiгруп також є многовидом квазiгруп. Зiставлення кожнiй

парi, яка складається з перестановки 𝜎 та многовида квазiгруп N, 𝜎-

парастрофа многовида N, є дiєю симетричної групи 𝑆 степеня 𝑛 + 1 на

множинi квазiгрупових многовидiв. При цiй дiї стабiлiзатор називається

групою парастрофних симетрiй многовида, а орбiта — парастрофною

орбiтою многовида, яка є множиною многовидiв парастрофних даному.

Тотожнiсть називається квазiгруповою, якщо її функцiйнi символи

iнтерпритуються, тобто замiнюються, квазiгруповими операцiями. Отже,

функцiйнi символи є функцiйними змiнними, якi набувають значень в

множинi оборотних операцiй носiя. Тому тотожнiсть є функцiйним

рiвнянням.

В данiй роботi пiд функцiйним рiвнянням розумiємо унiверсально

замкнену формулу, яка є рiвнiстю двох термiв, що не мiстять нi

предметних, нi функцiйних сталих. Iнакше кажучи, розглядається

рiвнiсть двох термiв, якi складаються з предметних змiнних та ква-

зiгрупових функцiйних змiнних i роздiлових знакiв. “Квазiгрупових”

означає, що всi функцiйнi змiннi набувають значень в множинi оборот-

них функцiй деякого носiя. Крiм того, всi предметнi змiннi зв’язанi

квантором загальностi. Якщо всi квазiгруповi функцiйнi змiннi також

зв’язанi квантором загальностi, то так отриману формулу називають

гiпертотожнiстю. Якщо ж в отриманiй фомулi є принамнi одна вiльна

функцiйна змiнна, то така формула називається функцiйним рiвнянням.

Тут розглядаємо лише функцiйнi рiвняння, в яких всi функцiйнi змiннi
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вiльнi та називаємо їх квазiгруповими функцiними рiвняннями. 𝜎-

парастрофом функцiйної змiнної 𝐹 називаємо функцiйну змiнну, яка

набуває значення 𝜎-парастрофа значення змiнної 𝐹 .

Розв’язком функцiйного рiвняння називаємо пару: носiй i послiдовнiсть

значень всiх його функцiйних змiнних, яке перетворює дане функцiйне рiв-

няння в iстине висловлення. Отже, розв’язком квазiгрупового функцiйного

рiвняння є квазiгрупова алгебра, тобто алгебра, сигнатура якої складається

з оборотних операцiй. Тому всi розв’язки квазiгрупового функцiйного рiв-

няння є многовидом квазiгрупових алгебр. Якщо всi функцiйнi змiннi

попарно парастрофнi, то розв’язком є многовид квазiгруп, а функцiйне

рiвняння є квазiгруповою тотожнiстю.

Функцiйнi рiвняння називаються: рiвносильними, якщо многовиди їх

розв’язкiв збiгаються; парастрофно рiвносильними, якщо многовиди їх

розв’язкiв парастрофнi; парастрофно первинно рiвносильними, якщо одне

з них можна отримати з iншого замiною предметних чи функцiйних змiн-

них i застосуванням первинних гiпертотожностей. Парастрофно первинно

рiвносильнi тотожностi є парастрофно рiвносильними, але не навпаки. Рiв-

няння називається 𝑛-арним, якщо всi функцiйнi змiннi набувають значень

в множинi 𝑛-арних оборотних операцiй. Якщо 𝑛-арнi функцiйнi рiв-

няння парастрофно первинно рiвносильнi, то iснує набiр пiдстановок iз

симетричної групи 𝑆 степеня 𝑛 такi, що деяка послiдовнiсть вiдповiдних

парастрофiв компонент розв’язку першого рiвняння є розв’язком другого

рiвняння.

Квазiгрупове функцiйне рiвняння називається: узагальненим, якщо всi

функцiйнi змiннi попарно рiзнi; квадратичним, якщо кожна предметна

змiнна має двi появи; тривiальним, якщо воно має квазiгруповi розв’язки

лише на одноелементних носiях.

В роздiлi 2 доведено, що кожне квазiгрупове функцiйне рiвняння дов-

жини один та два парастрофно первинно рiвносильне принаймнi одному iз
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наведених функцiйних рiвнянь: два рiвняння довжини один та сiм рiвнянь

довжини два. Далi довведено, що всi пари рiвнянь парастрофно первинно

нерiвносильнi. З цiєю метою для кожної пари рiвнянь будується приклад,

який доводить їх парастрофно первинну нерiвносильнiсть. На завершення

роздiлу описуються розв’язки кожного з рiвнянь, а також розв’язки в класi

лiнiйних тернарних квазiгруп.

В роздiлi 3 вивчаються функцiйнi рiвняння довжини три. Спочатку

проведена їх мiнiмiзацiя: доведено, що кожне квазiгрупове нетривiальне

функцiйне рiвняння довжини три парастрофно первинно рiвносильне

принаймнi одному iз 38 наведених функцiйних рiвнянь. Причому, наведено

їх розподiл за предметними типами: одне рiвняння типу (8,0,0,0), чотири

рiвняння типу (6,2,0,0), п’ять рiвнянь типу (5,3,0,0), чотири рiвняння типу

(4,4,0,0), десять рiвнянь типу (4,2,2,0), десять рiвнянь типу (3,3,2,0), чотири

рiвняння типу (2,2,2,2). В пунктi 3.2 знайдено всi розв’язки рiвнянь типу

(5,3,0,0) в класi тернарних лiнiйних квазiгруп.

В роздiлi 4 вивчаються квадратичнi тернарнi квазiгруповi нетривiальнi

функцiйнi рiвняння i тотожностi довжини три. А саме, встановлено,

що з точнiстю до парастрофно первинної рiвносильностi iснує чотири

квадратичних тернарних квазiгрупових нетривiальних функцiйних рiвнянь

довжини три i знайдено їх перелiк; знайдено множини всiх розв’язкiв

кожного з наведених рiвнянь на довiльному носiєвi; знайдено також

множини всiх розв’язкiв кожного з наведених рiвнянь на довiльному

носiєвi в класi унiверсальних луп; описано квадратичнi квазiгруповi то-

тожностi з точнiстю до рiвносильностi в класi унiверсальних луп; в

класi унiверсальних луп описано квазiгруповi многовиди, якi визначаються

квадратичними тотожносями.

Ключовi слова: тернарна квазiгрупа, оборотна функцiя, парастро-

фно первинна рiвносильнiсть, функцiйне рiвняння, предметний тип,

довжина функцiйного рiвняння, унiверсальна лупа, квазiгрупа Штейнера,
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тотожнiсть, середня лупа, унiпотентна лупа, моток, булевий моток.

ABSTRACT

Tarasevych A. V. Classification of functional equations and identities on

ternary quasigroups. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.06 — algebra and number theory. — Khmel-

nytsky National University. – Vasyl’ Stefanyk Prycarpathian National Univer-

sity, Ivano-Frankivsk, 2021.

In various branches of science there is a need to study multiary functions.

By a multiary operation, defined on some set 𝑄, we mean an arbitrary assign to

each 𝑛-tuple (the tuple of the length 𝑛) of elements from the set 𝑄, a uniquely

defined element in set 𝑄. In this case, 𝑛 is called an arity and 𝑄 is the carrier

of this operation. The carrier can be a finite or an infinite set. In the definition

of a function, the element is not necessarily assigned to each tuple. Since only

operations are considered in this paper, the words “function” and “operation”

are synonymous.

In the dissertation only invertible operations are studied. A unary operation

is called invertible, if it is a surjectively injective transformation, i.e., a self-

bijection of the carrier. A multiary operation is called invertible if it is invertible

in each of its variables. Let 𝑓 be an 𝑛-ary operation. Replace some 𝑘 individual

variables in the term 𝑓(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑢) with elements of a carrier. The resulting

term defines (𝑛−𝑘)-ary operation on the carrier. Then the obtained operation is

called a retract of the operation 𝑓 . If an arbitrary unary retract of an operation

is invertible, then the operation itself is called invertible. An arbitrary retract of

a invertible operation is also invertible. The isotope of an arbitrary operation is

the composition of this operation and self-bijections of the carrier. The isotope

of an invertible operation is also invertible.

Consideration of the multiary invertible operations and different decom-

positions of the same operation leads to the necessity of functional equation
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research. Moreover, the problems of classification are also urgent. Namely,

the classification of invertible operations, quasigroup functional equations, the

quasigroup identities and varieties should be studied. To solve these prob-

lems, a parastrophic symmetry method is applied. The essence of this method

lies in the parastrophy concept extension to classes of quasigroups, varieties of

quasigroups, quasigroup identities, functional equations, translations, and to

all concepts introduced in the theory of quasigroups. Moreover, parastrophy

is introduced in such a way that the symmetric group acts on the correspond-

ing objects. This allows to classify the respective objects: invertible functions,

quasigroups, varieties of quasigroups, functional equations, etc.

Let an 𝑛-ary operation 𝑓 be invertible, then the equivalence of the formulas

𝑓(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑢) = 𝑣 and 𝑔(𝑥′, 𝑦′, . . . , 𝑢′) = 𝑣′,

where 𝑥′, 𝑦′, . . . , 𝑢′, 𝑣′ is a permutation 𝜎 of the variables 𝑥, 𝑦, . . . , 𝑢, 𝑣,

defines the 𝑛-ary operation 𝑔 which is called the 𝜎-parastrophe of the operation

𝑓 . An arbitrary parastrophe of an invertible operation is an 𝑛-ary invertible

operation. A parastrophe defined by the permuting of the 𝑖-th variable and

the (𝑛 + 1)-th variable 𝑣 is called the 𝑖-th division of the operation 𝑓 . The

symmetric group 𝑆 of degree 𝑛+1 determines an action on the set of all 𝑛-ary

invertible operations of a fixed carrier, assigning to each permutation 𝜎 and

to each operation 𝑓 its 𝜎-parastrophe 𝑔. In this case for each operation, the

stabilizer of this action is called parastrophic symmetry group of the operation,

and the orbit is parastrophic orbit of the operation.

An algebra consisting of a carrier, an invertible operation (the main op-

eration) defined on the carrier, and all its divisions is called a quasigroup.

Quasigroups are called isotopic (parastrophic) if the main operations are iso-

topic (respectively parastrophic). Consider quasigroups with a fixed carrier and

arity 𝑛. The assigning to each quasigroup and to each permutation 𝜎 from the

symmetric group 𝑆 of degree 𝑛+ 1 the 𝜎-parastrophe of this quasigroup is the

action of the group 𝑆 on the set of quasigroups. In this case for each quasi-
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group, the stabilizer of this action is called the parastrophic symmetries group

of the quasigroup, and the orbit is the parastrophic orbit of the quasigroup.

The class of quasigroups K which are 𝜎-parastrophes of quasigroups from

this class of 𝑛-ary quasigroups N, is called a 𝜎-parastrophe of the class N. The

𝜎-parastrophe of a quasigroup variety is also a quasigroup variety. Assigning to

each pair consisting of the permutation 𝜎 and the variety of quasigroups N, the

𝜎-parastrophe of the variety N is an action of the symmetric group 𝑆 of degree

𝑛 + 1 on the set of quasigroup varieties. In this action, the stabilizer is called

a parastrophic symmetry group of the variety, and the orbit is a parastrophic

orbit of the variety which is the set of varieties being parastrophic to it.

An identity is called quasigroup, if its functional symbols are interpreted,

i.e. replaced by quasigroup operations. Therefore, the functional symbols are

functional variables that acquire values in the set of invertible operations of the

carrier. Therefore, identity is a functional equation.

In this work, the functional equation is understood as a universally closed

formula which is the equality of two terms that contain neither individual nor

functional constants. In other words, it is considered the equality of two terms

consisting of individual variables and quasigroup functional variables and punc-

tuation marks. “Quasigroup” means that all functional variables take on values

in the set of invertible functions of a carrier. In addition, all individual variables

are bound by universal quantifiers. If all quasigroup functional variables are

also bound by universal quantifiers, then the obtained formula is called a hyper-

identity. If the resulting formula has at least one free functional variable, then

such a formula is called a functional equation. Here we consider only functional

equations in which all functional variables are free and we call them quasigroup

functional equations. 𝜎-parastrophe of the functional variable 𝐹 is a functional

variable that acquires the value of 𝜎-parastrophe of the value of the variable 𝐹 .

The solution of a functional equation is called a pair: the carrier and the

sequence of values of all its functional variables which converts this functional



10

equation into a true statement. Therefore, the solution of a quasigroup func-

tional equation is a quasigroup algebra, i.e. an algebra whose signature consists

of invertible operations. Consequently, all solutions of a quasigroup functional

equation are a set of quasigroup algebras. If all functional variables are pair-

wise parastrophic, then the solution is a quasigroup variety and the functional

equation is a quasigroup identity.

Functional equations are called: equivalent if the varieties of their solu-

tions coincide; parastrophically equivalent, if the varieties of their solutions are

parastrophic; parastrophically primary equivalent, if one of them can be ob-

tained from the other by replacing the individual or functional variables and

the use of primary superidentities. Parastrophically primary equivalent iden-

tities are parastrophically equivalent but the inverse statement is false. An

equation is called 𝑛-ary if all functional variables take their values in the set of

𝑛-ary invertible operations. If 𝑛-ary unctional equations are parastrophically

primarily equivalent, then there is a tuple of substitutions from the symmetric

group 𝑆 of degree 𝑛 such that some sequence of corresponding parastrophes

of the solution components of the first equation is the solution of the second

equation.

A quasigroup functional equation is called: generalized if all functional

variables are pairwise different; quadratic, if each individual variable has two

occurrences; trivial, if it has quasigroup solutions only on one-element carrier.

In Section 2 it is proved that each quasigroup functional equation of the

length one and two is parastrophically primarily equivalent to at least one of

the listed functional equations: two equations of the length one and seven

equations of the length two. It is further proved that all pairs of equations

are parastrophically primarily non-equivalent. For this purpose, an example is

constructed for each pair of equations which proves their parastrophic primary

non-equivalence. At the end of the section, the solutions of each of the equations

are described, as well as the solutions in the class of linear ternary quasigroups.
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In Section 3, functional equations of the length three are studied. First,

they are minimized: it is proved that each quasigroup nontrivial functional

equation of length three is parastrophically primarily equivalent to at least one

of the 38 listed functional equations. Moreover, their distribution according to

individual types is given: one equation of the type (8,0,0,0), four equations of

the type (6,2,0,0), five equations of the type (5,3,0,0), four equations of the type

(4,4,0,0), ten equations of the type (4,2,2,0), ten equations of the type (3,3,2,0),

four equations of the type (2,2,2,2). In point 3.2, all solutions of equations of

the type (5,3,0,0) in the class of ternary linear quasigroups are found.

In Section 4, quadratic ternary quasigroup functional equations and iden-

tities of the length three are studied. Namely, it has been established that

there are four quadratic ternary quasigroup nontrivial functional equations of

the length three up to the parastrophic primary equivalence and their list has

been found; the sets of all solutions of each of these equations on an arbi-

trary carrier has been established; the sets of all solutions of each of the listed

equations on an arbitrary carrier in the class of universal variety has been also

found; quadratic quasigroup identities have been described up to equivalence in

the universal loop varieties; the quasigroup varieties defined by the quadratic

identities have been described in the variety of the universal loops.

Key words: ternary quasigroup, invertible function, parastrophically pri-

mary equivalence, functional equation, individual type, length of a functional

equation, universal loop, Steiner quasigroup, identity, middle loop, unipotent

loop, skein, boolean skein.



12

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА, В ЯКИХ

ОПУБЛIКОВАНI ОСНОВНI НАУКОВI РЕЗУЛЬТАТИ

ДИСЕРТАЦIЇ

1. Sokhatsky F., Krainichuk H., Tarasevych A. A classification of generalized

functional equations on ternary quasigroups // Bulletin of Donetsk Na-

tional University. Series A: Natural Sciences. — 2017. – No. 1-2. —

P. 97–107.

2. Тарасевич А.В., Крайнiчук Г.В. Про класифiкацiю узагальнених функ-

цiйних рiвнянь довжини три на тернарних квазiгрупах // Вiсник

Донецького нацiонального унiверситету. Серiя А: Природничi науки.

— 2018. — № 1-2. — C. 83–97.

3. Tarasevych A. On parastrophically primary non-equivalence of generalized

functional equations of type (5; 3; 0; 0) // Bulletin of Donetsk National

University. Series A: Natural Sciences. — 2019. — No. 1-2.— P. 97–107.

4. Sokhatsky F., Tarasevych A. Classification of generalized ternary

quadratic quasigroup functional equations of the length three //

Carpathian Math. Publ. — 2019. — Vol. 11 (1). — P. 179–192.

5. Sokhatsky F. M., Tarasevych A. V. On ternary quasigroup quadratic iden-

tities of the small length // Прикл. проблеми механiки i математики. —

2020. — Вип. 18. — C 150–161.

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА, ЯКI ЗАСВIДЧУЮТЬ

АПРОБАЦIЮ МАТЕРIАЛIВ ДИСЕРТАЦIЇ

1. Крайнiчук Г. В., Тарасевич А. В. Про тернарнi квазiгруповi

функцiйнi рiвняння найменшої довжини // Конференцiя

молодих учених «Пiдстригачiвськi читання — 2017»,

23–25 травня 2017 р.— Електрон. текст. данi. —

Львiв: IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, 2017. — URL:



13

http://www.iapmm.lviv.ua/chyt2017/theses (дата звернення:

25.12.2020).

2. Крайнiчук Г.В., Тарасевич А.В. Про класифiкацiю квазiгрупових

функцiйних рiвнянь вiд двох функцiйних змiнних// Наук. конф.

професорсько-викладацького складу, наук. працiвникiв i здобувачiв

наук. ступеня за пiдсумками наук.-дослiд. роботи за перiод 2015-2016

рр. (Вiнниця, 15-18 травня, 2017 р.): матерiали у 2-х томах. – Том 1.

– Вiнниця, Донецький нацiональний ун-т iменi Василя Стуса, 2017. –

С. 194–195.

3. Крайнiчук Г.В., Тарасевич А.В. Про класифiкацiю функцiйних рiв-

нянь на тримiсних оборотних функцiях. // Мiжнародна конференцiя

молодих математикiв, присвячена 100-рiччю з дня народження

академiка НАН України Ю. О. Митропольського. 7-10 червня, 2017

р., Київ. Тези доповiдей. – К: Iнститут математики НАН України,

2017 – С.18.

4. Tarasevych Alla V., Krainichuk Halyna V. On classification of ternary

quasigroup functional equations in three functional variables. // Interna-

tional Conference on Mathematics, Informatics and Information Technolo-

gies dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, 19-21 April

2018, Balti: Communications. – Balti, 2018. – P. 91-92.

5. Tarasevych A., Sokhatsky F. Classification of generalized ternary quadratic

quasigroup functional equations of length three ////The XII International

Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the 215th anniversary of

V. Bunyakovsky. July 02–06, 2019, Vinnytsia, Ukraine. Abstracts. –

Vinnytsia: Vasyl’ Stus Donetsk National University, 2019. – P. 112.

6. Tarasevych A. General solutions of generalized ternary quadratic quasi-

group functional equations of length three //The XII International Alge-

braic Conference in Ukraine dedicated to the 215th anniversary of V. Bun-



14

yakovsky. July 02–06, 2019, Vinnytsia, Ukraine. Abstracts. – Vinnytsia:

Vasyl’ Stus Donetsk National University, 2019. – P. 111.

7. Tarasevych A. On generalized ternary quasigroup functional

equations of the type (5; 3; 0; 0)// International mathemat-

ical conference dedicated to the 60th anniversary of the

department of algebra and mathematical logic of Taras

Shevchenko National University of Kyiv, July 14-17, 2020. Abstracts. –

Kyiv: Taras Shevchenko National University, 2020. – P. 78.



15

ЗМIСТ

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 17

ВСТУП 18

РОЗДIЛ 1. ТЕРНАРНI КВАЗIГРУПИ, ФУНКЦIЙНI

РIВНЯННЯ ТА ТОТОЖНОСТI 25

1.1. Огляд лiтератури та результатiв за тематикою дисертацiї . . 25

1.2. Опис методiв дослiдження . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.3. Тернарна казiгрупа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.4. Функцiйнi рiвняння та тотожностi . . . . . . . . . . . . . . . 38

РОЗДIЛ 2. КЛАСИФIКАЦIЯ ТА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

ТЕРНАРНИХ ФУНКЦIЙНИХ РIВНЯНЬ ДОВЖИНИ

ОДИН I ДВА 46

2.1. Функцiйнi рiвняння довжини один . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.1.1. Класифiкацiя функцiйних рiвнянь довжини один. . . 47

2.1.2. Розв’язування функцiйних рiвнянь довжини один. . . 50

2.2. Функцiйнi рiвняння довжини два. . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.2.1. Класифiкацiя функцiйних рiвнянь довжини два. . . . 52

2.2.2. Розв’язування функцiйних рiвнянь довжини два . . . 64

РОЗДIЛ 3. УЗАГАЛЬНЕНI НЕТРИВIАЛЬНI ТЕРНАРНI

ФУНКЦIЙНI РIВНЯННЯ ДОВЖИНИ ТРИ 74

3.1. Мiнiмiзацiя рiвнянь функцiйної довжини три . . . . . . . . . 74

3.1.1. Допомiжнi твердження . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.1.2. Рiвняння з однiєю предметною змiнною . . . . . . . . 81

3.1.3. Рiвняння з двома предметними змiнними . . . . . . . 82

3.1.4. Рiвняння з трьома предметними змiнними . . . . . . 88

3.1.5. Рiвняння з чотирма предметними змiнними . . . . . . 94

3.2. Розв’язування тернарних рiвнянь типу (5, 3, 0, 0) . . . . . . . 96



16

3.3. Мiнiмiзацiя тернарних рiвнянь типу (5, 3, 0, 0) . . . . . . . . 100

РОЗДIЛ 4. КЛАСИФIКАЦIЯ I РОЗВ’ЯЗАННЯ

КВАДРАТИЧНИХ РIВНЯНЬ I ТОТОЖНОСТЕЙ ДОВ-

ЖИНИ ТРИ 105

4.1. Розв’язування квадратичних рiвнянь довжини три . . . . . . 105

4.2. Класифiкацiя квадратичних рiвнянь довжини три . . . . . . 110

4.3. Функцiйнi рiвняння на унiверсальних лупах . . . . . . . . . 117

4.4. Квадратичнi тотожностi довжини три . . . . . . . . . . . . . 117

4.5. Пiдмноговиди визначенi квадратичними тотожностями дов-

жини три . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

ВИСНОВКИ 129

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ 131

ДОДАТКИ 143



17

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

𝑄 — множина, носiй.

𝑓(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) — тернарна операцiя (функцiя) 𝑓 .

𝒪3 — сукупнiсть усiх тернарних операцiй визначених на 𝑄.

𝑓 — головна операцiя.
(14)𝑓 — лiве дiлення операцiї 𝑓 .
(24)𝑓 — середнє дiлення операцiї 𝑓 .
(34)𝑓 — праве дiлення операцiї 𝑓 .
𝜎𝑓 — 𝜎-парастроф операцiї 𝑓 .

Δ3 — множина всiх тернарних оборотних операцiй.

Po(𝑓) — парастрофна орбiта операцiї 𝑓 .

Ps(𝑓) — група парастрофних симетрiй операцiї 𝑓 .

𝑒 — нейтральний елемент квазiгрупи (𝑄; 𝑓).

𝒬 := {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎1, . . . } — множина фiксованих елементiв iз 𝑄 (предметнi

сталi, тобто константи).

ℱ := {𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑓1, 𝑓2, . . . } — множина функцiйних символiв, якi позначають

одну i лише одну операцiю, що визначена на 𝑄 (функцiйнi сталi).

𝒳 := {𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . . } — множина предметних змiнних, якi набувають

значень в множинi 𝑄.

F := {𝐹, 𝐹1, 𝐹1, . . . } — множина функцiйних змiнних, якi набувають

значень в множинi функцiй, що визначенi на множинi 𝑄.

:= — рiвнiсть за означенням.

4 — лексикографiчний порядок предметних змiнних.

U — многовид усiх тернарних унiверсальних луп.

B — многовид булевих моткiв.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Розвиток рiзних галузей наук, а особливо

комп’ютерних, спричинює вивчення багатомiсних функцiй. До того ж, як

функцiй визначених на скiнченних множинах, так i функцiй визначених

на нескiнченних множинах. Iнакше кажучи, створення загальної теорiї

багатомiсних функцiй. Пiд 𝑛-мiсною або 𝑛-арною функцiєю ми розумiємо

однозначне спiвставлення вибiркам 𝑛 елементiв довiльно вибраної множини

𝑄 деякого елемента цiєї ж множини, 𝑄 називаємо носiєм, а число 𝑛 арнiстю

функцiї. Функцiя називається операцiєю, якщо кожна вибiрка має образ.

Проте в данiй працi термiни функцiя i операцiя вважаються синонiмами.

Як i серед одномiсних функцiй, серед багатомiсних функцiй чiльне

мiсце займають оборотнi функцiї. Проте оборотнiсть у багатомiсному ви-

падку визначається у рiзий спосiб. Ми пiд оборотнiстю розумiємо обо-

ротнiсть по кожнiй змiннiй: багатомiсну функцiю називаємо оборотною,

якщо для довiльної змiнної довiльна фiксацiя всiх iнших змiнних визначає

одномiсну оборотну функцiю, тобто пiдстановку носiя. Серед неперервних

функцiй дiйсної змiнної — це в точностi функцiї, якi монотоннi по кожнiй

змiннiй. В алгебрi пара, яка складається з носiя та оборотної 𝑛-арної опе-

рацiї називається квазiгрупою арностi 𝑛.

Багатомiсну функцiю можна утворити з функцiй меншої арностi за до-

помогою їх послiдовного виконання, тобто композицiї. Одне з питань, яке

постає при композицiї — це знаходження умов, за яких двi композицiї виз-

начають одну й ту ж функцiю. Прирiвнявши цi композицiї, ми отримуємо

функцiйне рiвняння.

У багатьох дослiдженнях [11] виникає обернена задача — коли

багатомiсну функцiю можна подати у виглядi композицiй iнших функцiй,

якi “кращi” в певному розумiннi: чи то мають меншу арнiсть, чи краще

визначенi, чи мають кращi властивостi. I в цьому випадку також
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постає питання: коли два розклади однаковi? I знову ми приходимо до

функцiйного рiвняння.

Наприклад, в книзi [10] знайдено всi розв’язки функцiйного рiвня-

ння загальної асоцiативностi на множинi багатомiсних квазiгруп, а потiм

за допомогою отриманого результату доведено iзотопнiсть вiдповiдних

компонент повних розкладiв довiльної багатомiсної оборотної функцiї за

допомогою безповторних композицiй. У дисертацiї [90] також за допомогою

попереднього розв’язання функцiйного рiвняння загальної асоцiативностi

узагальнено цей результат для функцiй, якi сильно залежать вiд усiх своїх

змiнних i удосконалено його, довiвши, що повнi розклади такої функцiї

майже однаковi.

Розвиваючи даний напрямок дослiдження, низка авторiв вивчали

розв’язки бiльш загальних функцiйних рiвнянь. Першим узагальненням

були врiвноваженi функцiйнi рiвняння, тобто рiвняння, якi є рiвнiстю

безповторних термiв довiльної довжини. Сюди можна вiднести працi

Алiмпiч Б. [5], [6], Бiлоусова В.Д. [12], [15], Бiлявської Г. Б. [17],

Крапєжа О. [57], [60], Мальцева А.I. [65], Мендельсона Н.С. [64], Сада

А. [80], Сирбу П., Сохацького Ф.М. [82], Стояковича З. [93], Табарова

А.Х. [95], Штейна С.К. [94] та iнших.

Класи унiверсальних алгебр, якi мають найкращий iнструментарiй для

їх вивчення, є многовиди, тобто класи алгебр, якi замкненi стосовно прямих

добуткiв, гомоморфiзмiв та пiдалгебр. Згiдно теореми Бiркгофа [23],

[71], це в точностi унiверсальнi алгебри, якi визначаються тотожностями.

При цьому тотожнiстю називають рiвнiсть двох термiв, якi побудованi з

предметних змiнних та символiв операцiй. Кажуть, що алгебра належить

даному класу, якщо при пiдстановцi замiсть символiв операцiй даної

алгебри ми отримуємо рiвнiсть, яка виконується при довiльних значеннях

предметних змiнних. Отже, символи операцiй є функцiйними змiнними, а

тотожнiсть означає, що на кожному носiєвi даного класу алгебр лiва i права
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частини тотожностi є розкладами деякої багатомiсної операцiї. Тому то-

тожностi також можна трактувати як функцiйнi рiвняння. А розв’язком

функцiйного рiвняння є многовид вiдповiдних алгебр.

Якщо ми маємо оборотну функцiю 𝑓 на носiєвi 𝑄, то надаючи

значення всiм 𝑛 змiнним, крiм 𝑥𝑖, рiвнiсть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1 однозначно

визначає значення змiнної 𝑥𝑖. Цим самим визначена операцiя [𝑖]𝑓 , яку

називають 𝑖-тим дiленням операцiї 𝑓 . Тодi оборотнiсть операцiї 𝑓 визна-

чається певними тотожностями в алгебрi (𝑄; 𝑓, [1]𝑓, . . . , [𝑛]𝑓). Цi тотожностi

називають первинними. Оскiльки вони виконуються для довiльних оборот-

них операцiй, то вони називаються гiпертотожностями. Якщо в кожному

дiленнi здiйснювати перестановку змiнних, то отримаємо всього (𝑛+1)! обо-

ротних операцiй, якi називають парастрофами операцiї 𝑓 i кожний з них 𝜎𝑓

визначається певною перестановкою 𝜎 множини {1, . . . , 𝑛+1}. Клас алгебр,
якi є 𝜎-парастрофами квазiгруп даного класу, називається 𝜎-парастрофом

даного класу квазiгруп. Симетрична група 𝑆𝑛+1 дiє на множинi 𝑛-арних

оборотних операцiй довiльного носiя i на довiльнiй множинi парастрофних

мiж собою класiв квазiгруп. Парастроф многовида квазiгруп також є

многовидам квазiгруп. Основи парастрофної симетрiї квазiгруп i класiв

квазiгруп закладенi Ф. Сохацьким [85].

Якщо тотожностi визначають один i той самий многовид квазiгруп,

то вони називаються рiвносильними, а якщо парастрофнi многовиди, то

парастрофно рiвносильними. Якщо ж одну тотожнiсть чи функцiйне рiв-

няння можна отримати з iншої тотожностi чи функцiйного рiвняння за

допомогою первинних гiпертотожностей чи переiменувань предметних або

функцiйних змiнних, то такi тотожностi чи функцiйнi рiвняння називають

парастрофно-первинно рiвносильними. Довiльнi парастрофно-первинно

рiвносильнi тотожностi є парастрофно рiвносильними, але навпаки це не

так.

Останнiм часом тернарнi квазiгрупи знаходять своє застосування в
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рiзних галузях математики: геометрiї [29], [3], [74]; теорiї вузлiв [68];

криптографiї [27], [28], [25], [26], , [107] та iнших галузях науки. Тому

дослiдження функцiйних рiвнянь на тернарних квазiгрупах є однiєю iз

важливих задач. Їх дослiдження на бiнарних квазiгрупах проводилось

в багатьох працях. Зокрема, опис функцiйних рiвнянь з точнiстю до

парастрофно-первинної рiвносильностi на квазiгрупах. Класифiкацiя

функцiйних рiвнянь малої функцiйної довжини на бiнарних квазiгрупах

проводилась в працях В. Бiлоусова, С. Крапежа, С. Крiстiча, Я. Дуплака,

Ф. Сохацького, Р. Коваль, Г. Крайнiчук, Ю. Мовсисяна.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйного дослiд-

ження є вивчення тернарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь малої дов-

жини та класифiкацiя вiдповiдних многовидiв квазiгруп.

Задачi дослiдження:

� класифiкувати або мiнiмiзувати узагальненi функцiйнi рiвняння малої

функцiйної довжини з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-

ностi;

� розв’язати представники функцiйних рiвнянь з рiзних класiв;

� класифiкувати узагальненi квадратичнi тотожностi довжини три в

класi унiверсальних луп з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної

рiвносильностi та описати вiдповiднi многовиди.

Об’єктом дослiдження є квазiгруповi функцiйнi рiвняння та їх

розв’язки, тернарнi тотожностi на квазiгрупах, унiверсальнi лупи та

тернарнi квазiгрупи.

Предметом дослiдження є вiдношення мiж квазiгруповими

функцiйними рiвняннями та тотожностями, а також мiж многовидами,

якi вони визначають. А саме, вiдношення рiвносильностi та парастрофної

рiвносильностi на тотожностях, вiдношення парастрофно-первинної рiв-

носильностi на квазiгрупових функцiйних рiвняннях та вiдношення

парастрофностi на многовидах квазiгруп.
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Методи дослiдження. У дисертацiї використовуються методи дослiд-

ження багатомiсних квазiгруп, методи дослiдження функцiйних рiвнянь,

загальнi методи алгебри i комбiнаторнi методи.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати, якi

представленi в дисертацiї, отриманi автором самостiйно, вони є новими

i суть їх така:

— класифiковано нетривiальнi узагальненi функцiйнi рiвняння довжин

один та два з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

на тернарних квазiгрупах, знайдено представники рiзних класiв i

розв’язки кожного з них;

— доведено, що кожне узагальнене функцiйне рiвняння довжини три на

тернарних квазiгрупах парастрофно-первинно рiвносильне принаймнi

одному iз наведених 38 рiвнянь;

— виписано усi лiнiйнi та лiнiйно-iдемпотентнi розв’язки рiвнянь iз

отриманих 5 класiв розбиття предметного типу (5,3,0,0) функцiйної

довжини три на множинi тернарних квазiгрупових операцiй;

— класифiковано нетривiальнi узагальненi квадратичнi функцiйнi рiв-

няння довжини три з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-

ностi на тернарних квазiгрупах, знайдено представники рiзних класiв

i розв’язки кожного з них;

— класифiковано квадратичнi тотожностi довжини три в класi

унiверсальних луп з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної

рiвносильностi, а також описано вiдповiднi многовиди.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi

результати мають теоретичний характер i є певним внеском у теорiю

неасоцiативних структур, скiнченних тримiсних оборотних функцiй,

дослiдженнi функцiйних рiвнянь в алгебрi. Здiйснена в дисертацiйнiй

роботi класифiкацiя має особливе значення не лише з точки зору мате-
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матики, але i дає можливiсть використання її в природничих та технiчних

науках. Так деякi з представлених результатiв дисертацiї вже взятi для

подальшого дослiдження, зокрема Александаром Крапєжом [56].

Особистий внесок здобувача. Дисертацiя є самостiйно завершеною

науковою роботою, в якiй висвiтленi власнi iдеї i розробки, що дозволили

вирiшити поставленi завдання. У роботу включенi лише результати,

якi належать автору. У спiльних iз науковим керiвником працях Ф.М.

Сохацькому належать твердження 6 iз [86], теорема 4 iз [87] та теорема 7

iз [88]. У статтi [86] Крайнiчук Г.В. належать твердження 5; у роботi [97] –

iдея побудови доведення леми 1 та структурна логiка побудови доведення

теореми 1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-

боти доповiдалися i обговорювалися на таких конференцiях i семiнарах:

(I) Конференцiя молодих учених «Пiдстригачiвськi читання — 2017» (м.

Львiв, Україна, 23–25 травня 2017 р.).

(II) Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, присвячена 100–рiччю

з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митропольського.(м.

Київ, Україна, 7–10 червня 2017 р.).

(III) Мiжнародна конференцiя з математики, iнформатики та iнформацiй-

них технологiй, присвячена вiдомому вченому Валентину Бiлоусову (м.

Бєльцi, Республiка Молдова, 19-21 квiтня 2018 р.).

(IV) ХII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена 215–

рiччю В. Буняковського (м. Вiнниця, Україна, 02–06 липня 2019 р.).

(V) Мiжнародна математична конференцiя, присвячена 60–рiччю кафедри

алгебри та математичної логiки Київського нацiонального унiверситету

iменi Тараса Шевченка (м. Київ, Україна, 14–17 липня 2020 р.).

(VI) Мiжкафедральний науковий семiнар факультету програмування

та комп’ютерних i телекомунiкацiйних систем Хмельницького
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нацiонального унiверситету Мiнiстерства освiти i науки України

(м. Хмельницький, 2021 р., керiвник — доктор фiзико-математичних

наук, проф. Бедратюка Л. П.).

(VII) Мiжкафедральний науковий семiнар кафедр алгебри та геометрiї,

математичного i функцiонального аналiзу, диференцiальних рiвнянь i

прикладної математики ДВНЗ «Прикарпатський нацiональний унiвер-

ситет iменi Василя Стефаника» (м. Iвано-Франкiвськ, 2021 р., керiвник

— доктор фiзико-математичних наук, проф. Загороднюк А. В.).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у 12 наукових

працях, з них 5 — у фахових виданнях iз перелiку, затвердженого

Мiнiстерством освiти i науки України [86], [87], [88], [96], [97], серед яких

1 — у фаховому виданнi, яке включене до мiжнародної наукометричної бази

даних "Scopus" та "Web of Science" [87], 5 — у матерiалах мiжнародних

наукових конференцiй [54], [98] – [101] , 2 — у матерiалах наукових

конференцiй молодих учених України [50], [55].

Обсяг i структура дисертацiї Дисертацiя складається з перелiку

умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку

використаних джерел, що мiстить 108 найменувань, i додаткiв. Повний

обсяг роботи – 145 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

ТЕРНАРНI КВАЗIГРУПИ, ФУНКЦIЙНI

РIВНЯННЯ ТА ТОТОЖНОСТI

1.1. Огляд лiтератури та результатiв за тематикою дисертацiї

Вперше узагальнення класичних алгебричних структур на 𝑛-арнi

структури зроблено Р. Каснером [45] у статтi “Розширення групових

понять”. Р. Кернер [46] стверджував, що одним iз найперспективнiших

методiв у теоретичнiй фiзицi є вивчення багатоарних алгебр, тобто

тернарних чи 𝑛-арних алгебр за допомогою яких в законi замiнюють

бiнарну композицiю.

Нинi теорiя 𝑛-арних систем має багато застосувань: застосування

у фiзицi [67], [106], [69]; диференцiальнiй та афiннiй геометрiях [42],

[79], [30]; застосування в теорiї автоматiв [36], [37]; криптографiї [24], [25].

Наприклад, в [69] вiдмiчено, що: “. . . однiєю з основних особливостей

поняття групи симетрiй є зв’язок з бiнарними операцiями, тодi, як природа

математичних операцiй сама по собi не вказує на бiнарнiсть, як на єдино

видiлене вiдношення. До того ж, логiка справдi послiдовних дослiд-

жень вимагає, щоб поряд з бiнарними операцiями розглядались i 𝑛-

арнi. Потенцiйну плiднiсть такого пiдходу демонсструють досить цiкавi

результати, якi отриманi на основi замiни бiлiнiйної симетричної форми,

яка лежить в основi поняття метрики, на полiлiнiйну” [70]. До монографiй,

якi частково чи цiлком присвяченi теорiї багатомiсних груп вiдносять:

А.К.Сушкевича [92, 1937], В.Д.Бiлоусова [10, 1972], С.А.Русакова [77, 78,

1992,1998], А.М.Гальмака [33, 2003], Я.Ушана [105, 2003].

Центральну роль в теорiї 𝑛-арних квазiгруп вiдiграють 𝑛-арнi групи.

Визначення багатомiсної групи таке ж як i в бiнарному випадку:
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багатомiсною групою називається асоцiативна квазiгрупа. При цьому опе-

рацiя називається квазiгруповою, якщо вона оборотна на кожному мiсцi та

асоцiативною, якщо результат її дворазового застосування до однiєї i тiєї

ж послiдовностi не залежить вiд розташування дужок. Але, на вiдмiну

вiд бiнарного випадку, асоцiативнiсть багатомiсної операцiї визначається

не однiєю тотожнiстю, а серiєю тотожностей, кожна з яких стверджує про

незмiннiсть результату при “пересуваннi” дужок з 𝑖-того на 𝑗-те мiсце. Цi

тотожностi називаються тотожностями частинної асоцiативностi, а для

фiксованих 𝑖, 𝑗 така тотожнiсть називається (𝑖; 𝑗)-асоцiативнiстю.

При вивченнi основ теорiї багатомiсних груп природним є питання

про залежнiсть мiж тотожностями частинної асоцiативностi. Вперше це

питання вивчалось в трьох працях Х.Терстона [103, 1954], в яких дано

певну вiдповiдь в класi сюр’єктивних групоїдiв iз скороченнями. Однак

цi статтi були невiдомими i надалi їх результати не ввiйшли до зазначених

вище монографiй. Бiльше того, В.Д.Бiлоусов [10] вiдмiчає дану задачу як

невiдому i формулює її узагальнений варiант ( [10, Задачi 2,3,с.217]). В [81]

доведено, довiльний частинно асоцiативний групоїд з оборотним елементом

є асоцiатом сорту (𝑟; 𝑠;𝑛), де 𝑟|𝑠|𝑛, тобто (𝑖; 𝑗)-асоцiативний для всiх пар

(𝑖; 𝑗) таких, що 𝑖 ≡ 𝑗 ≡ 0 (mod 𝑟) та 𝑖 ≡ 𝑗 (mod 𝑠).

Паралельно з питанням про залежнiсть мiж тотожностями частинної

асоцiативностi в працях рiзних авторiв вивчалось питання про розкладання

таких операцiй, тобто про можливiсть подання у виглядi композицiї iнших

операцiй, що визначенi на цiй же множинi. Те, що частинно асоцiативна

квазiгрупова операцiя розкладається за допомогою деякої групової опера-

цiї та деяких квазiгрупових операцiй тривiально випливає iз теореми, яка

вiдома як теорема Бiлоусова про чотири квазiгрупи [2, 1960]. Проблемним

є питання про повне описання їх розкладiв.

В [81] знайдено повний розклад операцiї довiльного асоцiату сорту

(𝑟; 𝑠;𝑛), який має кратно 𝑟 оборотний елемент, i встановлено, що вивчення



27

таких асоцiатiв зводиться до вивчення асоцiатiв сорту (1; 𝑠;𝑛) з оборотними

елементами. Доведено, що пiдмножина оборотних елементiв збiгається

з квазiгруповим пiдасоцiатом, який названо полiагрупою сорту (𝑠;𝑛). З

доведеного зокрема випливає, що довiльна полiагрупа (𝑄; 𝑓) сорту (𝑠;𝑛),

подiбно до багатомiсної групи, є iтерацiєю деякої бiнарної групи (𝑄; +), її

автоморфiзму 𝜙 та певного елемента 𝑎.

Множини з тернарними операцiями, що мають рiзнi властивостi,

описували багато авторiв. Наприклад, Р. Баєр [8], Х. Прюфер [75] вивчали

застосування тернарних груп у проективнiй геометрiї. Дж. Керхтен [47]

дослiджував тернарнi груповi операцiї.

На даний час ростає iнтерес до вивченння багатомiсних квазiгруп

завдяки їх звязку з перешкодно-стiйкими кодами та кореляцiйно-iмунними

функцiями, що забезпечує можливiсть застосування дослiдження в теорiї

кодування [76], [43] та криптографiї [20], [19], [104], [108].

Питанння про подання функцiї у виглядi композицiї функцiй вiд

меншої кiлькостi змiнних важливо не лише в неперервнiй (тринадцята

проблема Гiльберта), а i в дискретнiй (класи Поста) математицi. Природнє

питання про iснування нероздiльних 𝑛-арних квазiгруп вiдоме, як одна

з проблем В.Д. Бiлоусова [10]. Частковий розв’зок цiєї проблеми були

отриманi рiзними авторами. А Д.С.Кротов, В.Н. Потапов, П.В. Соколова

в своїй працi [43] дали повний розязок цiєї проблеми. а саме, побудованi

нероздiльнi 𝑛-арнi квазiгрупи довiльного порядку бiльше 3 та довiльної

арностi бiльше 2.

Тернарнi квазiгрупи “зручно” використовувати у теорiї кодування.

Оскiльки, графiк 𝑛-арної квазiгрупи – це МДР-код довжини 2. Клас

циклiчних МДР-кодiв широко використовують при передачi повiдомлень

по каналах зв’язку з перешкодами. При дослiдженнi класiв кодiв важливо

визначити три параметри: довжину коду, потужнiсть коду та вiдстань

коду. Побудова нелiнiйних МДР-кодiв застосовується в криптографiї.
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Значну увагу викликають працi: М.М.Глухова [20], який подає методи по-

будови МДР-кодiв, використовуючи теорiю груп; С.Гонсалеса, Е.Коусела

, В.Маркова, А. Нечаева [21], [22], у яких наведено алгоритм побудови

нелiнiйних МДР-кодiв з великою довжиною. Також у [21] наведений алго-

ритм побудови 𝑛-ортогональних 𝑛-арних операцiй. Цей алгоритм узагаль-

нено в [32]. Цi автори пропонують алгоритм побудови ортогональних 𝑛-

арних операцiй, який називають алгоритмом складання блокiв. Вхiднi

данi алгоритму – це двi серiї рiзних операцiй сутностi, що розподiляються

блоками. Алгоритм складається з двох частин: алгоритму композицiї для

побудови 𝑛-арних операцiй з ортогональними ретрактами iз заданих блокiв

операцiй та блочно-рекурсивного алгоритму для побудови ортогональних

n-арних операцiй з отриманих операцiй. Данi результати iлюструють

приклади ортогональних 𝑛-арних операцiй, якi можна побудувати блочно-

рекурсивним алгоритмом i неконструювати вiдомим тривiальним рекур-

сивним алгоритмом.

Ортогональнi 𝑛-арнi квазiгрупи застосовують при плануваннi

експеременту та розробцi статистичних даних.

Iнший напрям застосування тернарних квазiгруп – це розробка

статистичних даних експеременту [44]. У даному напрямку дослiд-

ження використовують ортогональнi 𝑛-арнi квазiгрупи, латинськi куби

(комбiнаторнi аналоги тернарних квазiгруп), якi є похiдними вiд латинсь-

ких квадратiв. Вперше ортогональнi латинскi квадрати були дослiдженнi

Л.Эйлером, а першi вiдомостi про латинськi куби з’явилися лише в 40-

х роках минулого столiття. Оскiльки, латинськi куби почали вивчатися

вiдносно недавно, то значна частина теорiї про них ще не побудована.

Деякi результати їх побудови описанi A. Крузом [18], М. Коголом [62],

К. Лiндер [40], Т.Евансом [31].

Задача про iснування системи ортогональних латинских квадатiв

i кубiв є дуже важливою. Звернемо увагу, що визначення латин-
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ського куба першого порядку в плануваннi експериментiв є деяким

узагальненням комбiнаторного визначення латинського куба. Латинським

кубом розмiру 𝑛 першого порядку називають кубiчну таблицю iз 𝑛 еле-

ментiв, розташовану в 𝑛3 комiрках, таким чином, що кожен елемент є у

таблицi 𝑛2 разiв, i зустрiчається в кожнiй iз трьох площин, паралельних до

координатних площин 𝑋𝑌 𝑍, 𝑋𝑂𝑍, 𝑌 𝑂𝑍, рiвно 𝑛 разiв.

Деякий латинський куб розмiру 𝑛 першого порядку можна накласти

на iнший латинський куб розмiрностi 𝑛 першого порядку, так щоб кожен

елемент одного куба зустрiвся точно 𝑛 разiв з кожним елементом iншого

куба. Такi два латинських куба називають ортогональними латинськими

кубами першого порядку. При накладаннi трьох i бiльше ортогональних

латинських кубiв будується гiпер-греко латинський куб.

Повному факторному експерименту для 𝑛3, де (𝑛 < 2) вiдповiдає

кубiчне розмiщення з 𝑛 елементiв, що мiстить 𝑛3 позицiй. Трьом ребрам

куба вiдповiдають фактори 𝐴, 𝐵, 𝐶 з рiвнями (0, 1, 2, . . . , 𝑛 − 1). Якщо

ввести в план четвертий фактор 𝐷 i рiвнi цього фактору (0, 1, 2, . . . , 𝑛− 1)

розмiстити у вiдповiдних до дослiдiв точках кубiчного розмiщення, то

одержимо латинський куб розмiру 𝑛 першого порядку [38].

У наслiдок рiзновекторностi застосування багатомiсних оборотних

функцiй виникає мотивацiя дослiдникiв до їх вивчення та побудови,

особливо це стосується тернарних квазiгруп.

Одним iз методiв побудови багатомiсних операцiй є безповторна

композицiя операцiй меншої арностi. Перевага цiєї комозицiї має

три пункти. Першi два пункти описав В.Бiлоусов у книзi [10], а

саме: безповторна композицiя двох оборотних операцiй завжди оборотна;

компоненти розкладу оборотної операцiї в безповторну композицiю обо-

ротних операцiй мають меншу арнiсть нiж сама операцiя. Третiй

пункт переваги безповторної композицiї розкрив у своїй дисертацiї

Ф. Сохацький [90]. Вiн довiв, що безповорна композицiя скiнченних опера-
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цiй є оборотною тодi i тiльки тодi, коли всi компоненти оборотнi.

При вивченнi розкладiв квазiгруп за допомогою безповторних

композицiй важливо описати квазiгрупи, якi нероздiльнi, тобто квазiгрупи,

якi не розкладаються за допомогою безповторної композицiї. Наприклад

такими, як показано в працi Ф. М. Сохацького [84]. У цiй роботi доведено,

що серед роздiльних луп з властивiстю оборотностi арностi бiльше двох є

лише лупи, якi є похiдними вiд бiнарних груп експоненти 2. Тому всi iншi

IP-лупи нероздiльнi.

Приклад побудови тернарної лупи з властивiстю оборотностi здiйснив

В. I. Оной за допомогою асоцiативно-комутативного кiльця iз одиницею.

Д. С. Кротову вдалося побудувати нероздiльнi багатомiснi квазiгрупи

порядку 4𝑟 такi, що всi їхнi ретракти отриманi фiксуванням однiєї змiн-

ної є роздiльними. Для даної побудови були використанi частковi булевi

функцiї.

Прирiвнявши два розклади однiєї i тiєї ж функцiї, отримуємо фу-

нкцiйне рiвняння. Розв’язання рiвняння в деяких випадках описує

частину розкладiв багатомiсної функцiї. Наприклад, Бiлоусов у

[10] розв’язав рiвняння узагальненої асоцiативностi на багатомiсними

функцiях. Використавши отриманий результат, Бiлоусов довiв, що мiж

двома повними розкладами багатомiсної оборотної функцiї за допомогою

позицiйної суперпозицiї можна встановити взаємно-однозначну вiдповiд-

нiсть при якiй вiдповiднi компоненти iзотопнi.

Цей результат був узагальнений i уточнений Сохацьким [90, 1986]. Вiн

розв’язав функцiйне рiвняння узагальненої асоцiативностi над скiнченними

функцiями, якi сильно залежать вiд кожної своєї змiнної, тому є

узагальненням оборотностi (кожна оборотна функцiя сильно залежить вiд

кожної своєї змiнної). За допомогою отриманого результату Сохацький

розв’язав проблему А.В. Кузнецова для 𝑘-значної логiки, довiвши, що будь-

якi два повнi розклади сильнозалежної функцiї за допомогою безповторної
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композицiї є майже однаковими. До цього часу цей результат був вiдомий

лише при 𝑘 = 2, 3. А саме, в 1958 роцi майже однаковiсть розкладiв

булевих функцiй без фiктивних змiнних довiв А.В. Кузнецов [61]), а

при 𝑘 = 3, майже однаковiсть сильно залежних функцiй отримав

Л.М. Сосинський [91, 1964].

Крiм того, в значнiй кiлькостi праць проводилось дослiдження

врiвноважених функцiйних рiвнянь на оборотних, тобто квазiгрупових,

функцiях. При цьому функцiйнi рiвняння називаються врiвноваженими,

якщо їх лiва i права частини є безповторними термами, якi складаються з

однакових змiнних [13], [14].

Визначальнi тотожностi квазiгрупи виконуються для всiх оборотнтних

операцiй. Тому їх називають первинними гiпертотожностями [66].

Отже, на множинi квазiгрупових функцiйних рiвнянь, тобто функцiй-

них рiвнянь на квазiгрупах, введено вiдношення еквiвалентностi [85] при

якому два рiвняння називають рiвносильними, якщо одне рiвняння iз

iншого можна отримати за скiнченну кiлькiсть крокiв, кожний з яких є

перейменуванням функцiйних чи предметних змiнних, або застосуванням

первинних гiпертотожностей. Дане вiдношення називають парастрофно-

первинно рiвносильним.

Розв’язком функцiйнного рiвняння називають послiдовнiсть функцiй,

пiдстановка яких в рiвняння перетворює його в iстинне висловлення.

Якщо 𝑛-арнi функцiйнi рiвняння парастрофно-первинно рiвносильнi,

то iснує перестановка 𝜎 iз симетричної групи 𝑆𝑛+1 степення 𝑛 + 1, така,

що будь-який розв’язок другого рiвняння є перестановкою 𝜎 деяких

компонентiв фiксованних парастрофiв розв’язку першого рiвняння.

Тому природньо постало питання про класифiкацiю функцiйних рiв-

нянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi. Оскiльки

розглядаються лише рiвняння, якi не мiстять нi функцiйних, нi предметних

сталих, то кожне функцiйне рiвняння можна розглядати, як тотожнiсть
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класiв квазiгрупових алгебр, сигнатура яких складається з функцiйних

змiнних, що входять у дане рiвняння. Зокрема, це означає, що функцiйне

рiвняння є квазiгруповою тотожнiстю, якщо всi функцiйнi змiннi попарно-

парастрофнi.

Нагадаємо, що з двох функцiйнних змiнних друга змiнна є 𝜎-

парастрофом першої, якщо вона набуває значень 𝜎-парастрофа опера-

цiї 𝑓 перша змiнна набуває значення 𝑓 . Отже, сукупнiсть розв’язкiв

функцiйнного рiвняння – це многовид квазiгрупових алгебр.

Такий пiдхiд дозволяє класифiкувати квазiгруповi тотожностi та

многовиди, якi вони визначають. Для цього встановлюються дiї групи 𝑆𝑛+1

на оборотних функцiях i квазiгрупах фiксованого носiя, на квазiгрупових

тотожностях та на вiдповiдних многовидах. Орбiти цих дiй називають па-

растрофними орбiтами, а стабiлiзатори називають групами парастрофних

симетрiй i зрозумiло, що вони є пiдгрупами групи 𝑆𝑛+1.

При 𝑛 = 2 питання парастрофної рiвносильностi квадратичних рiвнянь

Крапєж i Кристич звели до iзоморфностi вiдповiдних графiв.

Iнший пiдхiд до цього питання було розроблено Ф.Сохацьким [82] та

Р.Коваль [48]. А потiм розробленний метод узагальнено на неквадратичнi

функцiйнi рiвняння та розвинуто у працях Ф.Сохацького [85] та

Г.Крайнiчук [51], [52], [53]. Зокрема отримано такi результати: дано повну

класифiкацiю узагальнених квазiгрупових функцiйних рiвнянь до функ-

цiйної довжини чотири з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-

ностi та розв’язано представники з усiх отриманих блокiв вiдповiдного роз-

биття, а також знайдено розв’язки узагальнених дистрибутивно-подiбних

функцiйних рiвнянь без квадратiв на множинi квазiгрупових операцiй.

Використовуючи результати класифiкацiї узагальнених функцiйних рiв-

нянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, отримано двi

класифiкацiї тотожностей довжиною 2 i 3 на квазiгрупах з точнiстю

до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi, а також описано
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розподiл вiдповiдних многовидiв квазiгруп на пучки згiдно з парастрофною

симетрiєю.

Як вище було зазначено останiм часом зрiс iнтерес до небiнарних

квазiгруп, тому природньо постає питання про вивчення i класифiкацiю

тернарних функцiйних рiвнянь. Хоча такi рiвняння розглядалися деякими

авторами i знаходились їх розв’язки [102], [1], [93]. Але цiлiсне

дослiдження не проводились, хоча деяку iнформацiю можна отимати

поклавши 𝑛 = 3 у 𝑛-арнi, функцiйнi рiвняння, якi дослiджувались:

Бранкою Алiмпiч(врiвноваженнi функцiйнi рiвняння на багатомiсних ква-

зiгрупах) [4], Бiлоусовим (функiйне рiвняння узагальненої асоцiативностi

та функцiйне рiвняння 𝑖𝑗-асоцiативних квазiгруп) [9].

1.2. Опис методiв дослiдження

У дисертацiї використаний метод парастрофної симетрiї, розроблений в

роботi [85] та методи дослiдження багатомiсних квазiгруп [10]. Саме дослiд-

ження складається з декiлькох етапiв. На першому етапi функцiйнi рiвня-

ння дослiджуються не беручи до уваги зв’язок мiж функцiйними змiнними,

тобто розглядаються узагальненi функцiйнi рiвняння, в яких всi функцiйнi

змiннi попарно рiзнi. А саме, замiсть довiльного функцiйного рiвняння

𝜙 розглядається розглядається його узагальнення 𝜙′, яке отримуємо з 𝜙

замiною всiх функцiйних змiнних попарно рiзними змiнними. Якщо 𝜙′ i 𝜙′
1

парастрофно-первинно рiвносильнi, то 𝜙 i 𝜙1 також парастрофно-первинно

рiвносильнi. Навпаки це не так. Проте вивчення узагальнених рiвнянь

дозволяє значно скоротити перебiр. Наприклад, тернарних рiвнянь вiд

двох змiнних є 81 · 24 · 12 = 23 328. З них узагальнених 81, а з точнiстю

до парастрофно-первинної рiвносильностi — лише сiм (теорема 2.2). Фу-

нкцiйне рiвняння є тотожнiстю в квазiгрупi, якщо всi функцiйнi змiннi

попарно парастрофнi. Отже, всi тотожностi розпредiленi на сiм класiв,

причому тотожностi з рiзних класiв парастрофно-первинно нерiвносильнi.
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Наприклад, розглянемо узагальнене функцiйне рiвняння (2.7). Це рiв-

няння є узаагальненням тотожностей 𝜎𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝜏𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑥) Позначимо

в ньому змiнну 𝜎𝐹 через 𝐹 , тодi змiнна 𝜏𝐹 буде 𝜎−1𝜏𝐹 . Тому тотожнiсть

матиме вигляд 𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝜋𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑥), де 𝜋 := 𝜎−1𝜏 . Оскiльки група

парастрофних симетрiй даної тотожностi є 𝑆3, то маємо лише чотири то-

тожностi (при 𝜏 = 𝜄, (14), (24), (34)). При 𝜏 = 𝜄 тотожнiсть тривiальна.

Для того, щоб показати парастрофно-первинну нерiвнослильнiсть тотож-

ностей будуємо приклад який задовольняє одну тотожнiсть, але жоден його

парастроф не задовольняє iншу тотожнiсть.

1.3. Тернарна казiгрупа

Для кращого розумiння викладеного дослiдження нагадаємо основнi

означення та поняття.

Назва тернарної операцiї походить вiд латинського слова ternarius, що

в перекладi означає «потрiйний». Тернарною операцiєю 𝑓 визначеною

на множинi 𝑄 називають зiставлення будь-якiй впорядкованiй трiйцi

(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) елементiв з 𝑄 точно одного елементу 𝑞 з множини 𝑄. Iншими

словами, тернарна операцiя 𝑓 – це вiдображення з 𝑄3 в 𝑄, яке записують

𝑓(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 𝑞. Множину 𝑄 називають носiєм.

Сукупнiсть усiх тернарних операцiй визначених на 𝑄 позначають 𝒪3.

Визначають множення тернарних операцiй, як

(𝑓 ⊕
1
𝑓1)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) := 𝑓(𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3),

(𝑓 ⊕
2
𝑓1)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) := 𝑓(𝑥1, 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3),

(𝑓 ⊕
3
𝑓1)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) := 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)),

𝑒𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) := 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3.

Кожна з визначених суперпозицiй є асоцiативною [30]. Отже, алгебри

(𝒪3;⊕
1
, 𝑒1), (𝒪3;⊕

2
, 𝑒2), (𝒪3;⊕

3
, 𝑒3) – це моноїди.
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Тернарну операцiю 𝑓 називають оборотною, якщо вона оборотна в

кожному моноїдi (𝒪3;⊕
𝑖
, 𝑒𝑖).

Операцiя 𝑓 – головна i її оберненi в (𝒪3;⊕
1
, 𝑒1), (𝒪3;⊕

2
, 𝑒2), (𝒪3;⊕

3
, 𝑒3)

позначають (14)𝑓 , (24)𝑓 , (34)𝑓 i називають лiвим, середнiм i правим дiленням

вiдповiдно. Iншими словами, операцiя 𝑓 – оборотна, якщо виконуються

рiвностi

𝑓((14)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝑥, (1.1)

𝑓(𝑥, (24)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑦, (1.2)

𝑓(𝑥, 𝑦, (34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑧, (1.3)

(14)𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝑥, (1.4)

(24)𝑓(𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑦, (1.5)

(34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑧. (1.6)

Якщо операцiя 𝑓 оборотна, то алгебру (𝑄; 𝑓, (14)𝑓, (24)𝑓, (34)𝑓) (коротко,

(𝑄; 𝑓)) називають тернарною квазiгрупою [85]. Усi дiлення оборотної опе-

рацiї також є оборотними, а отже є їх дiленнями [10].

Пiд парастрофом [16] тернарної квазiгрупи розумiють перестановку

𝜎 координатних появ предметних змiнних шляхом замiни кожної

впорядкованої четвiрки (𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑥) на (𝑥𝜎(1), 𝑥𝜎(2), 𝑥𝜎(3), 𝑥𝜎(4)). Iнакше

кажучи, iснує 24 операцiї для кожної тернарної оборотної операцiї, якi виз-

начають спiввiдношенням

𝜎𝑓(𝑥𝜎(1), 𝑥𝜎(2), 𝑥𝜎(3)) = 𝑥𝜎(4) ⇐⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4,

називають парастрофами тернарної квазiгрупи, а операцiю 𝜎𝑓 називають

𝜎-парастрофом операцiї 𝑓. Деякi з них можуть збiгатися. Квазiгрупа на-

зивається тотально симетричною [73] за умови, що всi її парастрофи

збiгаються. Оскiльки парастрофи квазiгрупи задовольняють рiвностi

𝜎(𝜏𝑓) = 𝜎𝜏𝑓 and 𝜄𝑓 = 𝑓, (1.7)

то симетрична група 𝑆4 визначає дiю на множинi Δ3 всiх тернарних обо-

ротних операцiй, визначених на тому ж носiї. Введемо такi позначення:

� Po(𝑓) — орбiта операцiї 𝑓 , яка називається парастрофною орбiтою опе-

рацiї 𝑓 ;
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� Ps(𝑓) — стабiлiзатор операцiї 𝑓 , який називається групою

парастрофних симетрiй операцiї 𝑓 ;

З теореми про дiю групи на множинi випливає таке твердження.

Лема 1.1. Мають мiсце такi твердження

� парастрофнi орбiти оборотних операцiй утворюють розбиття мно-

жини Δ3 всiх оборотних операцiй множини 𝑄;

� парастрофнi симетрiї утворюють групу, яка є пiдгрупою

симетричної групи четвертої степенi, тобто Ps(𝑓) 6 𝑆4;

� Ps(𝜎𝑓) = 𝜎Ps(𝑓)𝜎−1

� |Ps(𝑓)| · |Po(𝑓)| = 24.

Клас A називають квазiгруповим, якщо вiн є сукупнiстю квазiгруп.

A Зокрема, з цього факту випливає, що кiлькiсть рiзних парастрофiв

оборотної операцiї є множником 24. Точнiше, ця кiлькiсть рiвна 24/|Ps(𝑓)|,
де Ps(𝑓) позначає стабiлiзатор групи 𝑓 пiд цiєю дiєю, яку називають групою

парастрофних симетрiй операцiї 𝑓 . Отже, тотально симетрична квазi-

група – це квазiгрупа, група парастрофних симетрiй якої є 𝑆4. Якщо група

парастрофних симетрiй тернарної квазiгрупи тривiальна, то квазiгрупа має

24 рiзних парастрофи i її називають асиметричною.

Клас A називають квазiгруповим, якщо вiн є сукупнiстю квазiгруп.

𝜎-парастрофом квазiгрупового класу A називають клас 𝜎-A, який є

сукупнiстю всiх 𝜎-парастрофiв квазiгруп iз класу A.

𝜎-парастрофом квазiгрупової тотожностi називають тотожнiсть, яка

отримана з даної, замiною головної операцiї на її 𝜎−1 парастроф.

У статтi [85] встановлена така теорема:

Теорема 1.1. Якщо многовид A визначається тотожностями, то

многовид 𝜎-A визначається 𝜎-парастрофами цих тотожностей.
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Елемент 𝑒 квазiгрупи (𝑄; 𝑓) називають нейтральним, якщо для всiх 𝑥

з 𝑄 виконуються рiвностi

𝑓(𝑥, 𝑒, 𝑒) = 𝑥, 𝑓(𝑒, 𝑥, 𝑒) = 𝑥, 𝑓(𝑒, 𝑒, 𝑥) = 𝑥.

На вiдмiну вiд бiнарної квазiгрупи, нейтральний елемент не обов’язково

єдиний у тернарнiй квазiгрупi.

Квазiгрупу називають лупою [72], якщо вона має нейтральний елемент.

Наприклад, нехай (𝑄; +) – група експоненти два i операцiя 𝑓 визначається

рiвнiстю

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥+ 𝑦 + 𝑧.

Не важко помiтити, що кожен елемент квазiгрупи є нейтральним у (𝑄; 𝑓).

Таку квазiгрупу будемо називати унiверсально нейтральною. А саме,

тернарну квазiгрупу (𝑄; 𝑓) будемо називати лiвою, середньою, правою

унiверсально нейтральною, якщо виконуються вiдповiднi рiвностi:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥.

Називатимемо тернарну квазiгрупу унiверсально нейтральною, якщо всi

три тотожностi мають мiсце. Зауважимо, що наведена у прикладi тернарна

квазiгрупа не лише унiверсально нейтральна, але й тотально симетрична.

Квазiгрупу, яка є унiверсально нейтральною i тотально симетричною,

називають квазiгрупою Штейнера [35], [93], або мотком [34]. Таким

чином, кожна тернарна квазiгрупа Штейнера - це лупа i, до того ж, кожен

її елемент нейтральний.

Оборотну операцiю 𝑓 називають безповторно-розкладною, якщо

iснують двi бiнарнi оборотнi операцiї 𝑔, ℎ i бiєкцiя 𝜎 ∈ 𝑆3 така, що

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑔(ℎ(𝑥1𝜎, 𝑥2𝜎), 𝑥3𝜎).

З теореми 1 у [90] випливає такий результат.

Наслiдок 1.1. Якщо тернарна квазiгрупа Штейнера (𝑄; 𝑓) є

безповторно-розкладною, тодi iснує група (𝑄; +) експоненти два така,
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що

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 + 𝑧.

Tернарну квазiгрупу Штейнера для якої виконується умова з твер-

дження 1.1 називають булевим мотком [34], [7] .

Двогранна (дiедральна) група порядку 8 розглядається, як група си-

метрiй квадрата [63]. Зазначимо, що в загальному випадку дiедральна

група є групою симетрiй правильного багатокутника, що включає в себе

оберти та осьовi симетрiї.

1.4. Функцiйнi рiвняння та тотожностi

Мiж поняттями “тотожностi” та “функцiйного рiвняння” є досить

великий перетин. Пiд поняттям тотожнiсть насправдi розумiють в одному

випадку вислiв мови першого порядку, в iншшому випадку – це предикат

мови другого порядку, а саме:

� “вислiв”, наприклад, в множинi дiйсних чисел (R; ·), iстиною є така

тотожнiсть

(∀𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧) (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧); (1.8)

� “предикат”, наприклад, клас напiвгруп визначається такою тотожнiстю

(∀𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧) (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧), (1.9)

тобто тотожнiсть асоцiативностi для множення дiйсних чисел – це вислiв,

а у твердженнi “асоцiативнiсть визначає клас напiвгруп”, теж в лiтературi

вживається термiн – ‘тотожнiсть’, хоча насправдi тут – це ‘предикат’.

У випадку (1.8) символ (·) – то є функцiйна стала, а в випадку (1.9),

символ (·) – то функцiйна змiнна. Саме в другому випадку тотожнiсть

доцiльно називати ‘функцiйним рiвнянням’, а клас всiх напiвгруп є класом

всiх розв’язкiв функцiйного рiвняння асоцiативностi. Слiд розрiзняти цi

два поняття, тому збережемо назву ‘тотожнiсть’ лише для (1.8), а (1.9)

називатимемо ‘функцiйне рiвняння’.
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Для визначення функцiйного рiвняння випишемо додатковi позначення

та означення, якi були введенi в статтi Ф. М. Сохацького [85].

Нехай 𝑄 — базова множина i нехай маємо такi позначення:

� 𝒬 := {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎1, . . . } — множина фiксованих елементiв iз 𝑄 (предметнi

сталi, тобто константи);

� ℱ := {𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑓1, 𝑓2, . . . } — множина функцiйних символiв, якi позна-

чають одну i лише одну операцiю, що визначена на𝑄 (функцiйнi сталi);

� 𝒳 := {𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . . } — множина предметних змiнних, якi набувають

значень в множинi 𝑄;

� F := {𝐹, 𝐹1, 𝐹1, . . . } — множина функцiйних змiнних, якi набувають

значень в множинi функцiй, що визначенi на множинi 𝑄, причому

функцiйна змiнна арностi 𝑛 набуває значень лише серед 𝑛-мiсних

функцiй.

Означення терма:

1) кожна змiнна iз 𝒳 i кожна константа iз 𝒬 є термом;

2) якщо 𝑓 ∈ ℱ є 𝑛-арна функцiя, 𝐹 ∈ F є 𝑛-арна функцiйна змiнна i

𝑇1, . . . , 𝑇𝑛 є термами, то 𝑓(𝑇1, . . . , 𝑇𝑛), 𝐹 (𝑇1, . . . , 𝑇𝑛) є термами;

3) iнших термiв не iснує.

Терм називається словом, якщо вiн не має жодної функцiйної змiн-

ної. Нехай 𝑇 терм, тодi [𝑇 ] i ⟨𝑇 ⟩ вiдповiдно позначають множини всiх

предметних i функцiйних змiнних, якi з’являються в записi терма 𝑇 .

Нехай [𝑇1] ∪ [𝑇2] := {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} and {𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑘} ⊆ ⟨𝑇1⟩ ∪ ⟨𝑇2⟩, тодi
формула

(∀𝐹1)(∀𝐹2) . . . (∀𝐹𝑘)(∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)(𝑇1 = 𝑇2) (1.10)

називається унiверсальною (квантифiкованою) рiвнiстю. Скрiзь в

дисертацiї позначатимемо таку рiвнiсть без кванторiв.
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Означення 1.1 (Ф. М. Сохацький [85, c. 81]). Унiверсальна рiвнiсть

(1.10) називається функцiйним рiвнянням на 𝑄, якщо вона має

принаймнi одну вiльну функцiйну змiнну, iнакше вона є висловом i тодi

цей вислiв називається:

� тотожнiстю, якщо вона є висловом i цей вислiв iстинний;

� протирiччям, якщо цей вислiв хибний.

Означення 1.2 (Ф. М. Сохацький [85, c. 81]). Функцiйне рiвняння

називається чистим, якщо воно не має нi функцiйних, нi предметних

сталих.

Означення 1.3. Предметним типом функцiйного рiвняння назвемо

послiдовнiсть (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘), де 𝑘 позначає кiлькiсть предметних змi-

нних рiвняння враховуючи їх повторення, 𝑛1 > 𝑛2 > · · · > 𝑛𝑘, 𝑛𝑖 —

кiлькiсть появ 𝑖-тої змiнної, до того ж, 𝑛𝑖 > 2 при 𝑛𝑖 ̸= 0.

Означення 1.4 (Ф. М. Сохацький [85, c. 81]). Значення

лексикографiчної послiдовностi всiх вiльних функцiйних змiнних даного

функцiйного рiвняння називається його розв’язком, якщо рiвняння стає

тотожнiстю пiсля пiдстановки компонентiв розв’язку замiсть вiльних

функцiйних змiнних.

Функцiйне рiвняння, яке має предметну чи функцiйну сталу,

“прив’язане” до носiя, а чистi функцiйнi рiвняння можна розглядати на

всiх носiях i на кожному носiєвi воно має свою множину розв’язкiв. Отже,

розв’язком чистого функцiйного рiвняння є пара: носiй i послiдовнiсть

функцiй, що визначена на ньому, а всi розв’язки функцiйного рiвня-

ння класом алгебр, в яких виконується тотожнiсть, яка утворюється

пiсля пiдстановки операцiй сигнатури в дане функцiйне рiвняння. Отже,

розв’язком функцiйного рiвняння є многовид алгебр.

Означення 1.5 (Ф. М. Сохацький [85, c. 81]). Формула (1.10) нази-

вається унiверсальною квазiгруповою рiвнiстю, якщо функцiйнi сталi
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є квазiгруповими операцiями i передбачається, що функцiйнi змiннi

набувають значень в множинi квазiгрупових операцiй носiя.

Квазiгруповi гiпертотожностi дослiджував Ю. Мовсiсян [66]. Нова

редакцiя означення та перелiк всiх бiнарних гiпертотожностей виписанi

Ф. М. Сохацьким [85].

Первиннi квазiгруповi гiпертотожностi — це чистi квазiгруповi тотож-

ностi (чистi функцiйнi рiвняння), якi випливають iз означення оборотних

операцiй та їх парастрофiв. Для бiнарного випадку цi гiпертотожностi такi:

𝜎(𝜏𝐹 ) = 𝜎𝜏𝐹 , 𝑠𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥),

ℓ𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥,

𝑟𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦,

𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑥)) = 𝑦, 𝐹 (𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦,

𝑠𝑟𝐹 (𝐹 (𝑦, 𝑥), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑠𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑥.

(1.11)

Нехай Δ3 — множина усiх оборотних тернарних функцiй, визначених на

носiї 𝑄. Вiдношення (1.1)–(1.6) та (1.7) справджуються для всiх функцiй

з Δ3. Iншими словами, наступнi гiпертотожностi iстиннi над множиною

Δ3:

𝜎(𝜏𝐹 ) = 𝜎𝜏𝐹 , 𝜄𝐹 = 𝐹, (14)𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝑥;

(24)𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑦; (34)𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑧,

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
𝜎𝐹 (𝑥1𝜎, 𝑥2𝜎, 𝑥3𝜎), 𝜎 ∈ 𝑆3.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (1.12)

Гiпертотожностi (1.12) називають первинними [85].

Зауваження 1.1. Зауважимо, що перейменувавши предметнi змiннi

у функцiйному рiвняннi, ми отримаємо рiзнi формули, якi є записами

одного й того ж функцiйного рiвняння, оскiльки всi предметнi змiннi у

цих формулах зв’язанi кванторами загальностi.
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Розв’язок функцiйного рiвняння — це послiдовнiсть функцiй (опера-

цiй), що визначенi на множинi, яка пiсля пiдстановки замiсть функцiй-

них змiнних їх значень iз послiдовностi при лексикографiчному поря-

дку, перетворює дане рiвняння в iстинне висловлення. Лексикографiчний

порядок предметних змiнних означає, що їх появи записуються вiдповiдно

до алфавiтного порядку змiнних.

Означення 1.6. Два функцiйнi рiвняння рiвносильнi на носiєвi, якщо

вони мають одну й ту ж множину розв’язкiв на даному носiєвi.

Два чистих функцiйних рiвняння називають рiвносильними, якщо вони

рiвносильнi на кожному носiєвi, тобто якщо вони мають один i то й же

многовид розв’язкiв.

Два функцiйнi рiвняння називаються парастрофно-первинно рiвно-

сильними, якщо одне з них можна отримати за скiнченну кiлькiсть таких

крокiв:

� застосування гiпертотожностей (1.11) та (1.12);

� замiна сторiн рiвняння;

� перейменування предметних змiнних;

� перейменування функцiйних змiнних.

Уточнимо перетворення “застосування гiпертотожностей (1.11) та

(1.12)”. Наприклад, згiдно цьому перетворенню змiнна 𝑥 замiнюється на

терм 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) i всi пiдтерми (14)𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) та 𝐹 ((14)𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)

замiнюються на 𝑥. Аналогiчно вiдбувається застосування iнших

гiпертотожностей (1.11) та (1.12).

Отже, жодне iз перетворень парастрофно-первинної рiвносильностi

не змiнює кiлькостi рiзних предметних змiнних. Тому парастрофно-

первинно рiвносильнi функцiйнi рiвняння мають однакову кiлькiсть рiзних

предметних змiнних. Iншими словами, iстиною є така лема.
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Лема 1.2. Якщо функцiйнi рiвняння мають рiзну кiлькiсть рiзних

предметних змiнних, то вони парастрофно-первинно нерiвносильнi.

Пiдтермом рiвняння є пiдтерм його лiвої чи правої сторони. Пiдтерм

терма 𝑇 називається власним, якщо вiн не збiгається нi з 𝑇 , нi з

предметною змiнною. Функцiйну змiнну 𝐹 терма 𝐹 (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) назвемо

головною.

Нехай 𝑇1 = 𝑇2 тернарне функцiйне рiвняння довжини три,

(𝐹,𝐺𝑖, 𝐺𝑗)– лексекографiчна послiдовнiсть його функцiйних змiнних,

тобто, 𝑖 < 𝑗. Послiдовнiсть (𝑓, 𝑔, ℎ) оборотних тернарних функцiй

визначених на множинi 𝑄 є розв’язком 𝑇1 = 𝑇2, якщо пiсля замiни 𝐹 на

𝑓 , 𝐺1 на 𝑔 та 𝐺2 на ℎ, отримуємо iстинне твердження 𝑡1 = 𝑡2, тобто 𝑡1 = 𝑡2

є тотожнiстю. Квазiгрупове функцiйне рiвняння називають тривiальним,

якщо воно має розв’язки лише на одноелементнiй множинi [85].

В данiй дисертацiї розглядаються лише нетривiальнi функцiйнi рiвня-

ння, тому передбачається, що кожна предметна змiнна має принаймнi двi

появи. Якщо кожна предметна змiнна має точно двi появи, то такi рiвня-

ння називають квадратичними.

Лексикографiчним перейменуванням предметних змiнних є

перейменування всiх перших появ цих змiнних вiдповiдно до їх

лексикографiчного порядку.

Лема 1.3. Нехай 𝜐 = 𝜔 i 𝜐′ = 𝜔′ – парастрофно-первинно рiвносильнi

узагальненi тернарнi функцiйнi рiвняння. Тодi iснують бiєкцiя 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚

в 𝑆4 та бiєкцiя 𝜏 з {1, . . . ,𝑚} така, що кожен розв’язок (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚)

послiдовностi (𝜎1𝑓1𝜏 , . . . ,
𝜎𝑚𝑓(𝑚)𝜏) є розв’язком рiвняння 𝜐′ = 𝜔′.

У цьому випадку, (𝜏, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚) називається визначальною системою

бiєкцiй рiвнянь 𝜐 = 𝜔 i 𝜐′ = 𝜔′.

З леми випливає достатня умова для парастрофно-первинної

нерiвносильностi тернарних узагальнених функцiйних рiвнянь. Тобто,

наступне твердження є iстинним.
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Наслiдок 1.2. Якщо для кожної бiєкцiї 𝜏 з {1, . . . ,𝑚} i бiєкцiй

𝜎1, . . . , 𝜎𝑚 iснує розв’язок (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) з 𝜐 = 𝜔 такий, що (𝜎1𝑓 1𝜏 ,
𝜎2𝑓 2𝜏 ,

𝜎3𝑓 3𝜏)

не є розв’язком 𝜐′ = 𝜔′, то функцiйнi рiвняння 𝜐 = 𝜔 i 𝜐′ = 𝜔′

парастрофно-первинно нерiвносильнi.

Нехай функцiйне рiвняння мiстить 𝑚 незалежних змiнних. Квазiгрупа

(𝑄; 𝑓) є розв’язком рiвняння 𝜐 = 𝜔, якщо послiдовнiсть (𝑓, . . . , 𝑓⏟  ⏞  
𝑚 times

) є її

розв’язком.

Наслiдок 1.3. Якщо тотально симетрична квазiгрупа є розв’язком

одного iз функцiйних рiвнянь i не є розв’язком iншого функцiйного рiвня-

ння, то цi рiвняння парастрофно-первинно нерiвносильнi.

Наслiдок 1.4. Якщо тотально симетрична функцiя є розв’язком

одного функцiйного рiвняння, але вона не є розв’язком iншого функцiйного

рiвняння, то цi рiвняння парастрофно-первинно нерiвносильнi.

Теорема 1.2. Нехай квазiгрупа задовольняє тотожнiсть вiд трьох

предметних змiнних, якi задовольняють умовам: множини пiдтермiв

довжини один мають двi змiннi i цi множини попарно рiзнi, множина

змiнних пiдтерма довжини два має три змiнних. Тодi дана квазiгрупа

iзотопна деякiй групi.

Елемент 𝑒 називається лiвим, правим, середнiм нейтральним

оборотної операцiї (∘), якщо iстина вiдповiна тотожнiсть:

0 ∘ 𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∘ 0 = 𝑥, 𝑥 ∘ 𝑥 = 0.

В цьому випадку, квазiгрупа (𝑄; ∘, 0) є лiвою, правою, середньою лупою

вiдповiдно. Бiльш детальну iнформацiю можна знайти в [89]. Вiдмiтимо,

що лiвий парастроф середньої лупи є лiвою лупою, а правий парастроф є

правою лупою.

Квазiгрупа (𝑄; ∘) називається груповим iзотопом, якщо вона iзотопна

деякiй групi. Якщо

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦), 𝛼0 = 𝛽0 = 0, (1.13)
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де (𝑄; +, 0) — група, то вибiрка (+, 𝛼, 𝛽, 𝑎) називається канонiчним

розкладом що визначений елементом 0 групового iзотопу (𝑄; ∘).

Теорема 1.3 ( [83]). Кожний елемент групового iзотопу однозначно

визначає його канонiчний розклад.

Твердження 1.1. Якщо комутативна середня лупа (𝑄; ∘, 0) є

груповим iзотопом, то його канонiчний розклад, який визначений

елементом 0, є

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼(𝑥) + 𝛼(𝑦)

де (𝑄; +, 0) є групою експоненти два, тобто вона є тотально

симетричною групою.

Доведення. Нехай (𝑄; ∘, 0) — комутативна середня лупа, яка є груповим

iзотопом i нехай (1.13) є її канонiчний розклад визначений елементом 0.

Оскiльки груповий iзотоп комутативний, то 𝛼 = 𝛽. Бiльше того, 0 =

0 ∘ 0 = 𝛼(0) + 𝑎+ 𝛽(0) = 𝑎. Рiвнiсть 𝑥 ∘ 𝑥 = 0 означає, що 𝛼(𝑥) +𝛼(𝑥) = 0.

Замiнюючи 𝛼(𝑥) на 𝑥, отримуємо рiвнiсть 𝑥+𝑥 = 0, яка означає, що група

(𝑄; +, 0) має експоненту два. 2
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РОЗДIЛ 2

КЛАСИФIКАЦIЯ ТА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ТЕРНАРНИХ

ФУНКЦIЙНИХ РIВНЯНЬ ДОВЖИНИ ОДИН I ДВА

Користуючись тотожностями, якi визначають оборотнi функцiї, тобто

квазiгруповi операцiї, а також замiною змiнних, ми можемо переходити

вiд одного квазiгрупового функцiйного рiвняння до iншого i навпаки.

Цим самим на множинi квазiгрупових функцiйних рiвнянь визначено

вiдношення еквiвалентностi, яке названо вiдношення парастрофної рiв-

носильностi. В один клас цiєї еквiвалентностi належать рiвняння, мно-

жини розв’язкiв яких на однакових носiях виразимi одна через iншу за

допомогою переходу до парастрофiв операцiй. Тому природно постає

питання про класифiкацiю функцiйних рiвнянь з точнiстю до парастрофної

рiвносильностi та розв’язання чи дослiдження функцiйних рiвнянь, якi

становлять трансверсаль1 отриманих класiв еквiвалентностi. Крiм того,

ставиться питання про виокремлення квазiгрупових фукцiйних рiвнянь,

якi рiвносильнi системi “коротших” таких рiвнянь, тобто рiвнянь, кожне

з яких має меншу кiлькiсть функцiйних чи предметних змiнних. В данiй

роботi пiд довжиною розумiємо кiлькiсть функцiйних змiнних, якi входять

в запис рiвняння.

У цьому роздiлi дано класифiкацiю тернарних функцiйних рiвнянь

довжини один (теорема 2.1) та довжини два (теорема 2.2). А також

знайдено загальнi розв’язки функцiйних рiвнянь, якi становлять деяку

трансверсаль розбиття, яке вiдповiдає вiдношенню парастрофної рiвно-

сильностi цiєї рiвносильностi, тобто є максимальною множиною парастро-

фно нерiвносильних квазiгрупових функцiйних рiвнянь.
1Трансверсаллю сукупностi множин називають вибiрку по одному елементу з кожної множини.
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2.1. Функцiйнi рiвняння довжини один

У даному пiдроздiлi вивчаються узагальненi нетривiальнi тернарнi

квазiгруповi функцiйнi рiвняння вiд однiєї функцiйної змiнної, тобто функ-

цiйної довжини один. Дано класифiкацiю з точнiстю до парастрофно-

первинної рiвносильностi тернарних квазiгрупових рiвняння функцiйної

довжини один та знайдено лiнiйнi розв’язки отриманих рiвнянь.

2.1.1. Класифiкацiя функцiйних рiвнянь довжини один.

Оскiльки кожне нетривiальне узагальнене квазiгрупове функцiйне рiв-

няння має принаймнi двi появи кожної предметної змiнної, тодi виконується

таке твердження.

Теорема 2.1. Кожне узагальнене тернарне квазiгрупове

нетривiальне функцiйне рiвняння довжини один парастрофно-первинно

рiвносильне точно одному з таких рiвнянь:

𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥, (2.1)

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥. (2.2)

Доведення. Тернарне квазiгрупове рiвняння з однiєю функцiйною

змiнною має вигляд:

𝐹 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝑢4.

Множина предметних змiнних {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} рiвняння не може мати нi три
нi чотири рiзнi предметнi змiннi, позаяк тодi одна iз змiнних матиме одну

появу, а це означатиме, що квазiгрупове функцiйне рiвняння є тривiальним,

тобто має розв’язок лише на одноелементнiй множинi. Тому дана множина

має одну або двi рiзнi незалежнi предметнi змiннi.

Якщо функцiйне рiвняння має одну незалежну змiнну, то таке функ-

цiйне рiвняння має вигляд (2.1).
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Якщо ж рiвняння має двi рiзнi предметнi змiннi, скажiмо 𝑥 та 𝑦, то це

буде одне з таких рiвнянь:

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥. (2.3)

Перше рiвняння з перелiку (2.3) збiгається з рiвнянням (2.2).

У другому рiвняннi з (2.3) переставимо першу та другу предметнi

змiннi, а в третьому рiвняннi з (2.3) — першу i третю предметнi змiннi,

в результатi отримаємо такi рiвняння вiдповiдно:

(12)𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, (13)𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥.

В отриманих рiвняннях замiнимо (12)𝐹 i (13)𝐹 на 𝐹 , в результатi матимемо

рiвняння (2.2).

Припустимо, що рiвняння (2.1) та (2.2) парастрофно-первинно

рiвносильнi. Нехай операцiя 𝑓 є розв’язком рiвняння (2.1). Це означає,

що деякий парастроф 𝑓 є роз’язком рiвняння (2.2). Перевiримо це

припущення.

Нехай Z5 – кiльце цiлих чисел за модулем 5. Операцiя 𝑓 , визначена на

Z5, таким виразом:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 2𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧

є розв’язком квазiгрупового рiвняння (2.1). Справдi,

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 2𝑥+ 2𝑥+ 2𝑥 = 6𝑥 = 𝑥.

Операцiя 𝑓 – оборотна, всi її парастрофи мають вигляд:

(14)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥− 𝑦 − 𝑧,

(24)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥+ 3𝑦 − 𝑧,

(34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥− 𝑦 + 3𝑧.

Справдi,

𝑓((14)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)=2(3𝑥− 𝑦 − 𝑧) + 2𝑦 + 2𝑧=6𝑥− 2𝑦 − 2𝑧 + 2𝑦 + 2𝑧=𝑥,



49

(14)𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)=3(2𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧)− 𝑦 − 𝑧=6𝑥+ 6𝑦 + 6𝑧 − 𝑦 − 𝑧=𝑥.

Отже,
(14)𝑓 ⊕

1
𝑓 = 𝑓 ⊕

1

(14)𝑓 = 𝑒1,

тому операцiя (14)𝑓 є лiвим дiленням операцiї 𝑓 . Це означає, що операцiя 𝑓

оборотна в моноїдi (𝒪3;⊕
1
, 𝑒1).

𝑓(𝑥, (24)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧)=2𝑥+ 2(−𝑥+ 3𝑦 − 𝑧) + 2𝑧=2𝑥− 2𝑥+ 6𝑦 − 2𝑧 + 2𝑧=𝑦,

(24)𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)=−𝑥+ 3(2𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧)− 𝑧=−𝑥+ 6𝑥+ 6𝑦 + 6𝑧 − 𝑧=𝑦.

Отже,
(24)𝑓 ⊕

2
𝑓 = 𝑓 ⊕

2

(24)𝑓 = 𝑒2,

тому операцiя (24)𝑓 є середнiм дiленням операцiї 𝑓 . Це означає, що операцiя

𝑓 оборотна в моноїдi (𝒪3;⊕
2
, 𝑒2).

𝑓(𝑥, 𝑦, (34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)=2𝑥+2𝑦+2(−𝑥−𝑦+3𝑧)=2𝑥+2𝑦+2𝑥−2𝑦+6𝑧=𝑧,

(34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧))=−𝑥−𝑦+3(2𝑥+2𝑦+2𝑧)−𝑦−𝑧=−𝑥−𝑦+6𝑥+6𝑦+6𝑧=𝑧.

Отже,
(34)𝑓 ⊕

3
𝑓 = 𝑓 ⊕

3

(34)𝑓 = 𝑒3,

тому операцiя (34)𝑓 є лiвим дiленням операцiї 𝑓 . Це означає, що операцiя 𝑓

оборотна в моноїдi (𝒪3;⊕
3
, 𝑒3). Оскiльки операцiя 𝑓 оборотна в кожному iз

моноїдiв (𝒪3;⊕
1
, 𝑒1), (𝒪3;⊕

2
, 𝑒2), (𝒪3;⊕

3
, 𝑒3), то, згiдно з означенням, вона є

оборотною.

З означення операцiї 𝑓 випливає, що результат 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) не залежить

вiд перестановки змiнних 𝑥, 𝑦, 𝑧, тому 𝑆3 ⊆ Ps(𝑓). Отже, операцiя 𝑓 має

не бiльше чотирьох рiзних парастрофiв: 𝑓 , (14)𝑓 , (24)𝑓 , (34)𝑓 . Очевидно, що

всi вони попарно рiзнi i жодна з них не є розв’язком (2.2). Справдi,

𝑓(0, 1, 1) = 2 · 0 + 2 · 1 + 2 · 1 = 4 ̸∈ {3, 2} =

= {(14)𝑓(0, 1, 1), (24)𝑓(0, 1, 1), (34)𝑓(0, 1, 1)},

(14)𝑓(0, 1, 1) = 3 ̸∈ {2} = {(24)𝑓(0, 1, 1), (34)𝑓(0, 1, 1)},
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де
(14)𝑓(0, 1, 1) = 3 · 0 + (−1) · 1 + (−1) · 1 = 3,

(24)𝑓(0, 1, 1) = (−1) · 0 + 3 · 1 + (−1) · 1 = 2,

(34)𝑓(0, 1, 1) = (−1) · 0 + (−1) · 1 + 3 · 1 = 2,

тому 𝑓 ̸= (14)𝑓 , 𝑓 ̸= (24)𝑓 , 𝑓 ̸= (34)𝑓 , (14)𝑓 ̸= (24)𝑓 , (14)𝑓 ̸= (34)𝑓 . Позаяк

(24)𝑓(0, 2, 3) = (−1) · 0 + 3 · 2 + (−1)3 · 1 = 3 ̸=
̸= 2 = (−1) · 0 + (−1) · 2 + 3 · 3 = (34)𝑓(0, 2, 3),

то (24)𝑓 ̸= (34)𝑓 . Отже, функцiї 𝑓 , (14)𝑓 , (24)𝑓 , (34)𝑓 попарно рiзнi.

Покажемо, що жодна з них не є розв’язком рiвняння (2.2), тобто

рiвностi

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, (14)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥,

(24)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, (34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥

не є тотожностями. Враховуючи вирази операцiй, данi рiвностi рiвносильнi

таким рiвностям:

2𝑥+ 2𝑦 + 2𝑦 = 𝑥, 3𝑥− 𝑦 − 𝑦 = 𝑥,

−𝑥+ 3𝑦 − 𝑦 = 𝑥, −𝑥− 𝑦 + 3𝑦 = 𝑥.

Легко бачити, що кожна з цих рiвностей порушується в точцi (1, 0, 0).

З леми 1.3 випливає протирiччя. Це означає, що припущення

неправильне. Тому, рiвняння (2.1) та (2.2) парастрофно-первинно нерiв-

носильнi. 2

2.1.2. Розв’язування функцiйних рiвнянь довжини один.

Врахувуючи теорему (2.1), означення iдемптентної квазiгрупи та озна-

чення лiво-унiверсально-нейтральної квазiгрупи випливає, що розв’язком

функцiйного рiвняння (2.1) є iдемпотентна квазiгрупа, а розв’язком

функцiйного рiвняння (2.2) є лiво-унiверсально-нейтральна квазiгрупа.

Знайдемо лiнiйнi розв’язки функцiйних рiвнянь довжини один.
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Для зручностi доведення, перейменуємо предметнi змiннi у

рiвняннi (2.2) вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦). Маємо:

𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑦. (2.4)

Наслiдок 2.1. Лiнiйна функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦+ 𝑐𝑧+ 𝑑 над полем

𝑃 є розв’язкам рiвняння (2.1), тодi i тiльки тодi, коли 𝑑 = 0, 𝑎+𝑏+𝑐 = 1.

Доведення. Нехай лiнiйна функцiя 𝑓 є розв’язком рiвняння (2.1), тодi

для всiх 𝑥 виконується тотожнiсть

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥.

Скориставшись визначенням лiнiйної функцiї 𝑓 , вищевказану

тотожнiсть подамо у виглядi

𝑎𝑥+ 𝑏𝑥+ 𝑐𝑥+ 𝑑 = 𝑥.

Пiдставимо 𝑥 = 0. Маємо 𝑑 = 0, тому при 𝑥 = 1, 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1.

Навпаки, нехай 𝑑 = 0 i 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1, тодi

𝑥 = (𝑎+ 𝑏+ 𝑐) · 𝑥+ 0 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥+ 𝑐𝑥+ 𝑑 = 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥). 2

Наслiдок 2.2. Лiнiйна функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦+ 𝑐𝑧+ 𝑑 над полем

𝑃 є розв’язкам рiвняння (2.4), тодi i тiльки тодi, коли 𝑑 = 0, 𝑐 = 1,

𝑏 = −𝑎.

Доведення. Нехай функцiя 𝑓 є розв’язком рiвняння (2.4), тодi для всiх

𝑥 i 𝑦 виконується тотожнiсть

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑦 (2.5)

Використавши означення лiнiйної функцiї 𝑓 , тотожнiсть (2.5) подамо у виг-

лядi:

𝑎𝑥+ 𝑏𝑥+ 𝑐𝑦 + 𝑑 = 𝑦.

Пiдставимо почергово: 𝑥 = 𝑦 = 0, 𝑥 = 0 i 𝑦 = 0. Отримуємо: 𝑑 = 0, 𝑐 = 1,

𝑏 = −𝑎.
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Якщо 𝑑 = 0, 𝑐 = 1, 𝑏 = −𝑎, то

𝑦 = (𝑎+ (−𝑎))𝑥+ 1 · 𝑦 + 0 =

= (𝑎+ 𝑏)𝑥+ 𝑐𝑦 + 𝑑 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥+ 𝑐𝑦 + 𝑑 = 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑦). 2

2.2. Функцiйнi рiвняння довжини два.

У даному пiдроздiлi класифiковано з точнiстю до парастрофно-

первинної рiвносильностi тернарнi квазiгруповi рiвняння функцiйної дов-

жини два, тобто вiд двох функцiйних змiнних. Знайденi усi розв’язки

отриманих рiвнянь.

2.2.1. Класифiкацiя функцiйних рiвнянь довжини два.

Спочатку для повної класифiкацiї доведемо допомiжнi твердження.

Твердження 2.1. Будь-яке узагальнене тернарне квазiгрупове фу-

нкцiйне рiвняння функцiйної довжини два парастрофно-первинно рiвно-

сильне рiвнянню виду:

𝐹1(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝐹2(𝑢4, 𝑢5, 𝑢6); (2.6)

де предметнi змiннi 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 6розташованi в лексикографiчному порядку.

Доведення. Нехай 𝜐 = 𝜔 — будь-яке узагальнене тернарне квазiгрупове

функцiйне рiвняння функцiйної довжини два. Оскiльки рiвняння має

двi функцiйних змiнних, позначимо їх 𝐹1 та 𝐹2 то, враховуючи їх

розташування, можливi такi випадки:

1) функцiйнi змiннi розташованi по одну сторону рiвняння;

2) функцiйнi змiннi в рiзних частинах рiвняння.

Якщо функцiйнi змiннi знаходяться по одну сторону, то це буде одне з

таких рiвнянь:

𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝑡6,
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𝐹1(𝑡1, 𝐹2(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4), 𝑡5) = 𝑡6,

𝐹1(𝑡1, 𝑡2, 𝐹2(𝑡3, 𝑡4, 𝑡5)) = 𝑡6,

Нехай предметна змiнна 𝑥 не належить множинi предметних змiнних

{𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡5, 𝑡6}. Пiдставимо замiсть змiнної 𝑥 обидвi частини першого

рiвняння в очевидну рiвнiсть

(14)𝐹1(𝑥, 𝑡4, 𝑡5) =
(14)𝐹1(𝑥, 𝑡4, 𝑡5);

обидвi частини другого рiвняння в рiвнiсть

(24)𝐹1(𝑡1, 𝑥, 𝑡5) =
(24)𝐹1(𝑡1, 𝑥, 𝑡5);

обидвi частини третього рiвняння в рiвнiсть

(34)𝐹1(𝑡1, 𝑡2, 𝑥) =
(34)𝐹1(𝑡1, 𝑡2, 𝑥).

В результатi отримаємо рiвняння

(14)𝐹1(𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5), 𝑡4, 𝑡5) =
(14)𝐹1(𝑡6, 𝑡4, 𝑡5);

(24)𝐹1(𝑡1, 𝐹1(𝑡1, 𝐹2(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4), 𝑡5), 𝑡5) =
(24)𝐹1(𝑡1, 𝑡6, 𝑡5);

(34)𝐹1(𝑡1, 𝑡2, 𝐹1(𝑡1, 𝑡2, 𝐹2(𝑡3, 𝑡4, 𝑡5))) =
(34)𝐹1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡6).

Застосуємо до цих рiвнянь третю, четверту i п’яту гiпертотожностi iз (1.12):

𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
(14)𝐹1(𝑡6, 𝑡4, 𝑡5);

𝐹2(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
(24)𝐹1(𝑡1, 𝑡6, 𝑡5);

𝐹2(𝑡3, 𝑡4, 𝑡5) =
(34)𝐹1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡6).

Перепозначимо 𝐹2 через 𝐹1 та (14)𝐹1, (24)𝐹1, (34)𝐹1 через 𝐹2. В результатi

отримаємо рiвняння виду (2.6). Залишилося перейменувати першi появи

рiзних предметних змiнних у лексикографiчному порядку. 2

Лема 2.1. Кожне чисте узагальнене нетривiальне тернарне фун-

кцiйне рiвняння довжини два належить точно до одного iз чотирьох

предметних типiв: (6, 0, 0), (4, 2, 0), (3, 3, 0), (2, 2, 2).
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Доведення. Оскiльки всi функцiйнi змiннi у рiвняннi функцiйної дов-

жини два є тернарними, то кiлькiсть предметних змiнних дорiвнює 6,

враховуючи їх повторення. Оскiльки рiвняння квазiгрупове i нетривiальне,

то кожна предметна змiнна повторюється щонайменше два рази, тому таке

рiвняння має не бiльше нiж три рiзнi незалежнi предметнi змiннi, тобто

предметний тип (𝑎, 𝑏, 𝑐), де 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1 i 𝑎+𝑏+𝑐 = 6. Занумеруємо предметнi

змiннi так, що змiннi в лексикографiчному порядку мають незростаючу

кiлькiсть своїх появ. Тому досить розглядати лише функцiйнi рiвняння

iз змiнними 𝑥, 𝑦, 𝑧 в яких 𝑥 має 𝑎 появ, 𝑦 — 𝑏 появ, 𝑧 — 𝑐 появ, тобто

лише рiвняння типiв (𝑎, 𝑏, 𝑐), де 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 > 2 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6. Цi умови

задовольняють лише такi вибiрки:

� якщо рiвняння має одну незалежну предметну змiнну, то його

предметний тип (6, 0, 0);

� якщо рiвняння має двi рiзнi незалежнi змiннi, то його предметний тип:

(4, 2, 0), (3, 3, 0);

� якщо рiвняння з трьома рiзними незалежними змiнними, то його

предметний тип лише: (2, 2, 2).

Отже, всього 4 рiзних предметних типiв тернарних функцiйних рiвнянь

довжини два. 2

Теорема 2.2. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує точно 7 узагальнених тернарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь

функцiйної довжини 2, якi роздiленi на:

предметний тип (6, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), (2.7)

предметний тип (4, 2, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), (2.8)

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), (2.9)
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предметний тип (3, 3, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑦), (2.10)

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), (2.11)

предметний тип (2, 2, 2) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑦, 𝑧, 𝑧), (2.12)

𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧). (2.13)

Доведення. Оскiльки, дослiджуємо нетривiальнi квазiгруповi функцiйнi

рiвняння, то кожна предметна змiнна має принаймнi двi появи. Тому

множина {𝑢1, . . . , 𝑢6}, яку називаємо множиною предметних змiнних,

може бути одно-, дво- або триелементною.

Якщо множина змiнних має одну незалежну предметну змiнну, то,

згiдно з лемою 2.1 це рiвняння має предметний тип (6, 0, 0), а вiдповiдно

до твердження 2.1, рiвняння має вигляд (2.7).

Нехай множина незалежних предметних змiнних двоелементна. Тодi

можливi два випадки:

� одна iз предметних змiнних, скажiмо 𝑦, з’являється двiчi, то,

вiдповiдно до леми 2.1, таке рiвняння має предметний тип (4, 2, 0).

Якщо предметна змiнна 𝑦 має обидвi появи лише в однiй зi сторiн

рiвняння, то, згiдно з твердженням 2.1, це буде рiвняння (2.8). Якщо

предметна змiнна 𝑦 з’являється в обох частинах рiвняння, то вiдповiдно

до твердження 2.1, це буде рiвняння (2.9);

� кожна з предметних змiнних з’являється тричi, то, вiдповiдно до

леми 2.1, таке рiвняння має предметний тип (3, 3, 0). Якщо всi появи

однiєї змiнної знаходяться в однiй частинi рiвняння, то рiвняння має

вигляд (2.10). За iншої умови — це рiвняння (2.11).

Нехай множина незалежних предметних змiнних має три елементи, тодi

кожна предметна змiнна з’являється двiчi i предметний тип такого рiвня-
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ння є (2, 2, 2). Отже, вiдповiдно до твердження 2.1, є два випадки: лiва

частина рiвняння має двi рiзнi незалежнi предметнi змiннi, тодi це буде

рiвняння (2.12), а якщо лiва частина рiвняння має три незалежнi предметнi

змiннi, то це рiвняння (2.13).

Залишилося довести попарну нерiвносильнiсть функцiйних рiвнянь

(2.7)–(2.11). Доведення подамо в такiй таблицi.

(2.8) (2.9) (2.10) (2.11) (2.12) (2.13)

(2.7) лема 1.2 лема 1.2 лема 1.2 лема 1.2 лема 1.2 лема 1.2

(2.8) × прикл. 1 Шт Шт лема 1.2 лема 1.2

(2.9) × × Шт Шт лема 1.2 лема 1.2

(2.10) × × × прикл. 2, 2′ лема 1.2 лема 1.2

(2.11) × × × × лема 1.2 лема 1.2

(2.12) × × × × × прикл. 3

Тернарна квазiгрупа Штейнера (𝑄; 𝑓) визначається як тотально

симетрична унiверсальна лупа. Нагадаємо, що лупа називається

унiверсальною, якщо в нiй кожний елемент є нейтральним, тобто

виконуються тотожностi:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥. (2.14)

Оскiльки тотальна симетричнiсть спричинює комутативнiсть тернарної

операцiї. то в довiльнiй тотально симетричнiй квазiгрупi цi тотожностi

рiвносильнi. Звiдси при 𝑦 = 𝑥 випливає, що довiльна унiверсальна лупа,

а, отже i тернарна квазiгрупа Штейнера, iдемпотентна, тобто

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥. (2.15)

Тотальна симетрiя означає, що всi парастрофи збiгаються:

𝜎𝑓 = 𝑓, 𝜎 ∈ 𝑆4. (2.16)

Згiдно лемi 1.3, для того, щоб встановити парастрофно-первинну нерiв-

носильнiсть кожного з рiвнянь (2.8), (2.9) кожному з рiвнянь (2.10), (2.11),
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покажемо, що пара (𝑓 ; 𝑓) є розв’язком i рiвняння (2.8), i рiвняння (2.9), але

для всiх перестановок 𝜎, 𝜏 множини {0, 1, 2, 3} пара (𝜎𝑓, 𝜏𝑓) не є розв’язком
нi рiвняння (2.10) нi рiвняння (2.11). Доведемо це.

Справдi, для всiх 𝑥, 𝑦 iз 𝑄 маємо

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥)
(2.15)
= 𝑥

(2.14)
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Отже, пара (𝑓 ; 𝑓) є розв’язком рiвняння (2.8). Оскiльки

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑦)
(2.14)
= 𝑦

(2.14)
= 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑦),

то пара (𝑓 ; 𝑓) є розв’язком рiвняння (2.9).

Нехай тепер 𝜎, 𝜏 — довiльнi перестановки множини {0, 1, 2, 3}, тодi для
всiх 𝑥, 𝑦 iз 𝑄 маємо

𝜎𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥)
(2.16)
= 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥)

(2.15)
= 𝑥 ̸= 𝑦

(2.15)
= 𝑓(𝑦, 𝑦, 𝑦)

(2.16)
= 𝜏𝑓(𝑦, 𝑦, 𝑦).

Отже, пара (𝜎𝑓, 𝜏𝑓) не є розв’язком рiвняння (2.10). Оскiльки

𝜎𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑦)
(2.16)
= 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑦)

(2.14)
= 𝑦 ̸= 𝑥

(2.14)
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦)

(2.16)
= 𝜏𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦),

то пара (𝜎𝑓, 𝜏𝑓) є розв’язком рiвняння (2.11).

Отже, за наслiдком 1.3 функцiйнi рiвняння (2.8) та (2.10), (2.8) та (2.11),

(2.9) та (2.10), (2.9) та (2.11), парастрофно-первинно нерiвносильнi.

Якщо в комiрцi, що знаходиться на перетинi (𝑖)-того рядка та (𝑗)-того

стовпця написано “лема 1.2”, то рiвняння (𝑖) та (𝑗) мають рiзну кiлькiсть

незалежних предметних змiнних, що згiдно з лемою 1.2 означає що

вони парастрофно-первинно нерiвносильнi. Справдi, рiвняння (2.7) має

одну незалежну предметну змiнну, рiвняння (2.8)–(2.11) мають двi рiзних

незалежних предметних змiнних, а рiвняння (2.12) та (2.13) – по три

рiзних незалежних предметних змiнних. Це означає вiдповiдно до леми 1.2,

що рiвняння (2.7) парастрофно-первинно нерiвносильне жодному iз рiв-

нянь (2.8)–(2.13), а рiвняння (2.12) парастрофно-первинно нерiвносильне

жодному iз рiвнянь (2.7)–(2.11) так само як i рiвняння (2.13) парастрофно-

первинно нерiвносильне жодному iз рiвнянь (2.7)–(2.11).
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Залишається довести парастрофно-первинну нерiвносильнiсть трьох

пар рiвнянь, для кожної з яких в таблицi на перетинi рядка i стовпця

зроблено вiдповiдний запис. А саме для пари рiвнянь (2.8) та (2.9) запис

“прикл. 1” означає, що доведення дано нижче у пунктi Приклад 1. Для

пари рiвнянь (2.10) та (2.11) запис “прикл. 2” означає, що доведення дано

нижче у пунктi Приклад 2. А для пари рiвнянь (2.12) та (2.13) запис

“прикл. 3” означає, що доведення дано нижче у пунктi Приклад 3.

Приклад 1. Нехай Z3 — поле лишкiв за модулем 3 i операцiя ℎ

визначена такою формулою

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥+ 𝑦 + 𝑧.

Очевидно, що пара функцiй (ℎ, ℎ) є розв’язком рiвняння (2.9).

Припустимо, що рiвняння (2.8) та (2.9) парастрофно-первинно

рiвносильнi. Вiдповiдно до леми 1.3, iснують перестановки 𝜎, 𝜋 з множини

{0, 1, 2, 3} такi, що пара (𝜎ℎ, 𝜋ℎ) є розв’язком рiвняння (2.8). покажемо,

що це не так, тобто довiльна пара парастрофiв (𝜎ℎ, 𝜋ℎ) операцiї ℎ не є

розв’язком рiвняння (2.8).

Оскiльки група (Z3; +) комутативна, то група парастрофних симетрiй

операцiї ℎ включає 𝑆3. Оскiльки |𝑆3| = 6 i, згiдно лемi 1.1,

|Ps(𝑓)| · |Po(𝑓)| = 24,

то функцiя ℎ має не бiльше 4 рiзних парастрофи.

Покажемо, що функцiї, якi визначенi рiвностями

(14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥− 𝑦 − 𝑧,

(24)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := −𝑥+ 𝑦 − 𝑧,

(34)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := −𝑥− 𝑦 + 𝑧

є парастрофами операцiї 𝑓 . Для цього перевiримо виконання тотожнiх

рiвностей (1.1)–(1.6):

(14)ℎ
(︁
ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧

)︁
= (𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− 𝑦 − 𝑧 = 𝑥+ 𝑦 + 𝑧 − 𝑦 − 𝑧 = 𝑥,
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ℎ
(︁
(14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧

)︁
= (𝑥− 𝑦 − 𝑧) + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥− 𝑦 − 𝑧 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥,

(24)ℎ
(︁
ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧

)︁
= −𝑥+ (𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− 𝑧 = −𝑥+ 𝑥+ 𝑦 + 𝑧 − 𝑧 = 𝑦,

ℎ
(︁
(24)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧

)︁
= 𝑥+ (−𝑥+ 𝑦 − 𝑧) + 𝑧 = 𝑥− 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 + 𝑧 = 𝑦,

(34)ℎ
(︁
ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧

)︁
= −𝑥− 𝑦 + (𝑥+ 𝑦 + 𝑧) = −𝑥− 𝑦 + 𝑥+ 𝑦 + 𝑧 = 𝑧,

ℎ
(︁
(34)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧

)︁
= 𝑥+ 𝑦 + (−𝑥− 𝑦 + 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 − 𝑥− 𝑦 + 𝑧 = 𝑧.

Отже, функцiї ℎ, (14)ℎ, (24)ℎ, (34)ℎ є параcтрофами операцiї ℎ. До того ж

вони попарно рiзнi. Це випливає iз такого твердження: Т1: “Якщо в групi

(𝑄; +) для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 виконується рiвнiсть

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦) + 𝛾(𝑧) = 𝛼′(𝑥) + 𝛽′(𝑦) + 𝛾′(𝑧),

де 𝛼(0) = 𝛽(0) = 𝛾(0) = 𝛼′(0) = 𝛽′(0) = 𝛾′(0) = 0, то 𝛼 = 𝛼′, 𝛽 = 𝛽′,

𝛾 = 𝛾′.” Для доведення цього твердження слiд пiдставити по черзi в дану

рiвнiсть 𝑦 = 𝑧 = 0, 𝑥 = 𝑧 = 0, 𝑥 = 𝑦 = 0.

Оскiльки довiльна пара тернарних обротних операцiй є розв’язком рiв-

няння (2.9), то вiдповiдно до леми 1.3 парастрофна рiвносильнiсть рiвнянь

(2.9) та (2.8) означає iснування парастрофiв 𝜎, 𝜏 таких, що для довiль-

ного 𝑓 пара (𝜎𝑓, 𝜏𝑓) є розв’язком рiвняння (2.8). Нехай ℎ – операцiя, яка

визначена в умовi прикладу 1, тодi пара(︁
𝜎(𝜎

−1

ℎ), 𝜏(𝜎
−1

ℎ)
)︁
= (𝜎𝜎

−1

ℎ, 𝜏𝜎
−1

ℎ) = (ℎ, 𝜏𝜎
−1

ℎ) = (ℎ, 𝜈ℎ)

є розв’язком рiвняння (2.8), де 𝜈 := 𝜏𝜎−1. Оскiльки

ℎ(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥+ 𝑥+ 𝑥 = 0,

то з того, що пара (ℎ, 𝜈ℎ) є розв’язком рiвняння (2.8) випливає виконання

тотожної рiвностi

0 = 𝜈ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Позаяк операцiя ℎ має чотири рiзних парастрофи, то 𝜈 = 𝜄, (14), (24), (34).

Оскiльки

𝜄ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥+ 𝑦 + 𝑦 = 𝑥− 𝑦, (14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥− 𝑦 − 𝑦 = 𝑥+ 𝑦,
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(24)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦) = −𝑥+ 𝑦 − 𝑦 = −𝑥, (34)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦) = −𝑥− 𝑦 + 𝑦 = −𝑥,

то має мiсце принаймнi одна iз таких тотожностей

0 = 𝑥− 𝑦, 0 = 𝑥+ 𝑦, 0 = −𝑥, 0 = −𝑥.

Але кожна з цих тотожностей виконується лише в одноелементнiй

квазiгрупi, а вибрана квазiгрупа (Z3;ℎ) має три елементи. Отримане

протирiччя доводить, що функцiйнi рiвняння (2.8) i (2.9) – парастрофно-

первиннно нерiвносильнi.

Приклад 2. Нехай Z3 — кiльце за модулем 3 i операцiя ℎ визначена

такою формулою

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥+ 𝑦 + 𝑧.

Пара (ℎ, ℎ) є розв’язком рiвняння (2.10). Справдi,

ℎ(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥+ 𝑥+ 𝑥 = 3𝑥 = 0 = 3𝑦 = 𝑦 + 𝑦 + 𝑦 = ℎ(𝑦, 𝑦, 𝑦).

Припустимо, що рiвняння (2.10) та (2.11) — парастрофно-первинно

рiвносильнi, тодi iснують перестановки 𝜎, 𝜏 такi, що для кожного розв’язку

(ℎ, ℎ) рiвняння (2.10) пара (𝜎ℎ, 𝜏ℎ) є розв’язком рiвняння (2.11). Покажемо,

що припущення хибне.

Оскiльки пара (ℎ, ℎ) є розв’язком рiвняння (2.10), тодi пара (𝜎ℎ, 𝜏ℎ)

є розв’язком рiвняння (2.11), тобто, для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ Z3 виконується

тотожнiсть
𝜎ℎ(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝜏ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦). (2.17)

В попередньому прикладi ми довели, що операцiя ℎ має чотири рiзнi

парастрофи: ℎ, (14)ℎ, (24)ℎ, (34)ℎ:

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥+ 𝑦 + 𝑧, (14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥− 𝑦 − 𝑧,

(24)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := −𝑥+ 𝑦 − 𝑧, (34)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := −𝑥− 𝑦 + 𝑧.



61

Тому можемо обчислити лiву i праву частини рiвняння (2.17):

𝜎ℎ(𝑥, 𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−𝑥+ 𝑦, якщо 𝜎 = 𝜄,

−𝑦, якщо 𝜎 = (14),

−𝑦, якщо 𝜎 = (24),

𝑥+ 𝑦, якщо 𝜎 = (34),

𝜏ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥− 𝑦, якщо 𝜏 = 𝜄,

𝑥+ 𝑦, якщо 𝜏 = (14),

−𝑥, якщо 𝜏 = (24),

−𝑥, якщо 𝜏 = (34),

Отже, в данiй квазiгрупi виконується принаймнi одна iз таких тотожностей:

−𝑥+ 𝑦 = 𝑥− 𝑦, −𝑥+ 𝑦 = 𝑥+ 𝑦, −𝑥+ 𝑦 = −𝑥,

−𝑦 = 𝑥− 𝑦, −𝑦 = 𝑥+ 𝑦, −𝑦 = −𝑥,

𝑥+ 𝑦 = 𝑥− 𝑦, 𝑥+ 𝑦 = 𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦 = −𝑥.

тобто
𝑥 = 𝑦, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0,

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑦, 𝑥 = 𝑦,

𝑦 = 0, 𝑥+ 𝑦 = 𝑥+ 𝑦, 𝑥 = 𝑦.

У всiх цих випадках (2.17), крiм восьмого, виконання тотожностi

можливе лише в одноелементнiй квазiгрупi, а обрана нами квазiгрупа

має три елементи. Випадок, коли не отримуємо протирiччя визначаться

рiвностями 𝜎 = (34) та 𝜏 = (14). Для цього випадку побудуємо приклад 2′.

Приклад 2′. Нехай 𝑄 := {0, 1, . . . , 80} — 81-елементна множина.

Позначимо через (𝑄; +, 0) iзоморфну копiю групи

Z4
3 := Z3 × Z3 × Z3 × Z3,

а через (𝑄; ·, 0) позначимо iзоморфну копiю комутативної неасоцiативної

лупи Муфанг. Зауважимо, що лупи (𝑄; +, 0) i (𝑄; ·, 0) мають спiльний

нейтральний елемент 0 i обидвi вони мають степiнь три, тобто мають мiсце

такi тотожностi:

3𝑥 = 𝑥+ 𝑥+ 𝑥 = 0, 𝑥3 = 𝑥 · 𝑥 · 𝑥 = 0, тому − 2𝑥 = 𝑥, 𝑥−2 = 𝑥.
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Визначимо операцiї 𝑔, ℎ, поклавши

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥+ 𝑦 + 𝑧, ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := (𝑥 · 𝑦) · 𝑧.

Зауважимо, що парастрофи (34)𝑔 та (14)ℎ визначаються за такими

формулами:

(34)𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) := −𝑥− 𝑦 + 𝑧, (14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := (𝑥 · 𝑧−1) · 𝑦−1.

Для цього перевiримо виконання тотожнiх рiвностей (1.1)–(1.6):

(34)𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = −𝑥− 𝑦 + (𝑥+ 𝑦 + 𝑧) = 𝑧,

𝑔(𝑥, 𝑦, (34)𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑥+ 𝑦 + (−𝑥− 𝑦 + 𝑧) = 𝑧,

(14)ℎ(ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑦 · 𝑧)𝑧−1 · 𝑦−1 = 𝑥,

(14)ℎ(ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑧−1 · 𝑦−1)𝑦 · 𝑧 = 𝑥.

Пара операцiй (𝑔, ℎ) є розв’язком рiвняння (2.10):

𝑔(𝑥, 𝑥, 𝑥) := 𝑥+ 𝑥+ 𝑥 = 0 = 𝑦 · 𝑦 · 𝑦 = ℎ(𝑦, 𝑦, 𝑦).

Покажемо, що пара ((34)𝑔, (14)ℎ) не є розв’язком узагальненого функцiйного

рiвняння (2.11). Припустимо, що це не так, тобто виконується тотожнiсть

(34)𝑔(𝑥, 𝑥, 𝑦) = (14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Пiдставимо замiсть функцiй (34)𝑔 i (14)ℎ їх значення:

−𝑥− 𝑥+ 𝑦 = (𝑥 · 𝑦−1) · 𝑦−1.

Лупа Муфанг дiасоцiтивна, тобто будь-якi два елементи породжують

групу, тому дужки можемо опустити:

−2𝑥+ 𝑦 = 𝑥 · 𝑦−2.

Позаяк −2𝑥 = 𝑥 i 𝑦−2 = 𝑦, тому для всiх 𝑥 i 𝑦 виконується рiвнiсть 𝑥+ 𝑦 =

𝑥·𝑦, тобто лупи (𝑄; +, 0) та (𝑄; ·, 0) збiгаються. Але одна з них асоцiативна,
а iнша — нi.
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Протирiччя, отриманi в прикладах 2 та 2′, доводять парастрофно-

первиннну нерiвносильнiсть функцiйних рiвнянь (2.10) i (2.11).

Приклад 3. Нехай (𝑄; +) — довiльна група експоненти два, (𝑄; ·) —
група, яка не iзоморфна групi (𝑄; +). Така пара груп iснує, наприклад, на

восьми елементнiй множинi. Визначимо операцiї ℎ та 𝑔, поклавши

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥+ 𝑦 + 𝑧, 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑥 · 𝑦 · 𝑧−1, (2.18)

тодi (𝑄;ℎ) – квазiгрупа Штейнера. Пара (ℎ, 𝑔) є розв’язком узагальненого

функцiйного рiвняння (2.12). Справдi,

ℎ(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑥+ 𝑥+ 𝑦 = 𝑦 = 𝑦 · 𝑧 · 𝑧−1 = 𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑧).

Припустимо, що рiвняння (2.12) та (2.13) парастрофно-первинно

рiвносильнi, тодi згiдно леми 1.3, iснують перестановки 𝜎, 𝜏 iз симетричної

групи четвертого степеня 𝑆4 такi, що пара (𝜎𝑔, 𝜏ℎ) або пара (𝜏ℎ, 𝜎𝑔) є

розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.13), тобто виконується

тотожнiсть
𝜎𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜏ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Дана тотожнiсть означає виконання рiвностi 𝜎𝑔 = 𝜏ℎ. Застосуємо до обох її

частин 𝜎−1-парастроф:
𝜎−1

(𝜎𝑔) = 𝜎−1

(𝜏ℎ).

Скористаємось спiввiдношенням (1.7): 𝑔 = 𝜎−1𝜏ℎ. Позаяк ℎ є тотально

симетричною квазiгрупою, то всi її парастрофи збiгаються, тому 𝑔 = ℎ,

тобто для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 виконується рiвнiсть

𝑥 · 𝑦 · 𝑧−1 = 𝑥+ 𝑦 + 𝑧.

З цiєї рiвностi при 𝑧 = 0 отримуємо рiвнiсть 𝑥·𝑦·0−1 = 𝑥+𝑦, з якої випливає

iзотопнiсть груп (𝑄; ·) та (𝑄; +). Але iзотопнi групи є iзоморфними, що

суперечить їх вибору. Отримане протирiччя говорить про неправильнiсть

припущення, тому рiвняння (2.12) та (2.13) парастрофно-первинно нерiв-

носильнi. 2
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2.2.2. Розв’язування функцiйних рiвнянь довжини два

У цiй частинi наведено розв’язки тернарних функцiйних рiвнянь на

тернарних квазiгруп. Для кращого розумiння викладеного матерiалу

введемо основнi означення.

Нехай ℎ — довiльна операцiя, тодi перетворення 𝛿ℎ, яке визначене

рiвнiстю

𝛿ℎ(𝑥) := ℎ(𝑥, 𝑥, 𝑥),

називається головною дiагоналлю операцiї ℎ.

Лiвою (середньою, чи правою) дiагональною площиною назвемо перет-

ворення 𝑑𝑙 (𝑑𝑚, 𝑑𝑟), яке задовiльняє вiдповiдну рiвнiсть

𝑑𝑙(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑑𝑚(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑦, 𝑥, 𝑦), 𝑑𝑟(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑦, 𝑦, 𝑥).

Тернарну функцiю 𝑓 назвемо лiво-, середньо- та право- нейтральною

операцiєю, якщо вона задовольняє вiдповiдну тотожнiсть:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥.

Рис. 1: Пара латинських кубiв, що є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.7)

Твердження 2.2. Пара оборотних функцiй (𝑓, 𝑔) є розв’язком

узагальненого функцiйного рiвняння (2.7) тодi i тiльки тодi, коли їх

головнi дiагоналi однаковi.
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Доведення. Пара оборотних функцiй (𝑓, 𝑔) є розв’язком узагальненого

функцiйного рiвняння (2.7) на носiї 𝑄 тодi i тiльки тодi, коли рiвнiсть

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑔(𝑥, 𝑥, 𝑥)

виконується для всiх 𝑥 ∈ 𝑄, тобто вона є тотожнiстю. Це спiввiдношення

рiвносильне до 𝛿𝑓 = 𝛿𝑔. 2

Твердження 2.3. Пара оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2) визначених на

носiї 𝑄 є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.8) тодi i

тiльки тодi, коли iснують лiво-нейтральна функцiя ℎ та перестановка

𝛿 множини 𝑄 такi, що

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝛿(𝑥), 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛿 (14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Рис. 2: Пара латинських кубiв, що є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.8)

Доведення. Нехай пара (𝑓1, 𝑓2) оборотних операцiй є розв’язком

узагальненого фунцiйного рiвняння (2.8), тобто, виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Звiдси, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛿1(𝑥), тодi

(14)𝑓2(𝛿1(𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝑥. (2.19)
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Зауважимо, що дiагональ 𝛿1 є пiдстановкою носiя, оскiльки вона є зсувом

операцiї 𝑓2. Визначимо функцiю ℎ, поклавши

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) := (14)𝑓2(𝛿1(𝑥), 𝑦, 𝑧). (2.20)

Iз вiдношення (2.19) випливає, що функцiя ℎ — лiво-нейтральна. Але з

тотожностi (2.20) випливає, що ця функцiя iзострофна до 𝑓2, тому вона

оборотна.

Навпаки, якщо функцiя ℎ — лiво-нейтральна, тодi парастроф (14)ℎ

функцiї ℎ теж лiво-нейтральний. Тому

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛿𝑥,
(14)ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛿(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥). 2

Твердження 2.4. Пара оборотних функцiй є розв’язком функцiйного

рiвняння (2.9) тодi i лише тодi, коли їх лiвi дiагональнi площини збiгаю-

ться.

Доведення. Iстинiсть твердження випливає з означення лiвої

дiагональної площини. 2

Рис. 3: Пара латинських кубiв, що є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.10)

Тернарну функцiю 𝑓 визначену на множинi 𝑄 називають

унiпотентною, якщо iснує елемент 𝑎 ∈ 𝑄 такий, що для всiх 𝑥 ∈ 𝑄

виконується рiвнiсть 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑎.
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Твердження 2.5. Пара тернарних оборотних функцiй є розв’язком

узагальненого функцiйного рiвняння (2.10) тодi i лише тодi, коли цi

функцiї є унiпотентними i елемент унiпотентностi є загальним.

Доведення. Iстинiсть твердження випливає з iснування унiпотентних

функцiй та загального елемента унiпотентностi. 2

Рис. 4: Пара латинських кубiв, що є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.11)

Твердження 2.6 (Г. В. Крайнiчук [86, c. 105]). Пара тернарних обо-

ротних функцiй (𝑓, 𝑔) є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння

(2.11) тодi i тiльки тодi, коли подвiйна функцiя лiвої дiагоналi функцiї

𝑓 збiгається з лiвою дiагоналлю функцiї 𝑔.

Твердження 2.7 (Ф. М. Сохацький [86, c. 106]). Пара тернарних обо-

ротних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є розв’язком узагальненого функцiонального рiв-

няння (2.12) тодi i тiльки тодi, коли iснують лiво-нейтральна функцiя

ℎ та перестановка 𝛼 множини 𝑄 такi, що

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ(𝑥, 𝑦, 𝛼𝑧), 𝑓2(𝑦, 𝑧, 𝑧) = 𝛼ℎ(𝑥, 𝑥, 𝑦).

Доведення. Iстинiсть твердження випливає з рiвностi 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧). 2
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Рис. 5: Пара латинських кубiв, що є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.12)

Твердження 2.8. Пара функцiй є розв’язком функцiйного рiвняння

(2.13) тодi i лише тодi, коли цi функцiї збiгаються.

Рис. 6: Пара латинських кубiв, що є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння (2.13)

Розв’яжемо тернарнi функцiйнi рiвняння довжини два на на множинi

лiнiйних функцiй.

Нехай (𝑄,+, 0) — довiльна група, на якiй визначенi функцiї такими

рiвностями

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼1𝑥+𝛽1𝑦+𝛾1𝑧+𝑑1, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼2𝑥+𝛽2𝑦+𝛾2𝑧+𝑑2. (2.21)

Твердження 2.9. Пара тернарних лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2)
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визначених рiвностями (2.21) є розв’язком рiвняння (2.7), тодi i тiльки

тодi, коли 𝑑1 = 𝑑2 i 𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 = 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2.

Доведення. Нехай пара (𝑓1, 𝑓2) тернарних функцiй є розв’язками рiвня-

ння (2.7), тодi для всiх 𝑥 виконуться тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑥).

Враховуючи рiвностi (2.21), цю тотожнiсть можна переписати, як

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑑1 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑥+ 𝛾2𝑥+ 𝑑2.

Пiдставимо 𝑥 = 0, отримаємо 𝑑1 = 𝑑2 та рiвнiсть

𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 = 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2.

Навпаки, нехай 𝑑1 = 𝑑2 i 𝛼1+𝛽1+𝛾1 = 𝛼2+𝛽2+𝛾2, тодi (𝑓1, 𝑓2) — розв’язок

функцiйного рiвняння (2.7). Дiйсно:

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = (𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1)𝑥+ 𝑑1 = (𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2)𝑥+ 𝑑2 = 𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑥). 2

Твердження 2.10. Пара тернарних лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є

розв’язком рiвняння (2.8) тодi i тiльки тодi, коли 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾2 = −𝛽2,

𝛼1 = 𝛼2 − 𝛽1 + 𝛾1.

Доведення. Нехай розв’язком функцiйного рiвняння (2.8) є пара (𝑓1, 𝑓2),

тодi для всiх 𝑥 i 𝑦 виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦). (2.22)

Враховуючи рiвностi (2.21), тотожнiсть (2.22) рiвносильна до

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑑1 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑦 + 𝑑2.

Пiдставимо 𝑥 = 𝑦 = 0. Маємо 𝑑1 = 𝑑2.

Пiдставимо 𝑥 = 0. Маємо 𝛾2 = −𝛽2.

А при 𝑦 = 0, отримуємо 𝛼1 = 𝛼2 − 𝛽1 − 𝛾1.

Нехай 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾1 = −𝛽2, 𝛼1 = 𝛼2 − 𝛽1 − 𝛾1. Тодi

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑑1 = (𝛼2 − 𝛽1 − 𝛾1)𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑑2 =

= 𝛼2𝑥− 𝛽1𝑥− 𝛾1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑑2 = 𝛼2𝑥+ 𝑑2 + 𝛾2 − 𝛾2.
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Оскiльки 𝛾2 i 𝛽2 — автоморфiзми, то

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑦 + 𝑑2 = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦). 2

Твердження 2.11. Пара тернарних лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є

розв’язком рiвняння (2.9) тодi i тiльки тодi, коли 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾1 = 𝛾2,

𝛼1 + 𝛽1 = 𝛼2 + 𝛽2

Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2) — розв’язок функцiйного рiвняння (2.9), тодi

для всiх 𝑥 та 𝑦 виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑦)

Скориставшись рiвностями (2.21), ця тотожнiсть рiвносильна до

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑑1 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑥+ 𝛾2𝑦 + 𝑑2.

При 𝑥 = 𝑦 = 0, маємо 𝑑1 = 𝑑2.

Якщо 𝑥 = 0, то 𝛾1 = 𝛾2.

Якщо 𝑦 = 0, то 𝛼1 + 𝛽1 = 𝛼2 + 𝛽2.

Пара (𝑓1, 𝑓2) є розв’язком функцiйного рiвняння (2.9), бо

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑑1 = (𝛼1 + 𝛽1)𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑑1 =

= (𝛼2 + 𝛽2)𝑥+ 𝛾2𝑦 + 𝑑2 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑥+ 𝛾2𝑦 + 𝑑2 = 𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑦). 2

Твердження 2.12. Пара тернарних лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є

розв’язком рiвняння (2.10) тодi i тiльки тодi, коли 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾2 = −𝛼2−𝛽2,

𝛾1 = −𝛼1 − 𝛽1.

Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2) є розв’язком функцiйного рiвняння (2.10), тодi

для всiх 𝑥 та 𝑦 виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑓2(𝑦, 𝑦, 𝑦).

Застосувавши до цiєї тотожностi (2.21), маємо

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑑1 = 𝛼2𝑦 + 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑦 + 𝑑2.

Пiдставимо 𝑥 = 𝑦 = 0, маємо 𝑑1 = 𝑑2.
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Пiдставимо 𝑥 = 0, тодi 𝛾2 = −𝛼2 − 𝛽2.

Пiдставимо 𝑦 = 0, тодi 𝛾1 = −𝛼1 − 𝛽1.

Пара (𝑓1, 𝑓2) є розв’язком рiвняння (2.10). Справдi, бо

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑑1 = 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ (−𝛼1 − 𝛽1)𝑥+ 𝑑2 =

= 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥− 𝛼1𝑥− 𝛽1𝑥+ 𝑑2 = −𝛾2𝑥+ 𝛾2𝑥+ 𝑑2 =

= −(−𝛼2 − 𝛽2)𝑥+ 𝛾2𝑥+ 𝑑2 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑥+ 𝛾2𝑥+ 𝑑2 = 𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑦). 2

Твердження 2.13. Пара тернарних лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є

розв’язком рiвняння (2.11), тодi i тiльки тодi, коли 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾1 = 𝛽2+𝛾2,

𝛼1 + 𝛽1 = 𝛼2.

Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2) — це розв’язок рiвняння (2.11). Тодi для всiх

𝑥 та 𝑦 наступна тотожнiсть виконується

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Скористаємось (2.21), тодi

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑑1 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑦 + 𝑑2

При 𝑥 = 𝑦 = 0, маємо 𝑑1 = 𝑑2.

Якщо 𝑥 = 0, тодi 𝛾1 = 𝛽2 + 𝛾2.

Для 𝑦 = 0, маємо 𝛼1 + 𝛽1 = 𝛼2.

Пара тернарних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є розв’язком рiвняння (2.11), якщо

𝑑1 = 𝑑2, 𝛾1 = 𝛽2 + 𝛾2, й 𝛼1 + 𝛽1 = 𝛼2, бо

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑑1 = (𝛼1 + 𝛽1)𝑥+ (𝛽2 + 𝛾2)𝑦 + 𝑑2 =

= 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑦 + 𝛾1𝑦 + 𝑑2 = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦). 2

Твердження 2.14. Пара тернарних лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є

розв’язкам рiвняння (2.12) тодi i тiльки тодi, коли 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾2 = −𝛽2,

𝛾1 = 𝛼2, 𝛼1 = −𝛽1.

Доведення. Нехай пара лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є розв’язком

функцiйного рiвняння (2.12), тодi для всiх 𝑥,𝑦 та 𝑧виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑦, 𝑧, 𝑧).
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Взявши до уваги (2.21), маємо

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑑1 = 𝛼2𝑦 + 𝛽2𝑧 + 𝛾2𝑧 + 𝑑2.

Якщо 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0, отримуємо 𝑑1 = 𝑑2.

При 𝑥 = 𝑦 = 0, маємо 𝛾2 = −𝛽2.

Якщо 𝑥 = 𝑧 = 0, тодi 𝛾1 = 𝛼2.

Пiдставивши 𝑦 = 𝑧 = 0, маємо 𝛼1 = −𝛽1.

Нехай виконуються рiвностi: 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾2 = −𝛽2, 𝛾1 = 𝛼2, 𝛼1 = −𝛽1, тодi

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑑1 = (𝛼1 + 𝛽1)𝑥+ 𝛼2𝑦 + 𝑑2 =

= 0 + 𝛼2𝑦 + 𝑑2 = 𝛼2𝑦 + 0 · 𝑧 + 𝑑2 = 𝛼2𝑦 + (−𝛾2 + 𝛾2)𝑧 + 𝑑2 =

= 𝛼2𝑦 + 𝛽2𝑧 + 𝛾2𝑧 + 𝑑2 = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧),

а отже, (𝑓1, 𝑓2) — це розв’язок рiвняння (2.12). 2

Твердження 2.15. Пара тернарних лiнiйних функцiй (𝑓1, 𝑓2) є

розв’язком рiвняння (2.13) тодi i тiльки тодi, коли 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾2 = −𝛽2,

𝛾1 = 𝛼2, 𝛼1 = −𝛽1.

Доведення. Припустимо, що (𝑓1, 𝑓2) — розв’язок рiвняння (2.13). Тодi

для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Скориставшись (2.21), маємо:

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑦 + 𝛾1𝑧 + 𝑑1 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑧 + 𝑑2.

При 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0, отримуємо 𝑑1 = 𝑑2.

Якщо 𝑥 = 𝑦 = 0, тодi 𝛾1 = 𝛾2.

Для 𝑥 = 𝑧 = 0, тодi 𝛽1 = 𝛽2.

Якщо 𝑦 = 𝑧 = 0, то 𝛼1 = 𝛼2.

Нехай виконуються рiвностi 𝑑1 = 𝑑2, 𝛾1 = 𝛾2, 𝛽1 = 𝛽2, 𝛼1 = 𝛼2, тодi

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑦 + 𝛾1𝑧 + 𝑑1 = 𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑧 + 𝑑1 = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

тобто пара (𝑓1, 𝑓2) — це розв’язок рiвняння (2.13). 2
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Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi вивчаються тернарнi квазiгруповi нетривiальнi

функцiйнi рiвняння довжин один та два.

Основнi результати роздiлу:

� знайдено описання тернарних квазiгрупови нетривiальних функцiйних

рiвнянь довжини один;

� знайдено описання тернарних квазiгрупови нетривiальних функцiйних

рiвнянь довжини два;

� побудовано приклади квазiгруп, якi розрiзняють отриманi функцiйнi

рiвняння.

Результати цього роздiлу опублiкованi у [50], [54], [55], [86].
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РОЗДIЛ 3

УЗАГАЛЬНЕНI НЕТРИВIАЛЬНI ТЕРНАРНI ФУНКЦIЙНI

РIВНЯННЯ ДОВЖИНИ ТРИ

У даному роздiлi розпочато дослiдження узагальнених тернарних ква-

зiгрупових функцiйних рiвнянь довжини три з використанням методу

класифiкацiї рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-

ностi. Детально вивчено та мiнiмiзовано рiвняння на тернарних квазiг-

рупах. Як окремий тип (5, 3, 0, 0) описано розв’язки нетривiальних рiв-

нянь, компоненти яких є лiнiйними вiдносно однiєї й тiєї ж довiльної

комутативної групи. Описано мiнiмiзацiю тернарних рiвнянь типу

(5, 3, 0, 0) вiдносно iнших типiв тернарних рiвнянь довжини три. Дано

класифiкацiю тернарних квадратичних рiвнянь довжини три та розв’язано

представникiв отриманих класiв рiвнянь на множинi тернарних квазiгруп.

3.1. Мiнiмiзацiя рiвнянь функцiйної довжини три

Даний пiдроздiл є продовженням вивчення функцiйних рiвнянь на

тернарних квазiгрупах. Зведено усi узагальненi тернарнi квазiгруповi

функцiйнi рiвняння довжини три до найменшої можливої кiлькостi функ-

цiйних рiвнянь парастрофно-первинними перетвореннями. Основним

результатом є така теорема:

Теорема 3.1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує не бiльше, як 38 нетривiальних узагальнених тернарних квазiгру-

пових функцiйних рiвнянь функцiйної довжини 3, якi роздiленi за всiма

можливими предметними типами:

предметний тип (8, 0, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥); (3.1)



75

предметний тип (6, 2, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), (3.2)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦), (3.3)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (3.4)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦); (3.5)

предметний тип (5, 3, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), (3.6)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦), (3.7)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (3.8)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (3.9)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦); (3.10)

предметний тип (4, 4, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦), (3.11)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦), (3.12)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (3.13)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦); (3.14)

предметний тип (4, 2, 2, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), (3.15)

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧), (3.16)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧), (3.17)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.18)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧), (3.19)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧), (3.20)
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𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.21)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧), (3.22)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (3.23)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧); (3.24)

предметний тип (3, 3, 2, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧), (3.25)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧), (3.26)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦), (3.27)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧), (3.28)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (3.29)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧), (3.30)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.31)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧), (3.32)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.33)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧); (3.34)

предметний тип (2, 2, 2, 2) — це рiвняння:

𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦)) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢), (3.35)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑢, 𝑢), (3.36)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.37)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑢) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑢). (3.38)

Доведення цiєї теореми побудоване на додаткових твердженнях, лемi та

теоремах, якi описанi в цьому пiдроздiлi нижче. А саме, леми 3.1 про

класифiкацiю функцiйних рiвнянь за предметними типами, твердження
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класифiкацiї функцiйних рiвнянь за розташуванням функцiйних змiн-

них (твердження 3.1) та вiдповiдно розташування предметних змiнних у

рiвняннях (твердження 3.2), твердження класифiкацiї тернарних рiвнянь

за кiлькiстю появ незалежних предметних змiнних вiдносно вказаних типiв

функцiйних рiвнянь (теорема 3.2, теорема 3.3, теорема 3.4, лема 3.7).

3.1.1. Допомiжнi твердження

Для кращого розумiння викладеного доведення теореми 3.1,

попередньо вводимо означення визначальної функцiйної змiнної, а також

доводяться допомiжнi твердження 3.1, твердження 3.2 та лема 3.1.

Означення 3.1. Визначальною функцiйною змiнною терму

𝐹 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) називаємо функцiйний символ 𝐹 арностi 𝑛.

Оскiльки дослiджуються функцiйнi рiвняння на тернарних квазiг-

рупах, то визначальною функцiйною змiнною терма 𝐹 (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) буде

функцiйний символ 𝐹 арностi три.

Твердження 3.1. Будь-яке узагальнене тернарне квазiгрупове фун-

кцiйне рiвняння функцiйної довжини три парастрофно-первинно рiвно-

сильне рiвнянню виду:

𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝐹3(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8), (3.39)

де предметнi змiннi 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 8розташованi в лексикографiчному порядку.

Доведення. Нехай 𝜐 = 𝜔 — будь-яке узагальнене тернарне квазiгрупове

функцiйне рiвняння функцiйної довжини три. Оскiльки рiвняння має

три функцiйних змiнних, позначимо їх 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, то, враховуючи їх

розташування лiвiше один вiдносно одного, можливi такi випадки:

(I) двi функцiйнi змiннi є в однiй частинi рiвняння, а третя функцiйна

змiнна — в iншiй частинi рiвняння;

(II) всi функцiйнi змiннi розташованi по одну сторону рiвняння.
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У випадку (I) рiвняння має один власний пiдтерм i це пiдтерм виду

𝐹𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), який росташований, скажiмо, в лiвiй частинi рiвняння, iнакше

переставимо сторони рiвняння. I тодi рiвняння матиме один iз таких видiв:

𝐹𝑖(𝐹𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝐹𝑘(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8),

𝐹𝑖(𝑡4, 𝐹𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡5) = 𝐹𝑘(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8),

𝐹𝑖(𝑡4, 𝑡5, 𝐹𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)) = 𝐹𝑘(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8).

Iз (1.12) випливають такi гiпертотожностi:

(12)𝐹𝑗(𝑢2, 𝑢1, 𝑢3) = 𝐹𝑗(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),
(13)𝐹𝑗(𝑢3, 𝑢2, 𝑢1) = 𝐹𝑗(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3). (3.40)

де 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 — довiльнi терми. Застосуємо їх до другого i третього

функцiйного рiвняння:

𝐹𝑖(𝐹𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝐹𝑘(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8),

(12)𝐹𝑖(𝐹𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝐹𝑘(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8),

(13)𝐹𝑖(𝐹𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝐹𝑘(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8),

Переiменуємо функцiйнi змiннi в першому, другому i третьому рiвняннях

вiдповiдно до таких матриць:⎛⎝ 𝐹𝑖 𝐹𝑗 𝐹𝑘

𝐹1 𝐹2 𝐹3

⎞⎠ ,

⎛⎝ (12)𝐹𝑖 𝐹𝑗 𝐹𝑘

𝐹1 𝐹2 𝐹3

⎞⎠ ,

⎛⎝ (13)𝐹𝑖 𝐹𝑗 𝐹𝑘

𝐹1 𝐹2 𝐹3

⎞⎠ .

Переiменувавши предметнi змiннi в лексико-графiчному порядку, в

кожному iз цих трьох випадкiв отримаємо функцiйне рiвняння виду (3.39).

У випадку (II) рiвняння має два власнi пiдтерми, скажiмо 𝜈1 та 𝜈2. Не

втрачаючи загальностi, вважатимемо, що пiдтерми в термовi знаходяться

на перших мiсцях, iнакше скористаємось гiпертотожностями (3.40).

Якщо 𝜈1 є пiдтермом терма 𝜈2, то рiвняння має вигляд

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5), 𝑡6, 𝑡7) = 𝑡8. (3.41)

Якщо ж 𝜈1 не є пiдтермом терма 𝜈2, то

𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7) = 𝑡8. (3.42)
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Обидвi частини першого i обидвi частини другого рiвняння вiдповiдно пiд-

ставимо у такi очевиднi рiвностi:

(14)𝐹1(𝑥, 𝑡6, 𝑡7) =
(14)𝐹1(𝑥, 𝑡6, 𝑡7),

(14)𝐹1(𝑥, 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7) =
(14)𝐹1(𝑥, 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7).

В результатi отримаємо

(14)𝐹1(𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5), 𝑡6, 𝑡7), 𝑡6, 𝑡7) =
(14)𝐹1(𝑡8, 𝑡6, 𝑡7),

(14)𝐹1(𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7), 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7) =

= (14)𝐹1(𝑡8, 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7).

В обох рiвняннях скористаємося гiпертотожнiстю (1.12):

𝐹2(𝐹3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) =
(14)𝐹1(𝑡8, 𝑡6, 𝑡7),

𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
(14)𝐹1(𝑡8, 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7).

В другому рiвняннi перейдемо до (12)-парастрофа:

𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
(12)(14)𝐹1(𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡8, 𝑡7).

В першому рiвняннi та в останньому рiвняннi здiйснимо замiну функцiйних

змiнних, якi визначаються такими матрицями:⎛⎝ 𝐹2 𝐹3
(14)𝐹1

𝐹1 𝐹2 𝐹3

⎞⎠ ,

⎛⎝ (12)(14)𝐹1 𝐹3 𝐹2

𝐹1 𝐹2 𝐹3

⎞⎠ .

Предметнi змiннi переiменуємо в лексикографiчному порядку. В результатi

в обох випадках отримаємо рiвняння виду (3.39).

Функцiйна змiнна 𝐹2 розташована на першому мiсцi у лiвому термi.

Якщо це не так, то iз врахуванням комутування перейдемо до вiдповiдного

парастрофа 𝐹1. Зауважимо, що рiвняння має лише один власний пiдтерм, i

𝐹2 — є його визначальною змiнною. Предметнi змiннi в кожному термi чи

пiдтермi, який має визначальну змiнну, розташованi в лексикографiчному

порядку. Якщо це не так, то здiйснимо лексикографiчне розташування

вiдповiдних предметних змiнних. 2
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Твердження 3.2. У будь-якому чистому тернарному

квазiгрупововому рiвняннi функцiйної довжини три, яке має однакову

кiлькiсть появ двох i бiльше незалежних предметних змiнних лiвiше

буде розташована перша поява тiєї змiнної, число появ якої розташоване

лiвiше у предметному типi.

Доведення випливає iз Твердження 3.1 та означень: предметного типу

функцiйного рiвняння та лексикографiчного розташування предметних

змiнних. Справдi, якщо це не так, достатньо здiйснити лексикографiчне

розташування вiдповiдних предметних змiнних та комутування пiдтермiв,

тобто застосування гiпертотожностей (3.40). 2

Лема 3.1. Кожне чисте узагальнене нетривiальне тернарне фу-

нкцiйне рiвняння довжини три належить точно до одного з семи

предметних типiв: (8, 0, 0, 0), (6, 2, 0, 0), (5, 3, 0, 0), (4, 4, 0, 0), (4, 2, 2, 0),

(3, 3, 2, 0), (2, 2, 2, 2).

Доведення. Оскiльки всi функцiйнi змiннi у рiвняннi функцiйної дов-

жини три є тернарними, то кiлькiсть предметних змiнних дорiвнює 8,

враховуючи їх повторення. Оскiльки рiвняння квазiгрупове i нетривiальне,

то кожна предметна змiнна повторюється щонайменше два рази, тому

таке рiвняння має не бiльше нiж чотири рiзнi незалежнi предметнi змiннi,

тобто предметний тип (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑), де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 1 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 8.

Занумеруємо предметнi змiннi так, що змiннi в лексикографiчному поря-

дку мають незростаючу кiлькiсть своїх появ. Тому досить розглядати лише

функцiйнi рiвняння iз змiнними 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢 в яких 𝑥 має 𝑎 появ, 𝑦 — 𝑏

появ, 𝑧 — 𝑐 появ, a 𝑢 має 𝑑 появ, тобто лише рiвняння типiв (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑), де

𝑎 > 𝑏 > 𝑐 > 𝑑 > 2 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 8. Цi умови задовольняють лише такi

вибiрки:

� якщо рiвняння має одну незалежну предметну змiнну, то його

предметний тип (8, 0, 0, 0);
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� якщо рiвняння має двi рiзнi незалежнi змiннi, то воно має один iз таких

предметних типiв: (6, 2, 0, 0), (5, 3, 0, 0), (4, 4, 0, 0);

� якщо рiвняння має три рiзнi незалежнi змiннi, то воно має один iз таких

предметних типiв: (4, 2, 2, 0), (3, 3, 2, 0);

� якщо рiвняння має чотири рiзнi незалежнi змiннi, то воно має

предметний тип (2, 2, 2, 2).

Отже, всього 7 рiзних предметних типiв тернарних функцiйних рiвнянь. 2

3.1.2. Рiвняння з однiєю предметною змiнною

Теорема 3.2. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове фун-

кцiйне рiвняння предметного типу (8, 0, 0, 0) парастрофно-первинно рiв-

носильне функцiйному рiвнянню (3.1).

Доведення. З умови теореми випливає, що узагальнене тернарне фу-

нкцiйне рiвняння довжини три має одну незалежну предметну змiнну, а

згiдно з лемою 3.1, його предметний тип (8, 0, 0, 0) i предметна множина

одноелементна. Оскiльки рiвняння має три функцiйних змiнних, то

можливе таке їх розташування:

(I) всi функцiйнi змiннi є в однiй частинi рiвняння;

(II) двi функцiйнi змiннi розташованi в однiй частинi рiвняння, а одна

функцiйна змiнна — в iншiй.

У першому випадку можливе таке розташування дужок iз врахуванням

комутування та лексикографiчного розташування функцiйних змiнних:

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥)𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝑥,

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥) = 𝑥.

До першого рiвняння застосуємо зовнiшнє дiлення для операцiї (14)𝐹1,

в результатi отримаємо рiвняння, в якому в однiй частинi рiвняння
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одна функцiйна змiнна, в другiй частинi рiвняння — двi. Згiдно з

пунктом 1 та пунктом 3 Твердження 3.1, отримаємо рiвняння, яке

парастрофно-первинно рiвносильне рiвнянню (3.1). З другого рiвняння

пiсля застосування зовнiшнього середнього дiлення операцiї 𝐹1 отримаємо

рiвняння (3.1), отже, цi рiвняння мiж собою теж парастрофно-первинно

рiвносильнi.

Другий випадок описує рiвняння, якi згiдно з Твердженням 3.1

парастрофно-первинно рiвносильнi рiвнянню (3.1). 2

3.1.3. Рiвняння з двома предметними змiнними

Вiдповiдно до леми 3.1 рiвняння, якi мають двi незалежних предметних

змiнних, можливi таких типiв (6, 2, 0, 0), (5, 3, 0, 0) та (4, 4, 0, 0). Розгля-

немо мiнiмiзацiю рiвнянь окремо кожного з вказаних типiв.

Мiнiмiзацiя рiвнянь типу (6, 2, 0, 0).

Лема 3.2. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функ-

цiйне рiвняння предметного типу (6, 2, 0, 0) парастрофно первинно рiв-

носильне принаймнi одному з чотирьох рiвнянь: (3.2), (3.3), (3.4), (3.5).

Доведення. Будь-яке узагальнене тернарне функцiйне рiвняння пре-

дметного типу (6, 2, 0, 0), згiдно з означенням типу, має двi незалежних

предметних змiнних, перша з яких має шiсть появ, а друга — двi появи.

Вiдповiдно до лексикографiчного порядку розташування предметних змiн-

них, у рiвняннi шiсть появ предметної змiнної 𝑥 та двi появи предметної змi-

нної 𝑦. Згiдно з твердженням 3.1, кожне з цих рiвнянь має розташування

дужок у виглядi формули (3.39).

Розглянемо рiзне розсташування предметних змiнних в рiвняннi (3.39).

Спочатку припустимо, що всi появи предметної змiнної 𝑦 знаходяться у

власному пiдтермi 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), тобто власний пiдтерм, враховуючи лек-

сикографiчне росташування предметних змiнних, має вигляд: 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦).
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Тому рiвняння має вигляд

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥).

Обидвi частини рiвняння пiдставимо замiсть предметної змiнної 𝑧 в

очевидну рiвнiсть:
(14)𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝑥) =

(14)𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝑥).

В результатi отримаємо

(14)𝐹1(𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) =
(14)𝐹1(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥).

Скористаємося однiєю iз гiпертотожностей (1.12):

(14)𝐹1(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦).

В цьому рiвняннi перейменуємо функцiйнi змiннi у вiдповiдностi з матри-

цею ⎛⎝ (14)𝐹1 𝐹3 𝐹2

𝐹1 𝐹2 𝐹3

⎞⎠
В результатi отримаємо рiвняння (3.3).

Нехай у власному пiдтермi предметна змiнна 𝑦 має одну появу, тодi,

враховуючи лексикографiчний порядок змiнних, власний пiдтерм рiвняння

(3.39) має вигляд 𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦). Якщо iнша поява змiнної 𝑦 знаходиться по

одну сторону iз власним пiдтермом, то рiвняння має вигляд

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), (3.43)

а якщо iнша поява змiнної 𝑦 знаходиться по рiзнi сторони iз власним

пiдтермом, то рiвняння таке

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦). (3.44)

Обидвi частини цих рiвнянь пiдставимо в такi очевиднi рiвностi:

(14)𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝑦) =
(14)𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝑦),

(14)𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝑥) =
(14)𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝑥).
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В результатi отримаємо

(14)𝐹1(𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) =
(14)𝐹1(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦),

(14)𝐹1(𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) =
(14)𝐹1(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥).

В лiвих частинах цих рiвностей застосуємо гiпертотожностi iз (1.12):

𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦) =
(14)𝐹1(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦),

𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦) =
(14)𝐹1(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥).

В першому i другому рiвняннi здiйснимо переiменування функцiйних змi-

нних за допомогою такої матрицi⎛⎝ (14)𝐹1 𝐹3 𝐹2

𝐹1 𝐹2 𝐹3

⎞⎠
В результатi отримаємо рiвняння (3.4) i (3.5).

I, нарештi, нехай предметна змiнна 𝑦 не має жодної появи у власному

пiдтермi, тодi можливi три варiанти росташування появ змiнної 𝑦: обидвi

появи по одну сторону iз власним пiдтермом, обидвi появи по рiзнi сторони

iз власним пiдтермом i появи змiнної 𝑦 взаємно по рiзнi сторони рiвняння.

В результатi отримуємо три функцiйнi рiвняння

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦),

якi збiгаються з рiвняннями (3.2), (3.3), (3.4). 2

Мiнiмiзацiя рiвнянь типу (5, 3, 0, 0).

Лема 3.3. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функ-

цiйне рiвняння предметного типу (5, 3, 0, 0) парастрофно первинно рiвно-

сильне принаймнi одному з п’яти рiвнянь: (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10).
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Доведення. Будь-яке узагальнене тернарне функцiйне рiвняння предме-

тного типу (5, 3, 0, 0) згiдно з означенням має двi незалежних предметних

змiнних, перша з яких має п’ять появ, а друга — три появи. Вiдповiдно до

лексикографiчного порядку розташування предметних змiнних, у рiвняннi

п’ять появ предметної змiнної 𝑥 та три появи предметної змiнної 𝑦. Згiдно

з твердженням 3.1, кожне з цих рiвнянь має розташування дужок у виглядi

формули (3.39).

Нехай всi три появи предметної змiнної 𝑦 знаходяться у власному

пiдтермi, тодi маємо рiвняння (3.6).

Якщо двi появи предметної змiнної 𝑦 у власному пiдтермi, то предметна

змiнна 𝑥 має появу у власному пiдтермi i розташована на першому мiсцi,

згiдно лексикографiчного порядку предметних змiнних, тобто маємо два

рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥).

Перше рiвняння збiгається з (3.9). До другого рiвняння застосуємо

зовнiшнє дiлення операцiї (14)𝐹1 та вiдповiдне перейменування функцiйних

змiнних, в результатi отримаємо рiвняння (3.7).

Якщо предметна змiнна 𝑦 має одну появу у власному пiдтермi, то згiдно

з комутуванням та лексикографiчним порядком у формулi (3.39): 𝑢1 =

𝑢2 = 𝑥, а 𝑢3 = 𝑦. Якщо iнших двi появи предметної змiнної 𝑦 злiва, то

маємо рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥),

для якого застосуємо зовнiшнє дiлення операцiї (14)𝐹1 та вiдповiдне

перейменування функцiйних змiнних, в результатi отримаємо рiвня-

ння (3.8). Якщо iнших двi появи предметної змiнної 𝑦 справа, то маємо,

враховуючи комутування та лексикографiчний порядок, рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦),
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для якого застосуємо зовнiшнє дiлення операцiї (14)𝐹1 та вiдповiдне

перейменування функцiйних змiнних, в результатi отримаємо рiвня-

ння (3.9). Якщо iнших двi появи предметної змiнної 𝑦 знаходяться по рiзнi

сторони, то рiвняння збiгається (3.10). Якщо власний терм немає жодної

появи предметної змiнної 𝑦, тодi у формулi (3.39) маємо таки випадок:

𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥,

тодi можливих таких три рiвняння з врахуванням комутування та

лексикографiчного розташування змiнних:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦).

Перше i друге рiвняння збiгається з рiвняннями (3.8) i (3.7) вiдповiдно.

Третє рiвняння вiдповiдно до зовнiшнього дiлення операцiї (14)𝐹1 та

вiдповiдного перейменування функцiйних змiнних парастрофно-первинно

рiвносильне рiвнянню (3.6). 2

Мiнiмiзацiя рiвнянь типу (4, 4, 0, 0).

Лема 3.4. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функ-

цiйне рiвняння предметного типу (4, 4, 0, 0) парастрофно-первинно рiвно-

сильне принаймнi одному з чотирьох рiвнянь: (3.11), (3.12), (3.13), (3.14).

Доведення. В будь-якому узагальненому тернарному функцiйному

рiвняннi предметного типу (4, 4, 0, 0) згiдно з лемою 3.1 є двi незалежних

предметних змiнних, кожна з яких має чотири появи. Нехай кожне з цих

рiвнянь має вигляд формули (3.39) i чотири появи предметної змiнної 𝑥 та

чотири появи предметної змiнної 𝑦. Оскiльки узагальнене тернарне фун-

кцiйне рiвняння предметного типу (4, 4, 0, 0) має однакову кiлькiсть появ

двох предметних змiнних 𝑥 та 𝑦, а тому згiдно твердження 3.2 предметна

змiнна 𝑥 розташована у власному пiдтермi i стоїть на першому мiсцi згiдно
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з формулою (3.39). Якщо це не так, то застосуємо комутування у власному

пiдтермi, який набуде вигляду: 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), де 𝑢1 = 𝑥, 𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑥, 𝑦}.
Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥, то отримуємо два рiвняння: (3.11) i (3.12).

Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦, то можливо побудувати три рiвняння: (3.13) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Рiвняння (3.12) отримуємо з другого рiвняння пiсля застосування

зовнiшнього дiлення злiва операцiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних

функцiйних змiнних. З останнього рiвняння пiсля застосування

перейменування предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та (13)-

комутування у власному пiдтермi та термi з визначальною змiною 𝐹3

отримаємо рiвняння (3.14).

Якщо 𝑢2 ̸= 𝑢3, то маємо три рiвняння: (3.14) i

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Застосуємо у першому з двох вищенаведених рiвнянь зовнiшнє дiлення

злiва операцiї 𝐹1, перейменування предметних змiнних вiдповiдно до

циклу (𝑦𝑥), перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних та (13)-

комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹3, як результат, отримаємо

рiвняння (3.12). Парастрофно-первинна рiвносильнiсть мiж другим

рiвнянням та рiвнянням (3.13) випливає iз застосування зовнiшнього

дiлення злiва операцiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних функцiйних змi-

нних у другому рiвняннi. 2

Отже, основним результатом мiнiмiзацiї функцiйних рiвнянь функцiй-

ної довжини три на тернарних квазiгрупах вiд двох рiзних незалежних

предметних змiнних є така теорема.

Теорема 3.3. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове фу-

нкцiйне рiвняння функцiйної довжини три вiд двох рiзних незалежних



88

предметних змiнних парастрофно-первинно рiвносильне принаймнi

одному з таких 13 рiвнянь:

– предметного типу (6, 2, 0, 0): (3.2), (3.3), (3.4), (3.5);

– предметного типу (5, 3, 0, 0): (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10);

– предметного типу (4, 4, 0, 0): (3.11), (3.12), (3.13), (3.14).

Доведення грунтується на об’єднаннi доведень лем 3.2, 3.3 та 3.4 з

урахуванням леми 3.1. 2

3.1.4. Рiвняння з трьома предметними змiнними

Вiдповiдно до леми 3.1 рiвняння, якi мають три незалежних

предметних змiнних, можливi таких типiв (4, 2, 2, 0) та (3, 3, 2, 0).

Враховуючи цей факт в цьому пiдроздiлi будемо розглядати мiнiмiзацiю

рiвнянь окремо кожного з вказаних типiв.

Мiнiмiзацiя рiвнянь типу (4, 2, 2, 0).

Лема 3.5. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функ-

цiйне рiвняння предметного типу (4, 2, 2, 0) парастрофно-первинно рiв-

носильне принаймнi одному з десяти рiвнянь: (3.15)–(3.24).

Доведення. З умови теореми випливає, що узагальнене тернарне функ-

цiйне рiвняння довжини три має три незалежних предметних змiнних, одна

з яких має чотири появи, а двi iнших — по двi появи. Згiдно з лемою 3.1,

його предметний тип (4, 2, 2, 0). Нехай у рiвняннi чотири появи предметної

змiнної 𝑥 та по двi появи предметних змiнних 𝑦 та 𝑧 вiдповiдно. Згiдно з

твердженням 3.1, кожне з цих рiвнянь має розташування дужок у виглядi

формули (3.39).

Розглянемо випадки коли власний пiдтерм не має 𝑥, тодi предметна

змiнна 𝑦 стоїть на першому мiсцi згiдно твердження 3.2. Якщо це не так,

то застосуємо комутування у власному пiдтермi. Предметна змiнна 𝑦 точно

розташована у даному пiдтермi, адже рiвняння має по двi появи 𝑦 i 𝑧, а
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змiнна 𝐹2 тернарна. Отже, власний пiдтерм має вигляд: 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), де

𝑢1 = 𝑦, 𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧}.
Якщо 𝑢2 ̸= 𝑢3, то маємо рiвняння (3.15) i (3.16). Якщо 𝑢2 = 𝑢3, то

маємо два рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥),

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

Пiсля взаємного перейменування 𝑦 i 𝑧 та (13)-комутування у власному

пiдтермi iз першого рiвняння отримаємо рiвняння (3.15), а з другого —

рiвняння (3.16).

Розглянемо випадки коли власний пiдтерм має лише одну змiнну 𝑥,

тодi вона знаходиться на першому мiсцi, згiдно лексикографiчного порядку.

Отже, у власному пiдтермi з формули (3.39): 𝑢1 = 𝑥, 𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧}.
Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦, то маємо три рiвняння: (3.19), (3.20) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥),

в якому взаємно перейменуємо змiннi 𝑦 та 𝑧 i зовнiшнiм дiленням опера-

цiї (14)𝐹1 та вiдповiдного перейменування функцiйних змiнних, отримаємо

рiвняння, яке парастрофно-первинно рiвносильне (3.17).

Якщо 𝑢2 ̸= 𝑢3, то маємо три рiвняння: (3.18), (3.24) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧),

в якому взаємно перейменуємо змiннi 𝑦 та 𝑧 i зовнiшнiм дiленням опера-

цiї (14)𝐹1 та вiдповiдного перейменування функцiйних змiнних, отримаємо

рiвняння, яке парастрофно-первинно рiвносильне (3.21).

Розглянемо випадки, коли власний пiдтерм має двi появи змiнної 𝑥, тодi

згiдно з лексикографiчним порядком у власному пiдтермi з формули (3.39):

𝑢1 = 𝑢2 = 𝑥, 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧}. Якщо 𝑢3 = 𝑦, то маємо п’ять рiвнянь: (3.21),

(3.22), (3.23) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧),
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𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧).

Перше рiвняння парастрофно-первинно рiвносильне рiвнянню (3.16),

а друге – рiвнянню (3.19) за зовнiшнiм дiленням операцiї (14)𝐹1 та

вiдповiдного перейменування функцiйних змiнних циклу (𝑦𝑧).

Нарештi випадок, коли власний пiдтерм складається з однiєї предмет-

ної змiнної, а саме змiнної 𝑥, тобто 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥, тодi маємо рiвняння

(3.17),(3.18) та:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Друге рiвняння можна отримати з першого пiсля перейменування

предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑦𝑧) та застосування (13)-

комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹3. Крiм того iз другого

рiвняння отримуємо рiвняння (3.15), за умови застосування зовнiшнього

дiлення злiва операцiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних функцiйних змiн-

них. Третє рiвняння, парастрофно-первинно рiвносильне рiвнянню (3.17),

бо його отримуємо з рiвняння (3.17) пiсля взаємного перейменування

предметних змiнних 𝑧 й 𝑦. 2

Мiнiмiзацiя рiвнянь типу (3, 3, 2, 0).

Лема 3.6. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функ-

цiйне рiвняння предметного типу (3, 3, 2, 0) парастрофно-первинно рiв-

носильне принаймнi одному з десяти рiвнянь: (3.25)–(3.34).

Доведення. В будь-якому узагальненому тернарному функцiйному

рiвняннi предметного типу (3, 3, 2, 0) згiдно леми 3.1 є три незалежних

предметних змiнних, першi двi з яких мають по три появи, а третя – двi

появи. Нехай кожне з цих рiвнянь має вигляд формули (3.39) i три появи

предметної змiнної 𝑥, три появи предметної змiнної 𝑦 та двi появи предме-

тної змiнної 𝑧.
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Оскiльки квадратична змiнна у рiвняннi одна, то розглянемо випадок,

коли предметна змiнна 𝑧 не має жодної появи у власному пiдтермi.

Згiдно твердження 3.2 достатньо розглянути випадки коли предметна

змiнна 𝑥 розташована у власному пiдтермi рiвняння, тодi нехай вона стоїть

на першому мiсцi. Якщо це не так, то застосуємо комутування у власному

пiдтермi. Отже, власний пiдтерм має вигляд: 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), де 𝑢1 = 𝑥,

𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑥, 𝑦}.
Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦, то маємо п’ять таких функцiйних рiвнянь: (3.28),

(3.29), (3.30), (3.34) i

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧).

До останнього рiвняння застосувати взаємне перейменування предметних

змiнних 𝑥 та 𝑦 разом з (12)-комутуванням у термi з визначальною

змiнною 𝐹3 та (13)-комутуванням у власному пiдтермi, як наслiдок, маємо

рiвняння (3.31).

Якщо у власному пiдтермi рiвняння предметних змiнних 𝑥 три появи,

тобто 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥, то маємо три рiвняння: (3.25), (3.26), (3.27).

Якщо у власному пiдтермi рiвняння двi появи предметних змiнних 𝑥,

тобто 𝑢2 = 𝑥, 𝑢3 = 𝑦, то маємо п’ять рiвнянь: рiвняння (3.31) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Iз вищенаведеного першого рiвняння отримуємо рiвняння (3.34) пiсля

перейменування предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та

(13)-комутування у власному пiдтермi й (23)-комутування у термi з

визначальною змiнною 𝐹1. Рiвняння (3.30) отримаємо з другого рiв-

няння, а третє рiвняння — з рiвнянням (3.28), пiсля перейменування

предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та (13)-комутування у
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власному пiдтермi. У четвертому рiвняннi застосуємо зовнiшнє дiлення

злiва операцiї 𝐹1, перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, (13)-

комутування у власному пiдтермi та термi з визначальною змiнною 𝐹3,

отримаємо рiвняння (3.29).

Якщо у власному пiдтермi немає жодної появи предметної змiнної

𝑥, то ним можуть бути лише предментнi змiннi 𝑦. Але при взаємному

перейменуваннi предметних змiнних за циклом (𝑥𝑦), переходимо до ви-

падку, коли у власному пiдтнрмi всi появи змiнної 𝑥, тобто маємо рiвняння

парастрофно-первинно рiвносильнi рiвнянням (3.25), (3.26), (3.27).

Розглянемо випадок, коли предметна змiнна 𝑧 має одну появу у

власному пiдтермi, тобто 𝑢2 = 𝑦, а 𝑢3 = 𝑧, то маємо рiвняння (3.33) i

ще чотири таких:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

З першого рiвняння отримуємо третє рiвняння пiсля перейменування

предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та (12)-комутування у

власному пiдтермi. У третьому рiвняннi послiдовно виконаємо такi пе-

ретворення: зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1, внутрiшнє лiве дiлення

за змiнної 𝑧, перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, (13)-

комутування у термах з визначальними змiнними 𝐹1 i 𝐹3 й (23)-

комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹1, отримаємо рiвня-

ння (3.32). Пiсля перейменування предметних змiнних вiдповiдно до

циклу (𝑥𝑦) та (12)-комутування у власному пiдтермi й (23)-комутування

у термi з визначальною змiнною 𝐹3 друго рiвняння маємо четверте рiвня-

ння. Рiвняння (3.31) отримуємо з четвертого рiвняння пiсля застосування

зовнiшнього дiлення злiва операцiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних

функцiйних змiнних.
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Якщо 𝑢2 = 𝑥, а 𝑢3 = 𝑧, то маємо рiвняння (3.32) i ще три рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Застосуємо до першого рiвняння зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1,

перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних та перейменування

предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦), отримаємо рiвня-

ння (3.26). Парастрофно-первинна рiвносильнiсть мiж другим рiвнянням

та рiвнянням (3.32) очевидна пiсля застосування у другому рiвняннi

внутрiшнього лiвого дiлення за змiнної 𝑧, перейменування вiдповiдних

функцiйних змiнних та (13)-комутування у термах з визначальними

змiнними 𝐹1 i 𝐹3 й (23)-комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹1.

У третьому рiвняннi застосуємо зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1

та перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, отримаємо рiвня-

ння (3.30).

I нарештi останнiй випадок, коли квадратична змiнна має обидвi появи

у власному пiдтермi, тобто 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑧, то маємо три рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑧, 𝑧), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

До першого рiвняння застосуємо зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1,

перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних та предметних змi-

нних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦), отримаємо рiвняння (3.25). Для

доведення парастрофно-первинної рiвносильностi мiж другим рiвнянням

та рiвнянням (3.34) достатньо застосувати зовнiшнє дiленням злiва опе-

рацiї 𝐹1й перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних у другому

рiвняннi. Отримаємо рiвняння (3.28) з третього рiвняння пiсля

застосування зовнiшнього дiлення злiва операцiї 𝐹1, перейменування
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вiдповiдних функцiйних змiнних, перейменування предметних змiнних

вiдповiдно до циклу (𝑦𝑥) та (13)-комутування у власному пiдтермi. 2

Теорема 3.4. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове фу-

нкцiйне рiвняння функцiйної довжини три вiд двох рiзних незалежних

предметних змiнних парастрофно-первинно рiвносильне принаймнi

одному з таких 20 рiвнянь:

– предметного типу (4, 2, 2, 0): (3.15)–(3.24);

– предметного типу (3, 3, 2, 0): (3.25)–(3.34).

Доведення грунтується на об’єднаннi доведень лем 3.5 та 3.6 з

урахуванням леми 3.1. 2

3.1.5. Рiвняння з чотирма предметними змiнними

Вiдповiдно до леми 3.1 рiвняння, якi мають чотири незалежних

предметних змiнних, можливi лише одного типу (2, 2, 2, 2). А такi рiв-

няння називають квадратичними [48], [49], [59], тому враховуючи цей факт

в цьому пiдроздiлi дано мiнiмiзацiю квадратичних рiвнянь функцiйної дов-

жини три на тернарних квазiгрупах.

Лема 3.7. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функ-

цiйне рiвняння предметного типу (2, 2, 2, 2) парастрофно-первинно рiвно-

сильне принаймнi одному з чотирьох рiвнянь: (3.35), (3.36), (3.37), (3.38).

Доведення. У будь-якому узагальненому тернарному функцiйному

рiвняннi предметного типу (2, 2, 2, 2) згiдно з лемою 3.1 є чотири

незалежних предметних змiнних, кожна з яких має по двi появи. Нехай

кожне з цих рiвнянь має вигляд формули (3.39) та по двi появи кожної з

предметних змiнних: 𝑥, 𝑦, 𝑧 та 𝑢. Припускаємо, що безповторна предметна

змiнна у власному пiдтермi розташована на першому мiсцi, якщо це не так,

то застосуємо комутування. Така предметна змiнна завжди iснує, оскiльки

рiвняння квадратичне, а змiнна 𝐹2 тернарна. Тодi згiдно з твердженням 3.2

власний пiдтерм має вигляд: 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), де 𝑢1 = 𝑥, 𝑢2 = 𝑦, 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧}.
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Якщо 𝑢3 = 𝑦, то можливi три випадки: рiвняння (3.36) та рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢), (3.35*)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑢) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑢). (3.37*)

У рiвняннi (3.35*) застосуємо (13)-комутування у термi з визначальною

змiнною 𝐹1, отримаємо рiвняння (3.35).

До рiвняння (3.37*) послiдовно застосуємо зовнiшнє дiлення злiва опе-

рацiї 𝐹1, а потiм операцiї 𝐹2 та перейменуємо вiдповiднi функцiйнi змiннi,

перейменуємо предметнi змiннi вiдповiдно до циклу (𝑧𝑦𝑢), отримаємо рiв-

няння (3.37).

Якщо 𝑢3 = 𝑧, то можливi два випадки: друга поява змiнної 𝑥

розташована злiва або справа. Якщо друга поява змiнної 𝑥 розташована в

лiвiй частинi, то маємо рiвняння (3.38) та рiвняння

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢).

Застосуємо до останнього рiвняння зовнiшнє дiлення злiва опера-

цiї 𝐹1, перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, перейменування

предметних змiнних вiдповiдно до циклiв (𝑧𝑥) та (𝑢𝑦), (13)-комутування

та (23)-комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹3, отримаємо рiвня-

ння (3.37*), яке парастрофно-первинно рiвносильне до (3.37). Якщо друга

поява 𝑥 розташована у правiй частинi рiвняння, то маємо три рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑢, 𝑢);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑢) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑢).

Рiвняння (3.37*), яке парастрофно-первинно рiвносильне до (3.37)

отримуємо з першого рiвняння пiсля застосування ряду послiдовних

перетворень, а саме: внутрiшнього лiвого дiлення за змiнної 𝑧, зовнiшнє

дiлення справа операцiї 𝐹3, перейменування вiдповiдних функцiйних змi-

нних, перейменування предметних змiнних вiдповiдно до циклiв (𝑧𝑥)
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та (𝑦𝑢), а також (23)-комутування та (12)-комутування у термах з

визначальними змiнними 𝐹1 й 𝐹3. У другому рiвняннi застосуємо

зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1, перейменуємо вiдповiднi функцiйнi

змiннi, перейменуємо предметнi змiннi вiдповiдно до циклу (𝑢𝑦), а також

здiйснемо (23)-комутування у термах з визначальними змiнними 𝐹1 та

𝐹3, отримаємо рiвняння (3.37*), яке парастрофно-первинно рiвносильне до

(3.37). У третьому рiвняннi перейменуємо предметнi змiннi вiдповiдно до

циклу (𝑥𝑦) та застосуємо (23)-комутування у власному пiдтермi, маємо рiв-

няння (3.38). 2

3.2. Розв’язування тернарних рiвнянь типу (5, 3, 0, 0)

При аналiзi парастрофно-первинної рiвносильностi рiвнянь типу

(5, 3, 0, 0) потрiбно мати множини їх розв’язкiв. Тому знаходимо цi мно-

жини їх розв’язкiв, компоненти яких є лiнiйними вiдносно однiєї i тiєї ж

довiльної комутативної групи.

Нехай (𝑄; +, 0) – довiльна комутативна група, на якiй визначенi три

операцiї такими рiвностями:

𝑓𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑖𝑥+ 𝛽𝑖𝑦 + 𝛾𝑖𝑧 + 𝑎𝑖, (3.45)

де 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖 є автоморфiзмами комутативної групи (𝑄; +, 0), де вiльний

елемент 𝑎𝑖 ∈ 𝑄, 𝑖 = 1, 2, 3.

Теорема 3.5. Трiйка операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) визначених рiвностями

(3.45) є розв’язком рiвняння

– (3.6) тодi i тiльки тодi, коли

𝑎3 = 𝑎1 + 𝛼1𝑎2, 𝛾2 = −𝛼2 − 𝛽2, 𝛾3 = 𝛽1 + 𝛾1 − 𝛼3 − 𝛽3; (3.46)

– (3.7) тодi i тiльки тодi, коли

𝑎3 = 𝛼1𝑎2 + 𝑎1, 𝛽3 = 𝛾1 − 𝛾3, 𝛼3 = 𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2) + 𝛽1; (3.47)
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– (3.8) i тодi i тiльки тодi, коли

𝑎3 = 𝛼1𝑎2 + 𝑎1, 𝛾3 = 𝛽1 + 𝛾1, 𝛽3 = 𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2)− 𝛾3; (3.48)

– (3.9) тодi i тiльки тодi, коли

𝑎3 = 𝛼1𝑎2 + 𝑎1, 𝛾3 = 𝛼1𝛽2 + 𝛼1𝛾2, 𝛽3 = 𝛼1𝛼2 + 𝛽1 + 𝛾1 − 𝛼3; (3.49)

– (3.10) тодi i тiльки тодi, коли

𝑎3 = 𝛼1𝑎2 + 𝑎1, 𝛾3 = 𝛼1𝛾2 + 𝛾1, 𝛽3 = 𝛼1𝛼2 + 𝛼1𝛽2 + 𝛽1 − 𝛼3. (3.50)

Доведення Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) тернарних оборотних операцiй є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.6) тодi i тiльки тодi, коли для всiх 𝑥 i 𝑦 вико-

нується

𝑓1(𝑓2(𝑦, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝑓3(𝑥, 𝑥, 𝑥).

З урахуванням рiвностi (3.45), ця тотожнiсть рiвносильна

𝛼1(𝛼2𝑦 + 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑦 + 𝑎2) + 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑎1 = 𝛼3𝑥+ 𝛽3𝑥+ 𝛾3𝑥+ 𝑎3.

Оскiльки 𝛼1 є автоморфiзмом, то маємо рiвносильну тотожнiсть

(𝛽1 + 𝛾1)𝑥+ 𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2)𝑦 + 𝛼1𝑎2 + 𝑎1 = (𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3)𝑥+ 𝑎3.

Пiдставимо по черзi 𝑥 = 𝑦 = 0, 𝑥 = 0 та 𝑦 = 0, отримуємо 𝛼1𝑎2 + 𝑎1 = 𝑎3,

𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2) = 0, 𝛽1 + 𝛾1 = 𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3. Очевидно, що цi рiвностi

еквiвалентнi (3.46).

Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком рiвняння (3.7) тодi i тiльки тодi, коли

для всiх 𝑥, 𝑦 виконується

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑦)

Враховуючи (3.45), маємо

𝛼1(𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑥+ 𝛾2𝑥+ 𝑎2) + 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑎1 = 𝛼3𝑥+ 𝛽3𝑦 + 𝛾3𝑦 + 𝑎3.
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Отримана рiвнiсть рiвносильна 𝛼1𝑎2 + 𝑎1 = 𝑎3, 𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2) = 𝛼3,

𝛾1 = 𝛽3 + 𝛾3 а це, в свою чергу, рiвносильне (3.47).

Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком рiвняння (3.8) тодi i тiльки тодi, коли

для всiх 𝑥, 𝑦 виконується

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝑓3(𝑥, 𝑥, 𝑦)

Це означає, що

𝛼1(𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑥+ 𝛾2𝑥+ 𝑎2) + 𝛽1𝑦 + 𝛾1𝑦 + 𝑎1 = 𝛼3𝑥+ 𝛽3𝑥+ 𝛾3𝑦 + 𝑎3.

Отримана рiвнiсть рiвносильна

𝛼1𝑎2 + 𝑎1 = 𝑎3 𝛽1 + 𝛾1 = 𝛾3, 𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2) = 𝛼3 + 𝛽3.

Отже, маємо (3.48).

Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) – це розв’язок рiвняння (3.9) тодi i тiльки тодi, коли

для всiх 𝑥, 𝑦 виконується

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝑓3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

Зокрема, якщо взяти до уваги (3.45), отримаємо

𝛼1(𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑦 + 𝛾2𝑦 + 𝑎2) + 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑥+ 𝑎1 = 𝛼3𝑥+ 𝛽3𝑥+ 𝛾3𝑦 + 𝑎3.

Ця тотожнiсть рiвносильна рiвностям 𝛼1𝑎2+𝑎1 = 𝑎3, 𝛼1𝛼2+𝛽1+𝛾1 = 𝛼3+𝛽3,

𝛼1(𝛽2 + 𝛾2) = 𝛾3. Отриманi рiвностi збiгаються з (3.49).

Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком (3.10) тодi i тiльки тодi, коли для всiх 𝑥,

𝑦 виконується

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝑓3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

Беручи до уваги (3.45), ця тотожнiсть має вигляд

𝛼1(𝛼2𝑥+ 𝛽2𝑥+ 𝛾2𝑦 + 𝑎2) + 𝛽1𝑥+ 𝛾1𝑦 + 𝑎1 = 𝛼3𝑥+ 𝛽3𝑥+ 𝛾3𝑦 + 𝑎3.

𝛼1𝑎2 + 𝑎1 = 𝑎3, 𝛼1𝛼2 + 𝛼1𝛽2 + 𝛽1 = 𝛼3 + 𝛽3, 𝛼1𝛾2 + 𝛾1 = 𝛾3 рiвносильнi до

(3.48). 2
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Нехай так визначена функцiя:

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥+ 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧 + 𝑎

над комутативною групою (𝑄; +; 0) є iдемпотентною, тобто, 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥

тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝜄 i 𝑎 = 0. Тому, канонiчний розклад

трiйки операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), яка задовольняє (3.45) є такий:

𝑓𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑖𝑥+ 𝛽𝑖𝑦 + (𝜄− 𝛼𝑖 − 𝛽𝑖)𝑧, (3.51)

де 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝜄− 𝛼𝑖 − 𝛽𝑖 є автоморфiзмами комутативної групи (𝑄; +, 0), 𝑖 =

1, 2, 3.

Наслiдок 3.1. Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) оборотних iдемпотентних функцiй,

визначених над комутативною групою (𝑄; +; 0) рiвнiстю (3.51) є

розв’язком рiвняння

� (3.6) тодi i тiльки тодi, коли |𝑄| = 1;

� (3.7) тодi i тiльки тодi, коли 𝛼3 = 𝛼1 + 𝛽1;

� (3.8) тодi i тiльки тодi, коли 𝛽3 = 𝛼1 − 𝛼3;

� (3.9) тодi i тiльки тодi, коли 𝛽3 = 𝛼1𝛼2 + 𝜄− 𝛼1 − 𝛼3;

� (3.10) тодi i тiльки тодi, коли 𝛽3 = 𝛼1𝛼2 + 𝛽1𝛽2 + 𝛽1 − 𝛼3.

Доведення Нехай трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) тернарних оборотних операцiй,

визначених на комутативнiй групi (𝑄; +; 0) рiвнянням (3.51), де 𝛼𝑖, 𝛽𝑖,

𝜄− 𝛼𝑖 − 𝛽𝑖 є автоморфiзмами групи.

Якщо (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком рiвняння (3.6), то за пунктом 1

Теореми 3.5 маємо 𝛾2 = −𝛼2 − 𝛽2, але 𝛾2 = 𝜄 − 𝛼2 − 𝛽2 = 𝜄 + 𝛾2. Тому,

𝜄 = 0, тобто, 𝑥 = 𝑎 для всiх 𝑥 ∈ 𝑄 i для деякого 𝑎 ∈ 𝑄. Це означає, що 𝑄

– одноелементна.

Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) – розв’язок функцiйного рiвняння (3.7). Вiдповiдно, з
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(3.47):

𝛼3 = 𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + (𝜄− 𝛼2 − 𝛽2)) + 𝛽1 = 𝛼1 + 𝛽1,

(𝜄− 𝛼1 − 𝛽1)− (𝜄− 𝛼3 − 𝛽3) = −𝛼1 − 𝛽1 + 𝛼3 + 𝛽3 =

= −𝛼1 − 𝛽1 + 𝛼1 + 𝛽1 + 𝛽3 = 𝛽3.

Тому рiвнiсть (3.47) рiвносильна до 𝛼3 = 𝛼1 + 𝛽1.

Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) розв’язок функцiйного рiвняння (3.8). Iз рiвностей

(3.48)

𝛽3 = 𝛼1(𝛼2 + 𝛽2 + 𝜄− 𝛼2 − 𝛽2)− 𝛼3 = 𝛼1 − 𝛼3.

Ось тому, друга рiвнiсть (3.48) слiдує з отриманої рiвностi:

𝛾3 = 𝜄− 𝛼3 − 𝛽3 = 𝜄− 𝛼3 − (𝛼1 − 𝛼3) =

= 𝜄− 𝛼1 = 𝛽1 + (𝜄− 𝛼1 − 𝛽1) = 𝛽1 + 𝛾1.

Вiдповiдно, пункт 3) цiєї теореми рiносильний до пункту 3) теореми 3.5.

Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) розв’язок функцiйного рiвняння (3.9). Вiн

рiвносильний до рiвностi (3.49). Справдi,

𝛽3 = 𝛼1𝛼2 + 𝛽1 + (𝜄− 𝛼1 − 𝛽1)− 𝛼3 = 𝛼1𝛼2 + 𝜄− 𝛼1 − 𝛼3.

Друга рiвнiсть з (3.49) рiвносильна до отриманої. Тодi,

𝛾3 = 𝜄− 𝛼3 − 𝛽3 = 𝜄− 𝛼3 − 𝛼1𝛼2 − 𝜄+ 𝛼1 + 𝛼3 = 𝛼1 − 𝛼1𝛼2 = 𝛼1(𝜄− 𝛼2) =

= 𝛼1(𝛽2 + 𝜄− 𝛼2 − 𝛽2) = 𝛼1𝛽2 + 𝛼1(𝜄− 𝛼2 − 𝛽2) = 𝛼1𝛽2 + 𝛼1𝛾2.

Накiнець, нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) розв’язок функцiйного рiвняння (3.10). Тодi,

пункт 5 теореми 3.5 справджується. Тодi третя рiвнiсть слiдує з другої:

𝛾3 = 𝜄− 𝛼3 − 𝛽3 = 𝜄− 𝛼3 − 𝛼1𝛼2 − 𝛼1𝛽2 − 𝛽1 + 𝛼3 =

= 𝜄− 𝛼1𝛼2 − 𝛼1𝛽2 − 𝛽1 = (𝜄− 𝛼1 − 𝛽1) + 𝛼1 + 𝛼1(𝜄− 𝛼2 − 𝛽2 + 𝜄) =

= 𝛾1 + 𝛼1 + 𝛼1𝛾2 − 𝛼1 = 𝛾1 + 𝛼1𝛾2.

2

3.3. Мiнiмiзацiя тернарних рiвнянь типу (5, 3, 0, 0)

Кожне узагальнене тернарне функцiйне рiвняння довжини три є пара-

строфно первинно рiвносильне принаймнi одному з функцiйних рiвнянь,
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перелiчених в 3.1. Рiвняння, що мають рiзну кiлькiсть рiзних предметних

змiнних, не є парастрофно первинно рiвносильними (Лема 1.2). Ось чому,

кожне функцiйне рiвняння довжини три з двома рiзними предметними

змiнними є парастрофно первинно рiвносильними принаймнi одному з

функцiйних рiвнянь (3.2)–(3.14) (Теорема 3.1).

Твердження 3.3. Кожне функцiйне рiвняння довжини три типу

(5;3;0;0) є парастрофно-первинно нерiвносильне жодному з решти функ-

цiйних рiвнянь довжини три.

Доведення. З означення тернарної квазiгрупи Штейнера випливає, що

довiльна квазiгрупа Штейнера є розв’язком кожного з функцiйних рiвнянь

(3.2)–(3.5) i (3.11)–(3.14). Але ця квазiгрупа не є розв’язком жодного з

рiвнянь (3.6)–(3.10). Згiдно Наслiдку 1.4, твердження є iстинним. 2

Теорема 3.6. Функцiйне рiвняння (3.6) є парастрофно первинно

рiвносильним жодному з решти функцiйних рiвнянь довжини три.

Доведення. Беручи до уваги Твердження 3.3, достатньо довести, що рiв-

няння (3.6) не є парастрофно-первинно рiвносильним до решти функцiйних

рiвнянь типу (5;3;0;0).

Припустимо, що функцiйне рiвняння (3.6) є парастрофно-первинно

рiвносильним до кожного з функцiйних рiвнянь (3.7), (3.8), (3.9), (3.10).

Нехай розв’язок цих рiвнянь складається з трьох iдемпотентних оборот-

них функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), визначених на множинi |𝑄| > 1. Якщо кожне з

рiвнянь (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) i рiвняння (3.6) є парастрофно-первинно-

рiвносильними, тодi згiдно з Лемою 1.3 iснує перестановка 𝜏 в 𝑆3 i

перестановки 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 в 𝑆4 такi, що трiйка операцiй

(𝜎1𝑓 1𝜏 ,
𝜎2𝑓 2𝜏 ,

𝜎3𝑓 3𝜏)

є розв’язком рiвняння (3.6). Але трiйка iдемпотентних оборотних операцiй

є розв’язком рiвняння (3.6) тодi i тiльки тодi, коли |𝑄| = 1. Прийшли до
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суперечностi. Отже, функцiйне рiвняння (3.6) не є парастрофно-первинно

рiвносильним до жодного з рiвнянь (3.7), (3.8), (3.9), (3.10).

Отже, для завершення доведення теореми достатньо знайти приклади

трiйок iдемпотентних квазiгруп, якi є розв’язками функцiйних рiвнянь

(3.7)-(3.10) на деяких множинах та мають бiльше одного елемента. Для

цього припущення використовуємо Наслiдок 3.1.

Приклад 1. Нехай трiйка iдемпотентних оборотних операцiй,

визначених в полi Z5 рiвностями

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧,

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥+ 3𝑦 + 𝑧,

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 + 4𝑧.

Кожна з операцiй iдемпотентна та оборотна. Бiльше того, трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)

є розв’язком функцiйного рiвняння (3.7). Справдi:

2𝑥+ 2𝑥+ 2𝑥+ 𝑥+ 4𝑦 = 2𝑥+ 3𝑦 + 𝑦,

Звiдки отримуємо 5𝑥 = 0.

Отже, функцiйнi рiвняння (3.6) and (3.7) є парастрофно-первинно не-

рiвносильнi.

Приклад 2. Нехай трiйка iдемпотентних оборотних операцiй,

визначених в полi Z5 рiвностями

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧,

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥+ 3𝑦 + 𝑧,

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 + 4𝑧.

Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком функцiйного рiвняння (3.8). Справдi,

2(2𝑥+ 2𝑥+ 2𝑥) + 3𝑦 + 𝑦 = 𝑥+ 𝑥+ 4𝑦,

Звiдки отримуємо 10𝑥 = 0.

Отже, функцiйнi рiвняння (3.6) та (3.8) є парастрофно-первинно

нерiвносильними.
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Приклад 3. Нехай трiйка iдемпотентних оборотних операцiй,

визначених в полi Z5

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧,

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧,

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 + 4𝑧.

Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком функцiйного рiвняння (3.8). Дiйсно,

𝑥+ 2𝑦 + 2𝑦 + 3𝑥+ 3𝑥 = 𝑥+ 𝑥+ 4𝑦,

Звiдки маємо 5𝑥 = 0.

Отже, функцiйнi рiвняння (3.6) та (3.9) є парастрофно-первинно

нерiвносильними.

Приклад 4. Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓2) iдемпотентних оборотних операцiй,

визначених в кiльцi за модулем 5, тобто Z5 такими рiвностями:

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 4𝑦 + 2𝑧,

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧,

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 + 4𝑧,

якi є розв’язком функцiйного рiвняння (3.10). Справдi,

(𝑥+ 2𝑥+ 2𝑦) + 4𝑥+ 2𝑦 = 𝑥+ 𝑥+ 4𝑦,

тобто 5𝑥 = 0.

Таким чином, рiвняння (3.6) i (3.10) не є парастрофно-первинно рiвно-

сильними.

Отже, теорему доведено. 2

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi встановлено мiнiмiзацiю узагальнених тернарних ква-

зiгрупових функцiйних рiвнянь довжини три з використанням методу
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класифiкацiї рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi.

Як результат мiнiмiзовано такi рiвняння до 38 нетривiальних узагальнених

тернарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь функцiйної довжини три, якi

роздiленi за предметними типами:

(8, 0, 0, 0) – одне рiвняння,

(6, 2, 0, 0) – 4 рiвняння,

(5, 3, 0, 0) – 5 рiвнянь,

(4, 4, 0, 0) – 4 рiвняння,

(4, 2, 2, 0) – 10 рiвнянь,

(3, 3, 2, 0) – 10 рiвнянь,

(2, 2, 2, 2) – 4 рiвняння.

Для предметного типу (5, 3, 0, 0) описано розв’язки нетривiальних рiв-

нянь, компоненти яких є лiнiйними вiдносно однiєї й тiєї ж довiльної

комутативної групи. Описано мiнiмiзацiю тернарних рiвнянь типу

(5, 3, 0, 0) вiдносно iнших типiв тернарних рiвнянь довжини три.

Результати цього роздiлу опублiковано в працях: [96], [97], [98], [101].
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РОЗДIЛ 4

КЛАСИФIКАЦIЯ I РОЗВ’ЯЗАННЯ КВАДРАТИЧНИХ

РIВНЯНЬ I ТОТОЖНОСТЕЙ ДОВЖИНИ ТРИ

Дано класифiкацiю тернарних квадратичних рiвнянь довжини три та

розв’язано представникiв отриманих класiв рiвнянь на множинi тернарних

квазiгруп. Встановлено, що iснує точно чотири класи узагальнених

квадратичних функцiйних рiвнянь довжини три на оборотних функцiях

вiдносно парастрофно-первинної рiвносильностi.

4.1. Розв’язування квадратичних рiвнянь довжини три

Для класифiкацiї узагальнених квадратичних тернарних квазiгрупових

функцiйних рiвнянь довжини три з точнiстю до парастрофно-первинної

рiвносильностi потрiбно знайти усi квазiгруповi розв’язки представникiв

кожного класу (3.35)–(3.38) отриманої мiнiмiзацiї в лемi 3.7.

Для якiсного розв’язування функцiйних рiвнянь (3.35)–(3.38) на

тернарних квазiгрупах, необхiдно довести додаткову лему.

Лема 4.1. Нехай 𝛼, 𝑓 – унарна i тернарна операцiї вiдповiдно. Тодi

рiвнiсть

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛼𝑥 (4.1)

рiвносильна iснуванню лiво-унiверсально-нейтральної оборотної операцiї

𝑔 такої, що

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔(𝛼𝑥, 𝑦, 𝑧). (4.2)

Доведення. Визначимо операцiю 𝑔, через

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓(𝛼−1𝑥, 𝑦, 𝑧). (4.3)
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Оскiльки операцiя 𝑓 оборотна i 𝑔 є iзотопом операцiї 𝑓 , то операцiя 𝑔 теж

оборотна. Беручи до уваги (4.1), маємо

𝑥 = 𝑓(𝛼−1𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Отже, операцiя 𝑔 – лiво-унiверсально-нейтральна. Застосувавши (4.3),

отримаємо (4.2).

I навпаки, нехай 𝑔 – лiво-унiверсально-нейтральна оборотна операцiя

та нехай виконується вiдношення (4.2), тодi маємо

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑔(𝛼𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛼𝑥,

тобто виконується (4.1) 2

Теорема 4.1. Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) тернарних оборотних операцiй є

розв’язком функцiйного рiвняння (3.35) тодi i тiльки тодi, коли iснують

лiво-унiверсально-нейтральнi оборотнi операцiї ℎ1, ℎ2, ℎ3 i пiдстановки

𝛼, 𝛽 такi, що

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ1(𝛼𝑥, 𝑦, 𝛽
−1𝑧), (4.4)

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ2(𝛽𝑥, 𝑦, 𝑧), (4.5)

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ3(𝛼𝑥, 𝑦, 𝑧). (4.6)

Доведення. Нехай трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) тернарних оборотних операцiй

визначених на 𝑄 буде розв’язком рiвняння (3.35), тобто для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢

тотожнiсть

𝑓1(𝑧, 𝑥, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦)) = 𝑓3(𝑧, 𝑢, 𝑢) (4.7)

справджується. Зокрема, якщо 𝑢 = 𝑎 ∈ 𝑄, маємо

𝑓1(𝑧, 𝑥, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦)) = 𝛼𝑧, (4.8)

де 𝛼𝑧 := 𝑓3(𝑧, 𝑎, 𝑎) – це пiдстановка 𝑄, оскiльки 𝛼 – лiва транляцiя

оборотної операцiї 𝑓3.

Крiм того, з рiвностей (4.8) та (4.7), отримуємо тотожнiсть 𝑓3(𝑧, 𝑢, 𝑢) =

𝛼𝑧. Вiдповiдно до леми 4.1, iснує лiво-унiверсально нейтральна оборотна

операцiя ℎ3 така, що виконується (4.6).
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Застосувавши означення парастрофа до рiвностi (4.8), маємо

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) =
(34)𝑓1(𝑧, 𝑥, 𝛼𝑧). (4.9)

Якщо 𝑧 = 𝑎 ∈ 𝑄 i 𝛽𝑥 := (34)𝑓1(𝑎, 𝑥, 𝛼𝑎), то рiвнiсть (4.9) записується так:

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛽𝑥. Зауважимо, що 𝛽 – це пiдстановка на 𝑄 оскiльки вона є

трансляцiєю оборотної операцiї (34)𝑓1. За лемою 4.1 з останнього вiдношення

випливає iснування лiво-унiверсально нейтральної оборотної операцiї ℎ2

такої, що рiвнiсть (4.5) є iстинною.

Замiнимо 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) на 𝛽𝑥 в (4.8), в результатi отримаємо рiвнiсть

𝑓1(𝑧, 𝑥, 𝛽𝑥) = 𝛼𝑧. Нехай

ℎ1(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓1(𝛼
−1𝑥, 𝑦, 𝛽𝑧),

тодi (4.4) виконується i

ℎ1(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑓1(𝛼
−1𝑧, 𝑥, 𝛽𝑥) = 𝛼𝛼−1𝑥 = 𝑥.

Тому ℎ1 – лiво-унiверсально нейтральна оборотна операцiя.

I навпаки, нехай операцiї ℎ1, ℎ2, ℎ3 – лiво-унiверсально нейтрально

оборотнi та операцiї 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 визначаються (4.4), (4.5), (4.6) для деяких

пiдстановок 𝛼, 𝛽 множини 𝑄. Тодi

𝑓1(𝑧, 𝑥, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦)) = ℎ1(𝛼𝑧, 𝑥, 𝛽
−1ℎ2(𝛽𝑥, 𝑦, 𝑦) =

= ℎ1(𝛼𝑧, 𝑥, 𝛽
−1𝛽𝑥) = ℎ1(𝛼𝑧, 𝑥, 𝑥) = 𝛼𝑧 =

= ℎ3(𝛼𝑧, 𝑢, 𝑢) = 𝑓3(𝑧, 𝑢, 𝑢).

Тому трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком рiвняння (3.35). 2

Теорема 4.2. Трiйка тернарних оборотних операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є

розв’язком функцiйного рiвняння (3.36) тодi i тiльки тодi, коли iснують

лiво-унiверсально-нейтральнi оборотнi операцiї 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 i пiдстаноки 𝛾,

𝛿 такi що:

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔1(𝛾𝑥, 𝑦, 𝑧), (4.10)

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔2(𝛿𝑥, 𝑦, 𝑧), (4.11)

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔3(𝛾𝛿𝑥, 𝑦, 𝑧). (4.12)
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Доведення. Нехай трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) тернарних оборотних операцiй є

розв’язком рiвняння (3.36), тобто, виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝑓3(𝑥, 𝑢, 𝑢). (4.13)

Зокрема, якщо 𝑦 = 𝑢 = 𝑎 ∈ 𝑄, маємо

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑎, 𝑎) = 𝑓3(𝑥, 𝑎, 𝑎).

Тодi 𝛼𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛽𝑥, де 𝛼𝑥 := 𝑓1(𝑥, 𝑎, 𝑎) i 𝛽𝑥 := 𝑓3(𝑥, 𝑎, 𝑎) – пiдстановки,

оскiльки 𝛼 i 𝛽 – це трансляцiї оборотних операцiй 𝑓1 i 𝑓3 вiдповiдно. Звiдси

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛼−1𝛽𝑥.

Визначимо 𝛿 := 𝛼−1𝛽, тодi маємо 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛿𝑥. Вiдповiдно до

леми 4.1, iснує лiво-унiверсально-нейтральна оборотна операцiя 𝑔2 така,

що справджується рiвнiсть (4.11).

Пiдставимо 𝛿𝑥 в (4.13) замiсть 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦), в результатi матимемо:

𝑓1(𝛿𝑥, 𝑧, 𝑧) = 𝑓3(𝑥, 𝑢, 𝑢). (4.14)

Замiнимо 𝑥 на 𝛿−1𝑥 в рiвностi: 𝑓1(𝑥, 𝑧, 𝑧) = 𝑓3(𝛿
−1𝑥, 𝑢, 𝑢) для всiх 𝑥,

𝑧, 𝑢. Зокрема, коли 𝑢 = 𝑎 ∈ 𝑄, маємо 𝑓1(𝑥, 𝑧, 𝑧) = 𝛾𝑥, де пiдста-

новка 𝛾𝑥 := 𝑓3(𝛿
−1𝑥, 𝑎, 𝑎) є пiдстановкою носiя 𝑄, бо 𝛾 – лiва трансляцiя

оборотної операцiї 𝑓3. Тому вiдношення (4.10) справеджується для деякої

лiво-унiверсально нейтральної операцiї 𝑔1. Застосуємо (4.10) i (4.11) до

(4.13), маємо:

𝛾𝛿𝑥 = 𝑓3(𝑥, 𝑢, 𝑢).

Вiдповiдно до леми 4.1, iснує лiво-унiверсально нейтральна оборотна опе-

рацiя 𝑔3 така, що виконується рiвнiсть (4.12).

Навпаки, нехай вiдношення (4.10), (4.11), (4.12) iстиннi для деяких лiво-

унiверсально нейтральних операцiй 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 i пiдстановок 𝛾, 𝛿, тодi

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝑔1(𝛾𝑔2(𝛿𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) =

= 𝑔1(𝛾𝛿𝑥, 𝑧, 𝑧) = 𝛾𝛿𝑥 = 𝑔3(𝛾𝛿𝑥, 𝑢, 𝑢) = 𝑓3(𝑥, 𝑢, 𝑢).

Таким чином, трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком рiвняння (3.36). 2
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Теорема 4.3. Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) тернарних оборотних операцiй

визначених на множинi 𝑄 є квазiгруповим розв’язком функцiйного рiв-

няння (3.37) тодi i тiльки тодi, коли операцiя 𝑓2 є оборотною та

iснують пiдстановка 𝜇 та лiво-унiверсально нейтральна оборотна опе-

рацiя 𝑔 така, що:

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜇𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔(𝜇𝑥, 𝑦, 𝑧). (4.15)

Доведення. Нехай трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) тернарних оборотних операцiй є

розв’язком рiвняння (3.37), тобто для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢 виконується рiвнiсть

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧). (4.16)

Зокрема, коли 𝑢 = 𝑎 ∈ 𝑄 i 𝜇𝑥 := 𝑓1(𝑥, 𝑎, 𝑎), маємо першу тотожнiсть з

(4.15). Пiдставимо 𝜇𝑓2 в (4.16) замiсть 𝑓3. Отримаємо:

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝜇𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Замiнивши 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) на 𝑥, отримаємо 𝑓1(𝑥, 𝑢, 𝑢) = 𝜇𝑥. Вiдповiдно до

леми 4.1, iснують пiдстановка 𝜇 та лiво-унiверсально нейтральна оборотна

операцiя 𝑔 така, що друге вiдношення з (4.15) виконується.

I навпаки, нехай 𝑓2 – тернарна оборотна опрацiя та iсує пiдстановка 𝜇

та лiво-унiверсально нейтральна оборотна операцiя 𝑔 така що виконується

вiдношення (4.15). Тодi

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝑔(𝜇𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝑔(𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отже, трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є квазiгруповим розв’язком рiвняння (3.37). 2

Теорема 4.4 (Ф. М. Сохацький [87, c. 186]). Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)

тернарних оборотних операцiй, визначених на множинi 𝑄 є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.38) тодi i тiльки тодi, коли iснують бiнарнi

оборотнi операцiї ∘, *, ◇ на 𝑄 такi, що

𝑓1(𝑦, 𝑥, 𝑢) = (𝑥 ◇ 𝑦) * 𝑢,

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥
𝑟◇ (𝑦 ∘ 𝑧), (4.17)

𝑓3(𝑦, 𝑧, 𝑢) = (𝑦 ∘ 𝑧) * 𝑢.
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4.2. Класифiкацiя квадратичних рiвнянь довжини три

У цьому пiдроздiлi знайдено класифiкацiю квадратичних тернарних

функцiйних рiвнянь довжини три. Для доведення основної теореми

доведемо таке твердження:

Твердження 4.1. Нехай (𝑄; ·, 𝑒) буде довiльною некомутативною

групою, 𝜌 є її нетотожнiм автоморфiзмом i

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝜌𝑥 · 𝑦 · 𝑧−1. (4.18)

Якщо для бiєкцiї 𝜎 ∈ 𝑆4 iснує бiєкцiя 𝜈 така, що для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝜎𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜈𝑥, (4.19)

тодi 𝜈 = 𝜌 або 𝜈 = 𝜌−1.

Щоб довести твердження, розглянемо такi позначення:

𝑡1𝜎 := 𝑥, 𝑡2𝜎 := 𝑦, 𝑡3𝜎 := 𝑦, 𝑡4𝜎 := 𝜈𝑥.

Тодi (4.19) можна записати як 𝜎𝑓(𝑡1𝜎, 𝑡2𝜎, 𝑡3𝜎) = 𝑡4𝜎. Згiдно з озна-

ченням 𝜎-парастрофа, записана остання рiвнiсть рiвносильна рiвностi

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡4. Застосовуючи (4.18), отримаємо 𝜌𝑡1 · 𝑡2 · 𝑡−1
3 = 𝑡4, тобто

𝜌𝑡1 · 𝑡2 = 𝑡4 · 𝑡3. (4.20)

Проаналiзуємо взаємозв’язок, врахувавши, що два терми 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4 збi-

гаються з 𝑦.

Якщо 𝑡1 = 𝑦, тодi (4.20) при 𝑦 = 𝑒 слiдує одна з таких рiвностей:

𝜈𝑥 · 𝑥 = 𝑒 або 𝑥 = 𝜈𝑥. Отже, 𝜈𝑒 = 𝑒. Ось чому, (4.20) при 𝑥 = 𝑒 слiдує

𝜌𝑦 · 𝑦 = 𝑒 або 𝜌𝑦 = 𝑦. Оскiльки (·) не є комутативною i 𝜌 є нетотожнiм

автоморфiзмом (·), тодi нi 𝜌𝑦 = 𝑦−1 нi 𝜌𝑦 = 𝑦 не є iстинною.

Якщо 𝑡1 = 𝑥, 𝑡2 = 𝜈𝑥, тодi (4.20) при 𝑥 = 𝑒 слiдує 𝜈𝑒 = 𝑦2. Звiдси,

коли 𝑦 = 𝑒 маємо 𝜈𝑒 = 𝑒, отже 𝑦2 = 𝑒. Але група експоненти два є

комутативною. В результатi отримали протирiччя припущенню.



111

Якщо 𝑡1 = 𝑥 i 𝑡2 = 𝑦, тодi (4.20) при 𝑦 = 𝑒 слiдує 𝜌𝑥 = 𝜈𝑥, а саме

𝜈 = 𝜌.

Нарештi, нехай 𝑡1 = 𝜈𝑥, тодi (4.20) при 𝑦 = 𝑒 означає одну з цих

рiвностей 𝜌𝜈𝑥 · 𝑥 = 𝑒 або 𝜌𝜈𝑥 = 𝑥. Перша рiвнiсть випливає з (4.20)

коли 𝑡2 = 𝑥. Тому, 𝑦2 = 𝑒 i отже, група є комутативною. В результатi

маємо суперечнiсть припущення. Друга рiвнiсть означає 𝜈 = 𝜌−1.

Таким чином, допомiжне твердження доведено.

Теорема 4.5. Кожне узагальнене квадратичне тернарне квазiгрупове

функцiйне рiвняння довжини три парастрофно-первинно рiвносильне

точно одному з таких рiвнянь (3.35), (3.36), (3.37), (3.38).

Доведення. Нехай 𝜐 = 𝜔 — узагальнене квадратичне тернарне

квазiгрупове функцiйне рiвняння довжини три. Змiнюючи його сторони

при необхiдностi, отримуємо рiвняння, яке має одну з таких форм:

𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . .) = 𝐹𝑘(. . .) (4.21)

𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . . , 𝐹𝑘(. . .), . . .), . . .) = 𝑡, (4.22)

𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . . , 𝐹𝑘(. . .), . . .) = 𝑡, (4.23)

де 𝑡 є деякою предметною змiнною та (. . . ) позначає деяку послiдовнiсть

змiнних або порожню послiдовнiсть.

Коли рiвняння має форму (4.22) пiдставляємо обидвi частини рiвняння

замiсть 𝑡′ в терм 𝜎𝐹𝑖(. . . , 𝑡
′, . . .). В результатi отримуємо

𝜎𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . . , 𝐹𝑘(. . .), . . .), . . .), . . .) =
𝜎𝐹𝑖(. . . , 𝑡, . . .),

де 𝜎𝐹𝑖 є вiдповiдним подiлом 𝐹𝑖, тобто 𝜎 є (14), (24) або (34). Застосувавши

вiдповiднi первиннi тотожнiстi (1.1)–(1.6), отримуємо

𝐹𝑗(. . . , 𝐹𝑘(. . .) . . .) =
𝜎𝐹𝑖(. . . , 𝑡, . . .).

Отже, кожне функцiйне рiвняння форми (4.22) є парастрофно-первинно

рiвносильним рiвнянню форми (4.21).
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Якщо функцiйне рiвняння має форму (4.23), пiдставляємо обидвi

частини рiвняння на 𝑣 в цьому термi 𝜏𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . . , 𝑣, . . .):

𝜏𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . . , 𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . . , 𝐹𝑘(. . .), . . .), . . .) =

= 𝐹 ′
𝑖 (. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . . , 𝑡, . . .),

де 𝜏𝐹𝑖 є вiдповiдним подiлом 𝐹𝑖. Застосувавши одну з первинних тотож-

ностей (1.1)–(1.6), маємо

𝐹 ′
𝑖 (. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . . , 𝑡, . . .) = 𝐹𝑘(. . .).

Таким чином, кожне функцiйне рiвняння є парастрофно-первинно рiвно-

сильне функцiйному рiвняннi форми (4.21).

Нехай функцiйне рiвняння має вигляд (4.21). Застосовуючи вiдповiдне

перетворення парастрофа, отримуємо рiвняння вигляду

𝐹𝑖(. . . , 𝐹𝑗(. . .), . . .) = 𝐹𝑘(. . .).

Перейменувавши його функцiйнi та предметнi змiннi в лексикографiчному

порядку, отримаємо

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝐹3(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8), (4.24)

де 𝑡𝑖 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢}. Позначимо лексикографiчний порядок предметних

змiнних через 4. Якщо 𝑡2 < 𝑡3, замiнюємо пiдтерм 𝐹2(𝑥, 𝑡2, 𝑡3) на

пiдтерм (23)𝐹2(𝑥, 𝑡3, 𝑡2), взаємно перейменуємо предметнi змiннi 𝑡2 i 𝑡3 та

перейменуємо (23)𝐹2 на 𝐹2. В результатi отримаємо функцiйне рiвняння

вигляду (4.24), в якому 𝑡2 4 𝑡3.

Далi вважаємо, що 𝑡4 4 𝑡5 та 𝑡6 4 𝑡7 4 𝑡8. I нарештi, можемо

впорядкувати другi появи 𝑥, 𝑡2, 𝑡3. А саме, перейменовуємо їх у

лексикографiчному порядку, а потiм перетворюємо їх на вiдповiдний

парастроф 𝐹2. Те саме перетворення справедливе для пари 𝑡4, 𝑡5.

Таким чином, доведено, що кожне квадратичне функцiйне рiвняння

є парастрофно-первинно рiвносильне рiвнянню (4.24), в якому: 1) першi

появи предметних змiнних мають лексикографiчний порядок; 2) 𝑡2 4 𝑡3,
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𝑡4 4 𝑡5 i 𝑡6 4 𝑡7 4 𝑡8; 3) другi появи 𝑥, 𝑡2, 𝑡3, а також другi появи 𝑡4, 𝑡5

розташованi в лексикографiчному порядку.

Отже, вiдповiдний пiдтерм є

1)𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦) або 2)𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Випадок 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦) неможливий, оскiльки другi появи 𝑥 i 𝑦 мають бути в

лексикографiчному порядку.

Нехай вiдповiдним пiдтермом буде 𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦). Якщо 𝑦 ∈ {𝑡4, 𝑡5}, тодi
𝑡4 — це 𝑦, а 𝑡5 — це 𝑧 тому, маємо рiвняння

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢).

Перетворимо 𝐹1 та 𝐹2 на (13)-парастрофи 𝐹1 та 𝐹2 у рiвняннi. Отримуємо

(13)𝐹1(𝑦, 𝑧,
(13)𝐹2(𝑦, 𝑥, 𝑥)) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢).

Взаємно перейменувавши 𝑥 та 𝑦 i перейменувавши функцiйнi змiннi в

лексикографiчному порядку, отримаємо функцiйне рiвняння (3.35).

Якщо 𝑦 ̸∈ {𝑡4, 𝑡5}, тодi є двi можливостi для пари (𝑡4, 𝑡5): (𝑧, 𝑧) i (𝑧, 𝑢).

Отже, маємо два рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑢, 𝑢), (4.25)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑧, 𝑢) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑢). (4.26)

Рiвняння (4.25) є парастрофно-первинно рiвносильним до (3.36) шляхом

перетворення (13)-парастрофа 𝐹2, взаємно перейменувавши 𝑥 i 𝑦 та

замiнивши (13)𝐹2 на 𝐹2.

Застосуємо гiпертотожнiсть (1.4) до (4.26):

(14)𝐹 1(𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑢), 𝑧, 𝑢) = 𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦),

потiм застосуємо гiпертотожнiсть (1.3):

𝐹2(𝑥, 𝑥,
(34)𝐹 3(𝑦, 𝑧, 𝑢)) =

(14)𝐹 1(𝑦, 𝑧, 𝑢).

Перетворимо 𝐹2 на (13)-парастроф 𝐹2 та перейменуємо функцiйнi змiннi в

лексикографiчному порядку:

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑧, 𝑢), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑢).
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Перейменувавши предметнi змiннi вiдповiдно до циклу (𝑦𝑥𝑢𝑧), отримаємо

функцiйне рiвняння (3.37).

Нехай вiдповiдним пiдтермом буде 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧). Оскiльки другi появи

впорядкованi, тодi 𝑡4 — це 𝑥 i 𝑡5 — це 𝑦 або 𝑢. Отже, маємо два рiвняння:

рiвняння (3.38) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢).

Застосуємо (1.1) до останнього функцiйного рiвняння:

𝐹3(
(14)𝐹 2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝐹1(𝑧, 𝑥, 𝑦).

Щоб отримати рiвняння (3.37), перетворимо 𝐹1 на (312)-парастроф 𝐹1 i

перейменуємо функцiйнi змiннi.

Залишається довести, що рiвняння (3.35)–(3.38) попарно парастрофно-

первинно нерiвносильнi. Вiдповiдно до наслiдку 1.2, можемо довести,

що для кожної пари цих рiвнянь i для кожної бiекцiї 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜏 мно-

жини {1, 2, 3} iснує розв’язок (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) одного з рiвняння такого, що

(𝜎1𝑓1𝜏 ,
𝜎2𝑓2𝜏 ,

𝜎3𝑓3𝜏) не є розв’язком iншого. Зауважимо, що всi парастрофи

тотально-симетричної квазiгрупи i, зокрема, квазiгрупи Штейнера, збiгаю-

ться.

Довiльна квазiгрупа Штейнера є розв’язком кожного з функцiйних рiв-

нянь (3.35), (3.36), (3.37). Припустимо, що квазiгрупа Штейнера (𝑄; 𝑓) є

розв’язком рiвняння (3.38). Теорема 4.4 означає, що 𝑓 є суперпозицiєю без

повторень двох бiнарних квазiгруп. Згiдно з означенням, кожна квазiгрупа

Штейнера є лупою. Звiдси, за наслiдком 1.1 iснує група (𝑄; +) експоненти

два така, що 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧. Немає групи експоненти два порядку

10, але iснують системи четвiрок Штейнера (див. наприклад [?]) отже,

iснує квазiгрупа Штейнера порядку 10, але це не може бути розв’язком

рiвняння (3.38). Отже, згiдно наслiдку 1.1, функцiйне рiвняння (3.38) не

є парастрофно-первинно рiвносильним будь-якому з рiвнянь (3.35), (3.36),

(3.37).
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Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) — довiльна трiйка операцiй квазiгрупи Штейнера,

визначених на деякому носiєвi 𝑄. Цi операцiї можуть бути iзоморфними,

але всi вони попарно рiзнi. Пара (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком обох функцiй-

них рiвнянь: (3.35) i (3.36). Припустимо, (𝑓1𝜏 , 𝑓2𝜏 , 𝑓3𝜏) — це розв’язок

функцiйного рiвняння (3.37) для деякого 𝜏 ∈ 𝑆3, тобто виконується

тотожнiсть

𝑓1𝜏(𝑓2𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝑓3𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Оскiльки 𝑓1𝜏 є квазiгруповою операцiєю Штейнера, то 𝑓2𝜏 = 𝑓3𝜏 . Iснує

суперечнiсть цьому припущенню. Таким чином трiйка (𝑓1𝜏 , 𝑓2𝜏 , 𝑓3𝜏) не є

розв’язком рiвняння (3.37) для всiх 𝜏 ∈ 𝑆3. Отже, функцiйне рiвняння

(3.37) є парастрофно-первинно рiвносильним нi (3.35), нi (3.36).

Отже, залишається довести парастрофно-первинно нерiвносильнiсть

рiвнянь (3.35) та (3.36).

Наведемо доведення парастрофно-первинної нерiвносильностi (3.35)

та (3.36) за допомогою протирiччя. Припустимо, що (3.35) i (3.36) є

парастрофно-первинно рiвносильними. Позначимо вiдповiдну визначальну

послiдовнiсть бiєкцiй через (𝜏, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3).

Нехай (𝑄; ·, 𝑒) — це довiльна некомутативна група i 𝛾, 𝛿, 𝛾𝛿 є рiзними

нетотожнiми автоморфiзмами групи (𝑄; ·, 𝑒). Тодi, згiдно Теореми 4.2,

трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) операцiй, визначених рiвностями

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝛾𝑥 · 𝑦 · 𝑧−1, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝛿𝑥 · 𝑦 · 𝑧−1, (4.27)

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝛾𝛿𝑥 · 𝑦 · 𝑧−1

є розв’язком рiвняння (3.36). Лема 1.3 означає, що трiйка

(𝜎1𝑓 1𝜏 ,
𝜎2𝑓 2𝜏 ,

𝜎3𝑓 3𝜏)

є розв’язком рiвняння (3.35). За теоремою 4.1 iснують лiво-унiверсально
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нейтральнi операцiї ℎ1, ℎ2, ℎ3 i бiєкцiї 𝛼, 𝛽 такi, що

𝜎1𝑓 1𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ1(𝛼𝑥, 𝑦, 𝛽
−1𝑧),

𝜎2𝑓 2𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ2(𝛽𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜎3𝑓 3𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ3(𝛼𝑥, 𝑦, 𝑧).

(4.28)

Якщо 𝑦 = 𝑧, другим та третiм рiвнянням є

𝜎2𝑓 2𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛽𝑥, 𝜎3𝑓 3𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝛼𝑥.

Застосовуючи допомiжне твердження цiєї теореми до останнiх рiвностей,

маємо

𝛼, 𝛽 ∈ {𝛾, 𝛾−1, 𝛿, 𝛿−1, 𝛾𝛿, 𝛿−1𝛾−1}.

Замiнимо 𝑧 на 𝛽𝑧 в першiй рiвностi (4.28), в результатi матимемо:

𝜎1𝑓 1𝜏(𝑥, 𝑦, 𝛽𝑧) = ℎ1(𝛼𝑥, 𝑦, 𝑧).

Якщо 𝑦 = 𝑧, тодi

𝜎1𝑓 1𝜏(𝑥, 𝑦, 𝛽𝑦) = 𝛼𝑥. (4.29)

Введемо позначення: 𝑡1𝜎1
:= 𝑥, 𝑡2𝜎1

:= 𝑦, 𝑡3𝜎1
:= 𝛽𝑦, 𝑡4𝜎1

:= 𝛼𝑥. Отже,

(4.29) можна записати у виглядi 𝜎1𝑓 1𝜏(𝑡1𝜎1
, 𝑡2𝜎1

, 𝑡3𝜎1
) = 𝑡4𝜎1

. Застосовуючи

означенння парастрофа, маємо 𝑓1𝜏(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡4. Але 𝑓1𝜏 є однiєю iз

операцiй 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, саме тому можемо застосувати спiввiдношення (4.27):

𝜃𝑡1 · 𝑡2 · 𝑡−1
3 = 𝑡4, тобто

𝜃𝑡1 · 𝑡2 = 𝑡4 · 𝑡3,

де 𝜃 ∈ {𝛾, 𝛿, 𝛾𝛿}.
Якщо 𝑥 має появу в 𝜃𝑡1, тодi ми покладемо 𝑥 = 0. В результатi

отримаємо одну з рiвностей 𝑦 = 𝛽𝑦 або 0 = 𝑦 · 𝛽𝑦. Перша рiвнiсть

неможлива, оскiльки автоморфiзми 𝛾, 𝛿, 𝛾𝛿 нетотожнi. Друга тотожнiсть

неможлива, оскiльки група не є комутативною. Якщо 𝑥 має появу в 𝜃𝑡1,

тодi при 𝑦 = 0 отримаємо тi самi суперечностi.

Таким чином, припущення не вiдповiдає дiйсностi, а отже, рiвняння

(3.35) i (3.36) не є парастрофно-первинно рiвносильними.



117

Теорема 4.5 доведена. 2

Отже, iснує точно чотири класи узагальнених квадратичних функцiй-

них рiвнянь довжини три на оборотних функцiях вiдносно парастрофно-

первинної рiвносильностi, а саме (3.35)–(3.38) є їх представниками, мно-

жини розв’язкiв яких знайденi в теоремах 4.1–4.4.

4.3. Функцiйнi рiвняння на унiверсальних лупах

Тернарна квазiгрупа є унiверсальною лупою тодi i тiльки тодi,

коли її операцiя є унiверсально нейтральною, тобто кожний елемент є

нейтральним. Iз означення унiверсально нейтральної операцiї випливає,

що кожна трiйка унiверсально нейтральних операцiй є розв’язком кожного

з функцiйних рiвнянь (3.35), (3.36), (3.37). Розв’язки рiвняння (3.38)

наведено в такiй теоремi.

Теорема 4.6 (Ф. М. Сохацький [88, c. 154]). Трiйка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)

тернарних унiверсально нейтральних операцiй, визначених на множинi

𝑄 є розв’язком функцiйного рiвняння (3.38):

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑢) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑢)

тодi i тiльки тодi, якщо 𝑓1 = 𝑓3 та iснує бiнарна комутативна середня

лупа (𝑄; ∘) така, що

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑢) = (𝑥 ∘ 𝑦) ℓ∘ 𝑢, (𝑎)

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥
𝑟∘ (𝑦 ∘ 𝑧), (𝑏)

(4.30)

4.4. Квадратичнi тотожностi довжини три

Функцiйне рiвняння є тотожнiстю в многовидi квазiгруп, якщо всi

його функцiйнi змiннi попарно парастрофнi. Наприклад,

𝐹 (𝜎𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥4) =
𝜏𝐹 (𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), (4.31)
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де 𝜎, 𝜏,∈ 𝑆4, є квадратичною тотожнiстю довжини 3. Ця тотожнiсть буде

iстинною в квазiгрупi (𝑄; 𝑓), якщо рiвнiсть

𝑓(𝜎𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥4) =
𝜏𝑓(𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) (4.32)

є iстинною для всiх 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 iз 𝑄. Ця рiвнiсть є тотожнiстю в

квазiгрупi (𝑄; 𝑓).

{1, 2} ∈
{︁
{2𝜎, 3𝜎}, {1𝜎, 4𝜎}

}︁
∩
{︁
{1𝜏, 2𝜏}, {3𝜏, 4𝜏}

}︁
. (4.33)

Теорема 4.7. 1. Нехай умова (4.33) є iстинною. Тодi (4.32) є

тотожнiстю в тернарнiй унiверсальнiй лупi (𝑄; 𝑓) тодi i тiльки тодi,

коли iснує комутативна середня лупа (𝑄; ∘, 0) така, що

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∘ 𝑦) ℓ∘ 𝑧; (4.34)

2. Нехай умова (4.33) є хибною. Тодi тотожнiсть (4.32) є iстинною в

тернарнiй унiверсальнiй лупi (𝑄; 𝑓) тодi i тiльки тодi, коли iснує група

(𝑄; +, 0) експоненти два така, що

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 + 𝑧. (4.35)

Зауважимо, що тотально-симетричнi групи є точно групами

експоненти два.

Доведення. Iстинiсть тотожностi (4.32) в унiверсальнiй лупi (𝑄; 𝑓)

означає, що трiйка (𝑓, 𝜎𝑓, 𝜏𝑓) є розв’язком функцiйного рiвняння

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑢) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑢)

Оскiльки кожний парастроф унiверсальної лупи є також унiверсальною

лупою, то згiдно теореми 4.6, це рiвносильно iснуванню бiнарної

комутативної середньої лупи (𝑄; ∘, 0) такої, що

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3,

𝜎𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
𝑟∘ (𝑥2 ∘ 𝑥3),

𝜏𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3.
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Цi рiвностi рiвносильнi рiвностям

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 = 𝑥4, (𝑎)

𝜎𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ 𝑥1
𝑟∘ (𝑥2 ∘ 𝑥3) = 𝑥4, (𝑏)

𝜏𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 = 𝑥4. (𝑐)

(4.36)

Замiнимо 𝑥𝑖 на 𝑥𝑖𝜎 в (4.36,𝑏) та 𝑥𝑖 на 𝑥𝑖𝜏 в (4.36,𝑐) для всiх 𝑖 = 1, 2, 3, 4, у

результатi отримуємо рiвносильнi рiвностi до 4.36 вiдповiдно:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 = 𝑥4,

𝜎𝑓(𝑥1𝜎, 𝑥2𝜎, 𝑥3𝜎) = 𝑥4𝜎 ⇔ 𝑥1𝜎
𝑟∘ (𝑥2𝜎 ∘ 𝑥3𝜎) = 𝑥4𝜎,

𝜏𝑓(𝑥1𝜏 , 𝑥2𝜏 , 𝑥3𝜏) = 𝑥4𝜏 ⇔ (𝑥1𝜏 ∘ 𝑥2𝜏)
ℓ∘ 𝑥3𝜏 = 𝑥4𝜏 .

Використовуючи означення парастрофiв тернарної оборотної операцiї

отримуємо

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 = 𝑥4, (𝑎)

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜎
𝑟∘ (𝑥2𝜎 ∘ 𝑥3𝜎) = 𝑥4𝜎, (𝑏)

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ (𝑥1𝜏 ∘ 𝑥2𝜏)
ℓ∘ 𝑥3𝜏 = 𝑥4𝜏 . (𝑐)

(4.37)

Застосувавши (4.37,𝑎) до (4.37,𝑏) i (4.37,𝑐):

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3,

(𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 = 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜎

𝑟∘ (𝑥2𝜎 ∘ 𝑥3𝜎) = 𝑥4𝜎,

(𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 = 𝑥4 ⇔ (𝑥1𝜏 ∘ 𝑥2𝜏)

ℓ∘ 𝑥3𝜏 = 𝑥4𝜏 .

За означенням ℓ- i 𝑟-парастрофiв бiнарної операцiї, такi спiввiдношення

рiвносильнi спiввiдношенням

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3, (𝑎)

𝑥1 ∘ 𝑥2 = 𝑥3 ∘ 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜎 ∘ 𝑥4𝜎 = 𝑥2𝜎 ∘ 𝑥3𝜎, (𝑏)

𝑥1 ∘ 𝑥2 = 𝑥3 ∘ 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜏 ∘ 𝑥2𝜏 = 𝑥3𝜏 ∘ 𝑥4𝜏 . (𝑐)

(4.38)

Отже, тотожнiсть (4.32) рiвносильна iснуванню комутативної середньої

лупи (𝑄; ∘, 0) такої, що виконується (4.38). Розглянемо пункти 1 i 2 цiєї

теореми.

1. Якщо рiвнiсть (4.33) iстина, то виконується одна iз систем рiвностей:

{1, 2} = {2𝜎, 3𝜎} i {3, 4} = {1𝜎, 4𝜎},
{1, 2} = {1𝜏, 2𝜏} i {3, 4} = {3𝜏, 4𝜏};
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{1, 2} = {1𝜎, 4𝜎} i {3, 4} = {2𝜎, 3𝜎},
{1, 2} = {1𝜏, 2𝜏} i {3, 4} = {3𝜏, 4𝜏};

{1, 2} = {2𝜎, 3𝜎} i {3, 4} = {1𝜎, 4𝜎},
{1, 2} = {3𝜏, 4𝜏} i {3, 4} = {1𝜏, 2𝜏};

{1, 2} = {1𝜎, 4𝜎} i {3, 4} = {2𝜎, 3𝜎},
{1, 2} = {3𝜏, 4𝜏} i {3, 4} = {1𝜏, 2𝜏};

тому iстинiсть (4.38,𝑏) i (4.38,𝑐) рiвносильна комутативностi операцiї (∘), а
тому тотожнiсть (4.32) рiвносильна iснуванню комутативної середньої лупи

(𝑄; ∘, 0), тобто пункт 1 доведено.
2. Нехай рiвнiсть (4.33) хибна i нехай iснує група (𝑄; +, 0) експоненти

два така, що (∘) = (+) i (4.35) виконується, тодi (4.38) можна записати

так:
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3,

𝑥1 + 𝑥2 = 𝑥3 + 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜎 + 𝑥4𝜎 = 𝑥2𝜎 + 𝑥3𝜎,

𝑥1 + 𝑥2 = 𝑥3 + 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜏 + 𝑥2𝜏 = 𝑥3𝜏 + 𝑥4𝜏 .

Цi спiввiдношення iстинi для всiх 𝜎, 𝜏 , оскiльки група (𝑄; +, 0) тотально-

симетрична. Отже, тотожнiсть (4.32) iстина в унiверсальнiй лупi (𝑄; 𝑓).

Навпаки, нехай тотожнiсть (4.32) iстинна в унiверсальнiй лупi (𝑄; 𝑓).

Отже, спiввiдношення (4.38) є iстинним для деякої комутативної середньої

лупи (𝑄; ∘, 0). Пiдставимо (𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 замiсць 𝑥4 в правих частинах

спiввiдношень (4.38,𝑏) i (4.38,𝑐). Залежно вiд 𝜏 та 𝜎, отримуємо вiсiм

можливих тотожностей:(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
∘ 𝑥4𝜎 = 𝑥2𝜎 ∘ 𝑥3𝜎, 𝑥1𝜎 ∘

(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
= 𝑥2𝜎 ∘ 𝑥3𝜎,

𝑥1𝜎 ∘ 𝑥4𝜎 =
(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
∘ 𝑥3𝜎, 𝑥1𝜎 ∘ 𝑥4𝜎 = 𝑥2𝜎 ∘

(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
,(︀

(𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3

)︀
∘ 𝑥2𝜏 = 𝑥3𝜏 ∘ 𝑥4𝜏 , 𝑥1𝜏 ∘

(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
= 𝑥3𝜏 ∘ 𝑥4𝜏 ,

𝑥1𝜏 ∘ 𝑥2𝜏 =
(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
∘ 𝑥4𝜏 , 𝑥1𝜏 ∘ 𝑥2𝜏 = 𝑥3𝜏 ∘

(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
.
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Оскiльки (4.33) є хибною, то принаймнi одне з них задовольняє умову

теореми 1.2. Отже, комутативна середня лупа (𝑄; ∘, 0) iзотопна деякiй

групi. Згiдно з твердженням 1.1, iснує група (𝑄;⊕, 0) експоненти два та

пiдстановка 𝛼 множини 𝑄 така, що 𝛼0 = 0 i 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼(𝑥) ⊕ 𝛼(𝑦). Отже,

𝑥
ℓ∘ 𝑦 = 𝛼−1

(︀
𝑥⊕ 𝛼(𝑦)

)︀
i тому

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∘ 𝑦) ℓ∘ 𝑧 = 𝛼−1
(︀
𝛼(𝑥)⊕ 𝛼(𝑦)⊕ 𝛼(𝑧)

)︀
= 𝑥+ 𝑦 + 𝑧,

де 𝑥 + 𝑦 := 𝛼−1(𝛼(𝑥) ⊕ 𝛼(𝑦)). З станньої рiвностi випливає, що 𝛼 є

iзоморфiзмом мiж лупою (𝑄; +, 0) та групою (𝑄;⊕, 0), тому (𝑄; +, 0) є

групою експоненти два i виконується (4.35). 2

4.5. Пiдмноговиди визначенi квадратичними тотожностями

довжини три

В многовидi всiх унiверсальних луп, який позначимо через U, розгля-

немо пiдмноговиди, якi визначенi квадратичними тотожностями довжини

три. Серед таких многовидiв є пiдмноговид многовида тернарних квазi-

груп Штейнера.

Теорема 4.8. В многовидi U всiх тернарних унiверсальних луп,

кожна квадратична тотожнiсть довжини три рiвносильна точно однiй

iз таких тотожностей:

𝑓(𝑧, 𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦)) = 𝑓(𝑧, 𝑢, 𝑢), (4.39)

𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑓(𝑦, 𝑢, 𝑧)) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), (4.40)

𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧, 𝑢) = 𝑓(𝑦, 𝑥, 𝑢), (4.41)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑦, 𝑧, 𝑢)) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑧), (4.42)

𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑦) = 𝑓(𝑧, 𝑢, 𝑥). (4.43)

Тотожнiсть (4.40) дослiджували в [34].

Теорема 4.9. В многовидi всiх тернарних унiверсальних луп U, то-

тожностi (4.39)-(4.43) визначають такi пiдмноговиди:
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1) тотожнiсть (4.39) визначає многовид U;

2) тотожнiсть (4.40) визначає многовид B булевих моткiв, тобто

клас всiх тернарних квазiгруп (𝑄; 𝑓) таких, що 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+ 𝑦 + 𝑧

для деякої булевої групи (𝑄; +);

3) тотожнiсть (4.41) визначає многовид A всiх тернарних квазiгруп

(𝑄; 𝑓) таких, що 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∘ 𝑦)
ℓ∘ 𝑧 для деякої комутативної

середньої лупи (𝑄; ∘);

4) тотожнiсть (4.42) визначає многовид (13)A всiх тернарних квазiгруп

(𝑄; 𝑓) таких, що 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑧 ∘ 𝑦)
ℓ∘ 𝑥 для деякої комутативної

середньої лупи (𝑄; ∘);

5) тотожнiсть (4.43) визначає многовид (23)A всiх тернарних квазiгруп

(𝑄; 𝑓) таких, що 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∘ 𝑧)
ℓ∘ 𝑦 для деякої комутативної

середньої лупи (𝑄; ∘).

Отриманi результати є частковою вiдповiддю на проблему О. Крапєжа

про розв’язки функцiйного рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑦.

Доведення. Слiдуючи загально прийнятим традицiям, чистi функцiйнi

рiвняння, в яких всi функцiйнi змiннi парастрофнi мiж собою,

називатимемо тотожностями в класi всiх квазiгруп. Згiдно теоремi 4.5

кожна тотожнiсть довжини три парастрофно-первинно рiвносильна точно

однiй iз таких тотожностей:

𝜎1𝐹 (𝑧, 𝑥, 𝜎2𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦)) = 𝜎3𝐹 (𝑧, 𝑢, 𝑢), (4.44)

𝜎4𝐹 (𝜎5𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝜎6𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑢), (4.45)

𝜎7𝐹 (𝜎8𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝜎9𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), (4.46)

𝜎10𝐹1(
𝜎11𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑢) =

𝜎12𝐹1(𝑦, 𝑧, 𝑢). (4.47)

Оскiльки кожний парастроф унiверсальної лупи є також унiверсальною

лупою, i кожна трiйка унiверсально нейтральних функцiй є розв’язком
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рiвнянь (4.44), (4.45), (4.46), то кожна тотожнiсть, яка парастрофно рiв-

носильна деякiй тотожностi форми (4.44), (4.45), (4.46) є iстинною в

унiверсальнiй лупi. Ось чому такi тотожностi рiвносильнi i кожна з них

визначає пiдмноговид U всiх тернарних унiверсальних луп в U. Одна з цих

тотожностей є (4.39) i тому пункт 1) теореми 4.9 доведено. Залишилось

проаналiзувати тотожностi форми (4.47).

Для зручностi перепозначимо змiннi: 𝐹 := 𝜎10𝐹1. Застосуємо до обох

частин 𝜎−1
10 :

𝜎−1
10𝐹 := 𝜎−1

10(𝜎10𝐹1)
(1.12)
= 𝜎−1

10𝜎10𝐹1 = 𝐹1.

Покладемо 𝜎 := 𝜎−1
10 𝜎11, 𝜏 := 𝜎−1

10 𝜎12, тодi

𝜎11𝐹1 =
𝜎−1
10(𝜎11𝐹 )

(1.12)
= 𝜎−1

10𝜎11𝐹 = 𝜎𝐹 ;

𝜎12𝐹1 =
𝜎−1
10(𝜎12𝐹 )

(1.12)
= 𝜎−1

10𝜎12𝐹 = 𝜏𝐹 .

Тому рiвняння (4.47) запишеться у виглядi

𝐹 (𝜎𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑢) = 𝜏𝐹 (𝑦, 𝑧, 𝑢). (4.48)

Отже, дане рiвняння збiгається з (4.32).

Нехай A позначає многовид унiверсальних луп (𝑄; 𝑓), визначених

тотожнiстю (4.48) i нехай (4.33) хибне. Тодi згiдно пункту 2 теореми 4.7

iснує лише один многовид, а саме многовид всiх булевих моткiв. Отже, всi

такi тотожностi рiвносильнi i (4.40) є однiєю з них. Таким чином, пункт 2

теореми 4.9 також доведений.

Нехай (4.33) є iстиною. Вiдповiдно до теореми 4.5 цi тотожностi пара-

строфно еквiвалентнi тотожностi (4.35). Пригадаємо, що для парастрофної

орбiти та групи парастрофних симетрiй A спiввiдношення

Po(A) :=
{︀
𝜎A | 𝜎 ∈ 𝑆4

}︀
, Ps(A) :=

{︀
𝜎 ∈ 𝑆4 | 𝜎A = A

}︀
,

|Po(A)| · |Ps(A)| = 24

(4.49)

є iстинними. Щоб визначити всi многовиди, якi парастрофнi многовиду A,

доведемо таку лему.
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Лема 4.2. Група парастрофних симетрiй многовиду A є двогранною

пiдгрупою групи 𝑆4, а саме

Ps(A) = 𝐷4 :=
{︀
𝜄, (12), (34), (12)(34), (13)(24), (1324), (14)(23), (1423)

}︀
.

𝐷4 є пiдгрупою групи парастрофних симетрiй Ps(𝑓) довiльної

унiверсальної лупи (𝑄; 𝑓) з A.

Доведення. Нехай 𝜈 — будь-який елемент групи парастрофних симет-

рiй Ps(A), тобто 𝜈A = A. За теоремою 4.7, для довiльної комутативної

середньої лупи (𝑄; ∘) 𝜈-парастроф лупи (𝑄; 𝑓), визначений (4.34) належить

многовиду A. Отже, iснує комутативна середня лупа (𝑄; *) така, що

𝜈𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 * 𝑥2)
ℓ* 𝑥3 (4.50)

для всiх 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑄. Iншими словами,

𝜈𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ (𝑥1 * 𝑥2)
ℓ* 𝑥3 = 𝑥4.

Замiнимо 𝑥𝑖 на 𝑥𝑖𝜈 для всiх 𝑖 = 1, 2, 3, 4:

𝜈𝑓(𝑥1𝜈, 𝑥2𝜈, 𝑥3𝜈) = 𝑥4𝜈 ⇔ (𝑥1𝜈 * 𝑥2𝜈)
ℓ* 𝑥3𝜈 = 𝑥4𝜈.

Використовуючи означення парастрофа тернарних бiнарних квазiгруп та

ℓ-парастрофа бiнарної квазiгрупи, отримуємо

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜈 * 𝑥2𝜈 = 𝑥3𝜈 * 𝑥4𝜈.

Застосовуючи (4.34), маємо

(𝑥1 ∘ 𝑥2)
ℓ∘ 𝑥3 = 𝑥4 ⇔ 𝑥1𝜈 * 𝑥2𝜈 = 𝑥3𝜈 * 𝑥4𝜈. (4.51)

Пiдставимо (𝑥1 ∘𝑥2)
ℓ∘𝑥3 для 𝑥4 в правiй частинi спiввiдношення. Оскiльки

4 ∈ {1𝜈, 2𝜈, 3𝜈, 4𝜈}, то розглянемо чотири випадки.

Нехай 4 = 1𝜈, тодi отримаємо тотожнiсть(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
* 𝑥2𝜈 = 𝑥3𝜈 * 𝑥4𝜈. (4.52)

Якщо {1, 2} ≠ {3𝜈, 4𝜈}, тодi за теоремою 1.2 лупа (𝑄; ∘) iзотопна групi.

Це суперечить припущенню. Отже, {1, 2} = {3𝜈, 4𝜈} i 2𝜈 = 3 i тому для 𝜈
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можливi два значення:⎛⎝1 2 3 4

4 3 1 2

⎞⎠ =
(︁
1423

)︁
та

⎛⎝1 2 3 4

4 3 2 1

⎞⎠ =
(︁
14
)︁(︁

23
)︁
. (4.53)

В обох випадках тотожнiсть (4.52) рiвносильна

((𝑥 ∘ 𝑦) ℓ∘ 𝑧) * 𝑧 = 𝑥 * 𝑦, (4.54)

тобто

(𝑥 * 𝑦) ℓ* 𝑧 = (𝑥 ∘ 𝑦) ℓ∘ 𝑧,

що означає 𝜈𝑓 = 𝑓 . За Теоремою 4.7, це справедливо для всiх унiверсальних

луп (𝑄; 𝑓) з A, тодi бiєкцiї (4.53) належать до Ps(A) i Ps(𝑓).

Нехай 2𝜈 = 4, тодi (4.51) рiвносильна тотожностi

𝑥1𝜈 *
(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
= 𝑥3𝜈 * 𝑥4𝜈. (4.55)

Теорема 1.2 означає {1, 2} = {3𝜈, 4𝜈} i 1𝜈 = 3. Звiдси, 𝜈 має два значення:⎛⎝1 2 3 4

3 4 1 2

⎞⎠ =
(︁
13
)︁(︁

24
)︁
,

⎛⎝1 2 3 4

3 4 2 1

⎞⎠ =
(︁
1324

)︁
. (4.56)

В обох випадках тотожнiсть (4.55) еквiвалентна тотожностi (4.54) i тому

перестановки (4.56) належать Ps(A) i Ps(𝑓).

Нехай 3𝜈 = 4, тодi отримаємо

𝑥1𝜈 * 𝑥2𝜈 =
(︀
(𝑥1 ∘ 𝑥2)

ℓ∘ 𝑥3
)︀
* 𝑥4𝜈. (4.57)

Теорема 1.2 означає рiвнiсть {1𝜈, 2𝜈} = {1, 2}. Отже, є два значення для

𝜈: ⎛⎝1 2 3 4

1 2 4 3

⎞⎠ =
(︁
34
)︁
,

⎛⎝1 2 3 4

2 1 4 3

⎞⎠ =
(︁
12
)︁(︁

34
)︁
.

В обох випадках (4.57) означає (4.54). Отже, цi пiдстановки належать

Ps(A). Якщо {4𝜈} = 4, то пiдстановки 𝜄 та (12) належать Ps(A).

Оскiльки ми розглянули всi можливi випадки, то Ps(A) = 𝐷4. 2
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За Лемою 4.2, 𝜈𝑓 = 𝑓 для всiх 𝜈 ∈ 𝐷4, тодi рiвнiсть

𝑆4 = 𝐷4 ∪ (13)𝐷4 ∪ (23)𝐷4 (4.58)

означає, що достатньо розглянути (4.48) коли 𝜎, 𝜏 ∈ {𝜄, (13), (23)},
тобто слiд розглянути 9 тотожностей. Але формула (4.33) iстинна

тлише у випадку, коли 𝜎 = (13) i 𝜏 = 𝜄. Тому iснує точно один

многовид з точнiстю до парастрофної рiвносильностi, який визначається

квадратичними тотожностями довжини три, що задовольняють умову

(4.33) i одна iз цих тотожностей є

𝑓((13)𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥4) =
𝜄𝑓(𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Отримуємо її з (4.62), поклавши 𝜎 = (13) i 𝜏 = 𝜄. За означенням

парастрофiї тернарних операцiй (1.3.):

𝑓(𝑓(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1), 𝑥1, 𝑥4) = 𝑓(𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). (4.59)

Замiнивши цi змiннi, отримаємо

𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧, 𝑢) = 𝑓(𝑦, 𝑥, 𝑢). (4.60)

Дана формула визначає многовид A. Отже, пункт 3 доведено.

Оскiльки Ps(A) = 𝐷4, то Po(A) складається з |𝑆4|/|𝐷4| = 24/8 = 3

многовидiв. З рiностi (4.58) випливає, що

Po(A) =
{︁
A, (13)A, (23)A

}︁
.

Щоб знайти тотожностi, якi визначають многовиди (13)A i (23)A, згiдно

теореми(1.1) достатньо замiнити 𝑓 на (13)𝑓 та 𝑓 на (23)𝑓 в (4.59):

(13)𝑓((13)𝑓(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1), 𝑥1, 𝑥4) =
(13)𝑓(𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),

(23)𝑓((23)𝑓(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1), 𝑥1, 𝑥4) =
(23)𝑓(𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

За означенням парастрофiї тернарних квазiгруп (1.3.), цi тотожностi

рiвносильнi тотожностям

𝑓(𝑥4, 𝑥1, 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) = 𝑓(𝑥4, 𝑥3, 𝑥2),
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𝑓(𝑓(𝑥3, 𝑥1, 𝑥2), 𝑥4, 𝑥1) = 𝑓(𝑥2, 𝑥4, 𝑥3).

Замiнивши змiннi, отримуємо

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑦, 𝑧, 𝑢)) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑧),

𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑦) = 𝑓(𝑧, 𝑢, 𝑥).

Отже, пункти 4 i 5 теореми 4.8 доведенi. А тому теореми 4.8 та 4.9 доведено.

Теорема 4.10. Кожне тернарне квазiгрупове рiвняння парастрофно-

первинно рiвносильне точно одному з рiвнянь:

𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥, (𝑖) 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥. (𝑖𝑖) (4.61)

Тотожнiсть (𝑖) не є квадратичною, тому всi квадратичнi тотожностi

належать до класу (𝑖𝑖) i їх можна записати таким чином

𝜎𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, 𝜎 ∈ 𝑆4.

Легко переконатися в справедливостi такого наслiдку.

Наслiдок 4.1. Кожна тернарна квазiгрупова квадратична

тотожнiсть довжини один є парастрофно-первинно рiносильна

принаймнi однiй iз

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥. (4.62)

Для функцiйних рiвнянь довжини три доведено таку теорему в [86].

Теорема 4.11. Кожне тернарне квазiгрупове рiвняння парастрофно-

первинно рiвносильне точно одному з рiвнянь:

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), (4.63)

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), (4.64)

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), (4.65)

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑦), (4.66)

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), (4.67)

𝐹1(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑦, 𝑧, 𝑧), (4.68)

𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧). (4.69)
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Отже, квадратичнi тотожностi довжини два належать класу (2.12) або

(2.13). Тому таке твердження є iстинним

Наслiдок 4.2. Кожна тернарна квазiгрупова квадратична

тотожнiсть довжини два є парастрофно-первинно рiвносильною

принаймнi однiй iз

𝜏𝐹 (𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑧, 𝑧), (4.70)

𝜎𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), (4.71)

де 𝜏 , 𝜎 ∈ 𝑆4.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi вивчаються квадратичнi тернарнi квазiгруповi

нетривiальнi функцiйнi рiвняння i тотожностi довжини три. Основнi

результати роздiлу:

1) встановлено, що з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує чотири квадратичних тернарних квазiгрупових нетривiальних

функцiйних рiвнянь довжини три i знайдено їх перелiк;

2) знайдено множину всiх розв’язкiв кожного з наведених рiвнянь на

довiльному носiєвi;

3) знайдено також множину всiх розв’язкiв кожного з наведених рiвнянь

на довiльному носiєвi в класi унiверсальних луп;

4) описано квадратичнi квазiгруповi тотожностi з точнiстю до рiвносиль-

ностi в класi унiверсальних луп;

5) в класi унiверсальних луп описано квазiгруповi многовиди, якi

визначаються квадратичними тотожносями.

Результати цього роздiлу опублiкованi у [87], [88], [99], [100] i [101].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота має теоретичний характер i присвячена

дослiдженню тернарних квазiгрупових нетривiальних функцiйних рiв-

нянь малих довжин.

Знайдено описання тернарних квазiгрупових нетривiальних функцiй-

них рiвнянь довжини один та довжини два, побудовано приклади квазi-

груп, якi розрiзняють отриманi функцiйнi рiвняння.

Мiнiмiзовано узагальненi тернарнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння

довжини три з використанням методу класифiкацiї рiвнянь з точнiстю

до парастрофно-первинної рiвносильностi. Як результат, встановлено,

що кожне узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння дов-

жини три парастрофно-первинно рiвносильне принаймнi одному iз

перерахованих 38 рiвнянь, причому подано розподiл цих рiвнянь за

предметними типами. А саме, рiвнянь предметного типу

� (8,0,0,0) iснує 1 рiвняння;

� (6,2,0,0) iснує 4 рiвняння;

� (5,3,0,0) iснує 5 рiвнянь;

� (4,4,0,0) iснує 4 рiвняння;

� (4,2,2,0) iснує 10 рiвнянь;

� (3,3,2,0) iснує 10 рiвнянь;

� (2,2,2,2) iснує 4 рiвняння.

Для предметного типу (5, 3, 0, 0) описано розв’язки нетривiальних рiв-

нянь, компоненти яких є лiнiйними вiдносно однiєї й тiєї ж довiльної

комутативної групи.

У роботi вивчаються квадратичнi тернарнi квазiгруповi нетривiальнi

функцiйнi рiвняння i тотожностi довжини три. Встановлено, що
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з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує чотири

квадратичних тернарних квазiгрупових нетривiальних функцiйних рiв-

нянь довжини три та виписано їх перелiк; знайдено множину всiх

розв’язкiв кожного з наведених рiвнянь на довiльному носiєвi в класi

тернарних казiгруп; знайдено множину всiх розв’язкiв кожного з наведених

рiвнянь на довiльному носiєвi в класi унiверсальних луп; дослiджено

квадратичнi квазiгруповi тотожностi з точнiстю до рiвносильностi в класi

унiверсальних луп; описано квазiгруповi многовиди, що визначаються

цими квадратичними тотожностями в класi унiверсальних луп, якi виз-

начають п’ять пiдмноговидiв, що розподiленнi по трьох пучках, причому

один з них є многовидом тернарних квазiгруп Штейнера.



131

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ
1. Абрамян Л. Р. Tернарныe сверхтождествa ассоциативности // Уч.

записки ЕГУ, сер. Физика и Математика, 2003. — № 3. — C. 36–44.
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