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Вчений секретар

спеціалізованої вченої ради 
Р. І. Дмитришин
ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. Розвиток різних галузей наук, а особливо комп’ютерних, спричинює вивчення багатомісних функцій. До того ж, як функцій визначених на скінченних множинах, так і функцій визначених на нескінченних множинах. Інакше кажучи, створення загальної теорії багатомісних функцій. Під 
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-місною або 
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-арною функцією ми розуміємо однозначне співставлення вибіркам 
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 елементів довільно вибраної множини 
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 деякого елемента цієї ж множини, 
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 називаємо носієм, а число 
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 арністю функції. Функція називається операцією, якщо кожна вибірка має образ. Проте в даній праці терміни функція і операція вважаються синонімами.

Як і серед одномісних функцій, серед багатомісних функцій чільне місце займають оборотні функції. Проте оборотність в багатомісному випадку визначається у різний спосіб. Ми під оборотністю розуміємо оборотність по кожній змінній: багатомісну функцію називаємо оборотною, якщо для довільної змінної довільна фіксація всіх інших змінних визначає одномісну оборотну функцію, тобто підстановку носія. Серед неперервних функцій дійсної змінної – це в точності функції, які монотонні по кожній змінній. В алгебрі пара, яка складається з носія та оборотної 
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-арної операції називається квазігрупою арності 
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.

Багатомісну функцію можна утворити з функцій меншої арності за допомогою їх послідовного виконання, тобто композиції. Одне з питань, яке постає при композиції – це знаходження умов, за яких дві композиції визначають одну й ту ж функцію. Прирівнявши ці композиції, ми отримуємо функційне рівняння.

У багатьох дослідженнях виникає обернена задача – коли багатомісну функцію можна подати у вигляді композицій інших функцій, які “кращі” в певному розумінні: чи то мають меншу арність, чи краще визначені, чи мають кращі властивості. І в цьому випадку також постає питання: коли два розклади однакові? І знову ми приходимо до функційного рівняння.

Наприклад, в книзі
 знайдено всі розв’язки функційного рівняння загальної асоціативності на множині багатомісних квазігруп, а потім за допомогою отриманого результату доведено ізотопність відповідних компонент повних розкладів довільної багатомісної оборотної функції за допомогою безповторних композицій. У дисертації
 також за допомогою попереднього розв’язання функційного рівняння загальної асоціативності узагальнено цей результат для функцій, які сильно залежать від усіх своїх змінних і удосконалено його, довівши, що повні розклади такої функції майже однакові.

Розвиваючи даний напрямок дослідження, низка авторів вивчали розв’язки більш загальних функційних рівнянь. Першим узагальненням були врівноважені функційні рівняння, тобто рівняння, які є рівністю безповторних термів довільної довжини. Сюди можна віднести праці Бiлоусова В.Д., Бiлявської Г. Б., Крапєжа О., Мальцева А.I., Мендельсона Н.С., Сада А., Сирбу П., Сохацького Ф.М., Стояковича З., Табарова А.Х, Штейна С.К. та iнших.

Класи універсальних алгебр, які мають найкращий інструментарій для їх вивчення, є многовиди, тобто класи алгебр, які замкнені стосовно прямих добутків, гомоморфізмів та підалгебр. Згідно теореми Біркгофа
, це в точності універсальні алгебри, які визначаються тотожностями. При цьому тотожністю називають рівність двох термів, які побудовані з предметних змінних та символів операцій. Кажуть, що алгебра належить даному класу, якщо при підстановці замість символів операцій даної алгебри ми отримуємо рівність, яка виконується при довільних значеннях предметних змінних. Отже, символи операцій є функційними змінними, а тотожність означає, що на кожному носієві даного класу алгебр ліва і права частини тотожності є розкладами деякої багатомісної операції. Тому тотожності також можна трактувати як функційні рівняння. А розв’язком функційного рівняння є многовид відповідних алгебр.

Якщо ми маємо оборотну функцію 
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 на носієві 
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, то надаючи значення всім 
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 змінним, крім 
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 однозначно визначає значення змінної 
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. Цим самим визначена операція 
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, яку називають 
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-тим діленням операції 
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. Тоді оборотність операції 
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 визначається певними тотожностями в алгебрі 
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. Ці тотожності називають первинними. Оскільки вони виконуються для довільних оборотних операцій, то вони називаються гіпертотожностями. Якщо в кожному діленні здійснювати перестановку змінних, то отримаємо всього 
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 оборотних операцій, які називають парастрофами операції 
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 і кожний з них 
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 визначається певною перестановкою 
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 множини 
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. Клас алгебр, які є 
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-парастрофами квазігруп даного класу, називається 
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-парастрофом даного класу квазігруп. Симетрична квазігрупа 
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 діє на множині 
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-арних оборотних операцій довільного носія і на довільній множині парастрофних між собою класів квазігруп. Парастроф многовида квазігруп також є многовидам квазігруп. Основи парастрофної симетрії квазігруп і класів квазігруп закладені Ф. Сохацьким
.

Якщо тотожності визначають один і той самий многовид квазігруп, то вони називаються рівносильними, а якщо парастрофні многовиди, то парастрофно рівносильними. Якщо ж одну тотожність чи функційне рівняння можна отримати з іншої тотожності чи функційного рівняння за допомогою первинних гіпертотожностей чи переіменувань предметних або функційних змінних, то такі тотожності чи функційні рівняння називають парастрофно первинно рівносильними. Довільні парастрофно первинно рівносильні тотожності є парастрофно рівносильними, але навпаки це не так.

Останнім часом тернарні квазігрупи знаходять своє застосування в різних галузях математики: геометрії
; теорії вузлів
; криптографії
 та інших галузях науки. Тому дослідження функційних рівнянь на тернарних квазігрупах є однією із важливих задач. Їх дослідження на бінарних квазігрупах проводилось в багатьох працях. Зокрема, опис функційних рівнянь з точністю до парастрофно-первинної рівносильності на квазігрупах. Класифікація функційних рівнянь малої функційної довжини на бінарних квазігрупах здійснено в працях В. Білоусова, С. Крапежа, С. Крістіча, Я.Дуплака, Ф.Сохацького, Р.Коваль, Г.Крайнічук, Ю.Мовсисяна.

Мета і завдання дослідження. Метою дисертаційного дослідження є вивчення тернарних квазігрупових функційних рівнянь малої довжини та класифікація відповідних многовидів квазігруп.

Задачі дослідження:  

· класифікувати або мінімізувати узагальнені функцiйні рiвняння малої функцiйної довжини з точністю до парастрофно-первинної рівносильності; 
· розв’язати представники функційних рівнянь з різних класів; 

· класифікувати узагальнені квадратичні тотожності довжини три в класі універсальних луп з точністю до рівносильності та парастрофної рівносильності та описати відповідні многовиди. 

Об’єктом дослідження є квазігрупові функційні рівняння та їх розв’язки, тернарні тотожності на квазігрупах, універсальні лупи та тернарні квазігрупи.

Предметом дослідження є відношення між квазігруповими функційними рівняннями та тотожностями, а також між многовидами, які вони визначають. А саме, відношення рівносильності та парастрофної рівносильності на тотожностях, відношення парастрофно-первинної рівносильності на квазігрупових функційних рівняннях та відношення парастрофності на многовидах квазігруп.

Методи дослідження. У дисертації використовуються методи дослідження багатомісних квазігруп, методи дослідження функційних рівнянь, загальні методи алгебри і комбінаторні методи.

Наукова новизна отриманих результатів. Результати, які представлені в дисертації, отримані автором самостійно, вони є новими і суть їх така:  
· класифіковано нетривіальні узагальнені функційні рівняння довжин один та два з точністю до парастрофно-первинної рівносильності на тернарних квазігрупах, знайдено представники різних класів і розв’язки кожного з них; 

· доведено, що кожне узагальнене функцiйне рiвняння довжини три на тернарних квазiгрупах парастрофно-первинно рівносильне принаймні одному із наведених 38 рiвнянь; 

· виписано усі лінійні та лінійно-ідемпотентні розв’язки рівнянь із отриманих 5 класів розбиття предметного типу (5,3,0,0) функційної довжини три на множині тернарних квазігрупових операцій; 

· класифіковано нетривіальні узагальнені квадратичні функційні рівняння довжини три з точністю до парастрофно-первинної рівносильності на тернарних квазігрупах, знайдено представники різних класів і розв’язки кожного з них; 

· класифіковано квадратичні тотожності довжини три в класі універсальних луп з точністю до рівносильності та парастрофної рівносильності, а також описано відповідні многовиди. 

Практичне значення отриманих результатів. Отримані результати мають теоретичний характер і є певним внеском у теорію неасоціативних структур, скінченних тримісних оборотних функцій, дослідженні функційних рівнянь в алгебрі. Здійснена в дисертаційній роботі класифікація має особливе значення не лише з точки зору математики, але і дає можливість використання її в природничих та технічних науках. Так деякі з представлених результатів дисертації вже взяті для подальшого дослідження, зокрема Александаром Крапєжом
.
Особистий внесок здобувача. Дисертація є самостійно завершеною науковою роботою, в якій висвітлені власні ідеї і розробки, що дозволили вирішити поставлені завдання. У роботу включені лише результати, які належать автору. У спільних із науковим керівником працях Ф.М. Сохацькому належать твердження 6 із [1], теорема 4 із [4] та теорема 7 із [5]. У статті [1] Крайнічук Г.В. належать твердження 5 із [1]; у роботі [2] – ідея побудови доведення леми 1 та структурна логіка побудови доведення теореми 1.
Апробація результатів дисертації. Результати дисертаційної роботи доповідалися і обговорювалися на таких конференціях і семінарах: 
1. Конференцiя молодих учених «Пiдстригачiвськi читання – 2017» (м. Львів, Україна, 23–25 травня 2017 р.). 
2. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, присвячена 100–рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митропольського.(м. Київ, Україна, 7–10 червня 2017 р.).
3. Міжнародна конференція з математики, інформатики та інформаційних технологій, присвячена відомому вченому Валентину Білоусову (м. Бєльці, Республіка Молдова, 19-21 квітня 2018 р.). 
4. ХІІ Міжнародна алгебраїчна конференція в Україні, присвячена 215–річчю В. Буняковського (м. Вінниця, Україна, 02–06 липня 2019 р.). 
5. Міжнародна математична конференція, присвячена 60–річчю кафедри алгебри та математичної логіки Київського національного університету імені Тараса Шевченка (м. Київ, Україна, 14–17 липня 2020 р.). 
6. Міжкафедральний науковий семінар факультету програмування та комп’ютерних і телекомунікаційних систем Хмельницького національного університету Міністерства освіти і науки України (м. Хмельницький, 2021 р., керiвник – доктор фiзико-математичних наук, проф. Бедратюка Л. П.). 
7. Міжкафедральний науковий семінар кафедр алгебри та геометрії, математичного і функціонального аналізу, диференціальних рівнянь і прикладної математики ДВНЗ «Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника» (м. Івано-Франківськ, 2021 р., керiвник – доктор фiзико-математичних наук, проф. Загороднюк А. В.).


Публікації. Результати дисертаційної роботи опубліковано у 12 наукових працях, з них 5 – у фахових виданнях із переліку, затвердженого Міністерством освіти і науки України [1]–[5], серед яких 1 – у науковому фаховому виданні, яке включене до міжнародної наукометричної бази даних “Scopus” та "Web of Science"[4], 5 – у матеріалах міжнародних наукових конференцій [7], [9]–[12], 2 – у матеріалах наукових конференцій молодих учених України [6], [8].

Обсяг і структура дисертації Дисертація складається з переліку умовних позначень, вступу, чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел, що містить 108 найменувань, і додатків. Повний обсяг роботи – 145 сторінок.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ 
Дисертаційна робота розпочинається зі вступу. У ньому обґрунтовано актуальність вибраної теми, визначено мету, завдання та методи дослідження. Виділено наукову новизну і значення отриманих результатів. Надано відомості про публікації та особистий внесок автора. Описано апробацію результатів дисертації.

У першому розділі здійснений огляд літератури та результатів за тематикою дослідження, описано методи дослідження, наведено основні означення та твердження з теорії тернарних квазігруп, теорії функційних рівнянь та тотожностей.

Пригадаємо, що тернарна операція 
[image: image29.wmf]f

 – оборотна, якщо виконуються рівності 
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Якщо операція 
[image: image36.wmf]f

 оборотна, то алгебру 
[image: image37.wmf](14)(24)(34)
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 (коротко, 
[image: image38.wmf](;)
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) називають тернарною квазігрупою
.
Існує 24 операції для кожної тернарної оборотної операції, які визначають співвідношенням 
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називають парастрофами тернарної квазігрупи, а операцію 
[image: image40.wmf]f

s

 називають 
[image: image41.wmf]парастрофом

s

-

 операції 
[image: image42.wmf]f

. Деякі з них можуть збігатися.

Квазігрупа називається тотально симетричною за умови, що всі її парастрофи збігаються. Оскільки парастрофи квазігрупи задовольняють рівності 
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(1)

 то симетрична група 
[image: image47.wmf]4

S

 визначає дію на множині 
[image: image48.wmf]3

D

 всіх тернарних оборотних операцій, визначених на тому ж носії. Введемо такі позначення:  

• 
[image: image49.wmf]()

Pof

 – орбіта операції 
[image: image50.wmf]f

, яка називається парастрофною орбітою операції 
[image: image51.wmf]f

; 

• 
[image: image52.wmf]()
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 – стабілізатор операції 
[image: image53.wmf]f

, який називається групою парастрофних симетрій операції 
[image: image54.wmf]f

.
 З теореми про дію групи на множині випливає таке твердження.

Лема 1.1. Мають місце такі твердження:  


• парастрофні орбіти оборотних операцій утворюють розбиття множини 
[image: image55.wmf]3

D

 всіх оборотних операцій множини 
[image: image56.wmf]Q

; 

• парастрофні симетрії утворюють групу, яка є підгрупою симетричної групи четвертої степені, тобто 
[image: image57.wmf]4
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• 
[image: image58.wmf]1
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• |Ps(𝑓)|∙|Po(𝑓)|=24.. 

Зокрема, з цього факту випливає, що кількість різних парастрофів оборотної операції є множником 24. Точніше, ця кількість рівна 
[image: image59.wmf]24/|()|
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, де 
[image: image60.wmf]()
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 позначає стабілізатор групи 
[image: image61.wmf]f

 під цією дією, яку називають групою парастрофних симетрій операції 
[image: image62.wmf]f

. Отже, тотально симетрична квазігрупа – це квазігрупа, група парастрофних симетрій якої є 
[image: image63.wmf]4

S

. Якщо група парастрофних симетрій тернарної квазігрупи тривіальна, то квазігрупа має 24 різних парастрофи і її називають асиметричною.

У другому розділі досліджуються з точністю до парастрофно-первинної рівносильності узагальнені нетривіальні тернарні квазігрупові функційні рівняння довжини один та два, тобто з однією та двома функційними змінними. Наводиться розв’язання представників різних класів функційних рівнянь довжини два.

Основний результат підрозділу 2.1 розкриває така теорема.
Теорема 2.1.  Кожне узагальнене тернарне квазігрупове нетривіальне функційне рівняння довжини один парастрофно-первинно рівносильне точно одному з таких рівнянь: 
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Завданням підрозділу 2.2 є повна класифікація з точнiстю до парастрофно-первинної рівносильності тернарних квазігрупових рiвнянь функційної довжини два.

Теорема 2.2.  З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує точно 7 узагальнених тернарних квазігрупових функційних рiвнянь функцiйної довжини 2, якi розділені за предметними типами:  
•   предметний тип 
[image: image65.wmf](6,0,0)

 – це рiвняння: 
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•   предметний тип 
[image: image67.wmf](4,2,0)

 – це рiвняння: 
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•   предметний тип 
[image: image70.wmf](3,3,0)

 – це рiвняння: 
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•   предметний тип 
[image: image73.wmf](2,2,2)

 – це рiвняння: 
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              (5)

Розв’язання функційних рівнянь довжини два: (2), (3), (4), (5) дано на множині лінійних тернарних квазігруп у твердженнях 2.2, 2.3, 2.5, 2.8.

Нехай 
[image: image76.wmf]h

 – довільна операція, тоді перетворення 
[image: image77.wmf]h

d

, яке визначене рівністю 
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називається головною діагоналлю операції 
[image: image79.wmf]h

.

Твердження 2.2. Пара оборотних функцій 
[image: image80.wmf](,)

fg

 є розв’язком узагальненого функційного рівняння (2) тоді і тільки тоді, коли їх головні діагоналі однакові.

Тернарну функцію 
[image: image81.wmf]f

 назвемо ліво-, середньо- та право- нейтральною операцією, якщо вона задовольняє відповідну тотожність:
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Твердження 2.3.  Пара оборотних функцій 
[image: image85.wmf]12
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 визначених на носії 
[image: image86.wmf]Q

 є розв’язком узагальненого функційного рівняння (3) тоді і тільки тоді, коли існують ліво-нейтральна функція 
[image: image87.wmf]h

 та перестановка 
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 множини 
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 такі, що 
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Якщо в квазiгрупi 
[image: image91.wmf]()
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f

 виконуються всi три тотожностi, то квазiгрупа називається унiверсальною лупою.

Тернарну функцію 
[image: image92.wmf]f

 визначену на множині 
[image: image93.wmf]Q

 називають уніпотентною, якщо існує елемент 
[image: image94.wmf]aQ
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 такий, що для всіх 
[image: image95.wmf]xQ
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 виконується рівність 
[image: image96.wmf](,,)=

fxxxa

.

Твердження 2.5. Пара тернарних оборотних функцій є розв’язком узагальненого функціонального рівняння (4) тоді і лише тоді, коли ці функції є уніпотентними і елемент уніпотентності є загальним.
Твердження 2.8. Пара функцій є розв’язком функційного рівняння (5) тоді і лише тоді, коли ці функції збігаються.
У розділі 3 встановлено мінімізацію узагальнених нетривіальних тернарних квазігрупових функційних рівнянь довжини три. Як результат мінімізації таких рівнянь є теорема 3.1.

Теорема 3.1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує не більше, як 38 нетривіальних узагальнених тернарних квазігрупових функційних рiвнянь функцiйної довжини 3, якi розділені за всіма можливими предметними типами:   
предметний тип 
[image: image97.wmf](8,0,0,0)

 – це рiвняння: 
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предметний тип 
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 – це рiвняння: 
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предметний тип 
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 – це рiвняння: 
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предметний тип 
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 – це рiвняння: 
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предметний тип 
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 – це рiвняння: 
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предметний тип 
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 – це рiвняння: 
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предметний тип 
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 – це рiвняння: 
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Нехай 
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 – довільна група, на якій визначені три операції такими рівностями: 
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де 
[image: image144.wmf]i

a

, 
[image: image145.wmf]i

b

, 
[image: image146.wmf]i

g

 є автоморфізмами групи 
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, вільний елемент 
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Теорема 3.5. Трійка операцій 
[image: image150.wmf]123
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 визначених рівностями (15) є розв’язком рівняння

 (6) тоді і тільки тоді, коли 
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 (7) тоді і тільки тоді, коли 
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 (8) тоді і тільки тоді, коли 
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 (9) тоді і тільки тоді, коли 
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   (10) тоді і тільки тоді, коли 
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Нехай трійка лінійних ідемпотентних функцій 
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 визначена над комутативною групою 
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 де 
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 є автоморфізмами комутативної групи 
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Наслідок 3.1. Трійка 
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 оборотних лінійних ідемпотентних функцій, які визначені над комутативною групою 
[image: image165.wmf](;;0)
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 рівністю (16) є розв’язком рівняння.  

• (6) тоді і тільки тоді, коли 
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• (7) тоді і тільки тоді, коли 
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• (8) тоді і тільки тоді, коли 
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• (9) тоді і тільки тоді, коли 
[image: image169.wmf]31213

=

baaiaa

+--

; 

• (10) тоді і тільки тоді, коли 
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Теорема 3.6. Функційне рівняння (6) парастрофно-первинно нерівносильне жодному з решти функційних рівнянь довжини три.
У розділі 4 доведено, що кожна квадратична тотожність довжин три парастрофно-первинно рівносильна принаймні до однієї із заданих тотожностей. Тотожності довжини три були проаналізовані в класі універсальних луп, тобто квазігруп, в яких кожен елемент нейтральний. Доведено, що існує п’ять нерівносильних тотожностей. Перша тотожність визначає клас усіх універсальних луп, друга – многовид булевих мотків, а інші три тотожності визначають три парастрофні многовиди, операції яких – це безповторні композиції бінарних комутативних середніх луп.

У підрозділах 4.1 та 4.2 дано класифiкацiю тернарних квадратичних рiвнянь довжини три та розв’язано представникiв отриманих класiв рiвнянь на множинi тернарних квазiгруп. Встановлено, що iснує точно чотири класи узагальнених квадратичних функцiйних рiвнянь довжини три на оборотних функцiях вiдносно парастрофно-первинної рiвносильностi.
Лема 4.1. Нехай 
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 – унарна і тернарна операції відповідно. Тоді рівність 
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 рівносильна існуванню ліво-універсально-нейтральної оборотної операції 
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 такої, що 
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Теорема 4.1. Трійка 
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 тернарних оборотних операцій є розв’язком функційного рівняння (11) тоді і тільки тоді, коли існують ліво-універсально-нейтральні оборотні операції 
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 і підстановки 
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 такі, що 
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Теорема 4.2. Трійка тернарних оборотних операцій 
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 є розв’язком функційного рівняння (12) тоді і тільки тоді, коли існують ліво-універсально-нейтральні оборотні операції 
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 і підстаноки 
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 такі що: 
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Теорема 4.3. Трійка 
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 тернарних оборотних операцій визначених на множині 
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 є квазігруповим розв’язком функційного рівняння (13) тоді і тільки тоді, коли операція 
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 є оборотною та існують підстановка 
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 та ліво-універсально нейтральна оборотна операція 
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 така, що: 
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Теорема 4.5. Кожне узагальнене квадратичне тернарне квазігрупове функційне рівняння довжини три парастрофно-первинно-рівносильне точно одному з таких рівнянь (11), (12), (13), (14).
Функційне рівняння є тотожністю в многовиді квазігруп, якщо всі його функційні змінні попарно парастрофні. Наприклад,
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де 
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, є квадратичною тотожністю довжини 3. Ця тотожність буде істинною в квазігрупі 
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 є істинною для всіх 
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. Ця рівність є тотожністю в квазігрупі 
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Теорема 4.7. 1. Нехай умова (18) є істинною. Тоді (17) є тотожністю в тернарній універсальній лупі 
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 тоді і тільки тоді, коли існує комутативна середня лупа 
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2. Нехай умова (18) є хибною. Тоді тотожність (17) є істинною в тернарній універсальній лупі 
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 тоді і тільки тоді, коли існує група 
[image: image215.wmf](;,0)

Q

+

 експоненти два така, що 



[image: image216.wmf](,,)=.

fxyzxyz

++




Теорема 4.8. В многовиді U всіх тернарних універсальних луп, кожна квадратична тотожність довжини три рівносильна точно одній із таких тотожностей: 
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Теорема 4.9. В многовиді всіх тернарних універсальних луп U, тотожності (20)-(24) визначають такі підмноговиди:  
· тотожність (20) визначає многовид U; 
· тотожність (21) визначає многовид B булевих мотків, тобто клас всіх тернарних квазігруп 
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 для деякої булевої групи 
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; 
· тотожність (22) визначає многовид 
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 всіх тернарних квазігруп 
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 для деякої комутативної середньої лупи 
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· тотожність (23) визначає многовид 
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 всіх тернарних квазігруп 
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 для деякої комутативної середньої лупи 
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· тотожність (24) визначає многовид 
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 всіх тернарних квазігруп 
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 таких, що 
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Лема 4.2. Група парастрофних симетрій многовиду 
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 є двогранною підгрупою групи 
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 є підгрупою групи парастрофних симетрій 
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 довільної універсальної лупи 
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ВИСНОВКИ 

Дисертацiйна робота має теоретичний характер i присвячена дослiдженню тернарних квазiгрупових нетривiальних функцiйних рiвнянь малих довжин. Знайдено описання тернарних квазiгрупових нетривiальних функцiйних рiвнянь довжини один та довжини два, побудовано приклади квазiгруп, якi розрiзняють отриманi функцiйнi рiвняння. Мiнiмiзовано узагальненi тернарнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння довжини три з використанням методу класифiкацiї рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi. Як результат, встановлено, що кожне узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння довжини три парастрофнопервинно рiвносильне принаймнi одному iз перерахованих 38 рiвнянь, причому подано розподiл цих рiвнянь за предметними типами. А саме, рiвнянь предметного типу
· (8,0,0,0) iснує 1 рівняння; 

· (6,2,0,0) iснує 4 рівняння; 

· (5,3,0,0) iснує 5 рівнянь; 

· (4,4,0,0) iснує 4 рiвняння; 

· (4,2,2,0) iснує 10 рiвнянь; 

· (3,3,2,0) iснує 10 рiвнянь; 

· (2,2,2,2) iснує 4 рiвняння. 


Для предметного типу (5, 3, 0, 0) описано розв’язки нетривiальних рiвнянь, компоненти яких є лiнiйними вiдносно однiєї й тiєї ж довiльної комутативної групи. У роботi вивчаються квадратичнi тернарнi квазiгруповi нетривiальнi функцiйнi рiвняння i тотожностi довжини три. Встановлено, що з точнiстю до парастрофнопервинної рiвносильностi iснує чотири квадратичних тернарних квазiгрупових нетривiальних функцiйних рiвнянь довжини три та виписано їх перелiк; знайдено множину всiх розв’язкiв кожного з наведених рiвнянь на довiльному носiєвi в класi тернарних казiгруп; знайдено множину всiх розв’язкiв кожного з наведених рiвнянь на довiльному носiєвi в класi унiверсальних луп; дослiджено квадратичнi квазiгруповi тотожностi з точнiстю до рiвносильностi в класi унiверсальних луп; описано квазiгруповi многовиди, що визначаються цими квадратичними тотожностями в класi унiверсальних луп, якi визначають п’ять пiдмноговидiв, що розподiленнi по трьох пучках, причому один з них є многовидом тернарних квазiгруп Штейнера.
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АНОТАЦІЯ
Тарасевич А. В. Класифiкацiя функцiйних рiвнянь i тотожностей на тернарних квазiгрупах. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису. 
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук зi спецiальностi 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел. — ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника”, Iвано-Франкiвськ, 2021. 
У багатьох математичних дослiдженнях виникла потреба у вивченнi тернарних оборотних функцiй (в алгебрi — це тернарнi квазiгрупи, у комбiнаторицi — латинськi куби). Серед задач вивчення є побудова за допомогою композицiй iнших оборотних функцiй. Ця задача призводить до розгляду функцiйних рiвнянь на тернарних квазiгрупах. У данiй дисертацiї дослiджуються нетривiальнi узагальненi функцiйнi рiвняння довжин 1, 2, 3 (довжина — кiлькiсть функцiйних змiнних) з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi: 
доведено, що довжини один iснує два рiвняння, довжини два — сiм, а довжини три мiнiмiзовано до 38 рiвнянь, з них точно чотири — квадратичнi; 
знайдено множини розв’язкiв функцiйних рiвнянь довжини три типу (5,3,0,0) в класах лiнiйних та лiнiйно-iдемпотентних квазiгруп; 
доведено, що квадратичнi тотожностi довжини три в класi унiверсальних луп визначають п’ять пiдмноговидiв, якi розподiленнi по трьох пучках, причому один з них є многовидом тернарних квазiгруп Штейнера.
Ключовi слова: тернарна квазiгрупа, оборотна функцiя, парастрофно первинна рiвносильнiсть, функцiйне рiвняння, предметний тип, довжина функцiйного рiвняння, унiверсальна лупа, квазiгрупа Штейнера, тотожнiсть, середня лупа.

АННОТАЦИЯ 
Тарасевич А. В. Классификация функциональных уравнений и тождеств на тернарных квазигруппах. — Квалификационная научная работа на правах рукописи. 
Диссертация на соискания научной степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чисел. – ГВУЗ “Прикарпатский национальный университет имени Василия Стефаника”, Ивано-Франковск, 2021. 
Во многих математических исследованиях возникла потребность в изучении тернарных оборотных функций (в алгебре — это тернарни квазигруппы, в комбинаторике — латинские кубы). Среди задач изучения является построение с помощью композиций других оборотных функций. Эта задача приводит к рассмотрению функциональных уравнений на тернарных квазигруппах. В данной диссертации исследуются нетривиальные обобщенные функциональные уравнения длин 1, 2, 3 (длина — количество функциональных переменных) с точностью до парастрофно-первичной равносильности: 
доказано, что длины один существует два уравнения, длины два — семь, а длины три минимизировано к 38 уравнениям, из них точно четыре — квадратичные; 
найдено множества решений функциональных уравнений длины три типа (5,3,0,0) в классах линейных и линейно-идемпотентности квазигруп; доказано, что квадратичные тождества длины три в классе универсальных луп определяют пять подмноговидов, которые распределены по трем пучках, причем один из них является многообразие тернарных квазигруп Штейнера. 
Ключевые слова: тернарная квазигруппа, обратимая функция, парастрофно первичная эквивалентность, функциональное уравнение, предметный тип, длина функционального уравнения, универсальная лупа, квазигруппа Штейнера, тождество, средняя лупа.
ABSTRACT 
Tarasevych A. V. Classification of functional equations and identities on ternary quasigroups. – Qualifying scientific work on rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences degree on the speciality 01.01.06 – algebra and number theory. – Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2021.

In various branches of science there is a need to study multiary functions, i.e., a multiary operations whose carrier could be finite or infinite. A function is called invertible, if it is invertible on its each variable. In other words, a term, obtained by an arbitrary fixation of all variables except one, defines a bijection on the carrier set. In algebra, a pair consisting of a set and an invertible function defined on it is called a quasigroup. In combinatorics, the respective concept is a Latin hypercube which is a Latin square or a Latin cube in binary and ternary cases. It is well-known that a multiary quasigroup can be defined as a universal algebra satisfying some identities. We named them primary identities. Since they are true for all invertible operations, we also call them primary hyperidentities.

A multiary function can be constructed as a composition of other functions. Therefore, the question concerning the conditions under which two compositions define the same function is natural. That is why, we have to investigate functional equations. Under ‘functional equation’ we understand an equality of two terms consisting of functional and individual variables, i.e., there are neither functional constant nor individual constant in it. If we replace all functional variables with some functions defined on a set and the obtained equality is true for all individual variables in the set, then the sequence of functions is called a solution of the given functional equation. Hence, all the solutions of a functional equation are a variety of the corresponding algebras and the functional equation can be considered as an identity which defines the variety. A functional equation is said to be: generalized, if all functional variables are pairwise different; quasigroup, if the components of its solutions are supposed to be invertible functions; trivial, if it has the solutions only on one-element sets. A length of a functional equation is the number of all functional variables including their repetitions.

Two functional equations are said to be parastrophically primarily equivalent, if one can be obtained from the other in a finite number of the following steps: renaming functional variables, renaming individual variables, using primary hyperidentities.

In this work, generalized non-trivial ternary functional quasigroup equations of the lengths one, two, three are studied. It has been proved that every generalized non-trivial ternary functional quasigroup equation of the length one is parastrophically primarily equivalent to exactly one of the two given equations. Also, it has been proved that every generalized non-trivial ternary functional quasigroup equation of the length two is parastrophically primarily equivalent to exactly one of the seven given equations. All solution sets of these equations are found on each carrier.

It has been proved that there exist no more than 38 generalized non-trivial ternary functional quasigroup equations of the length three. The list of these equations is given. Some of the equations have been solved in the classes of linear and idempotent linear quasigroups. Recall that a quasigroup is called linear, if it is a composition of a group operation of its automorphisms and its translations.

A more detailed study of quadratic functional equations of the length three has been performed. It has been proved that every generalized non-trivial quadratic ternary functional quasigroup equation of the length three is parastrophically primarily equivalent to exactly one of the four listed equations. All solution sets of these equations are found on each carrier. Using the obtained results made it possible to describe all quadratic identities of the length three with accuracy to equivalence in the class of universal loops. Recall that a ternary quasigroup is called a universal loop, if each of its elements is neutral. Namely, it has been proved that in the variety of all ternary universal loops each quadratic identity of the length three is equivalent to one of five listed identities.

It has been proved that in the variety of all ternary universal loops, the obtained identities define the following subvarieties: the variety of all ternary universal loops; the variety of boolean skeins, i.e., the class of all ternary quasigroups derived from boolean group and three parastrophic varieties consisting of ternary quasigroups whose operations are repetition-free compositions of a commutative middle binary loop and its left parastrophe. A middle loop is also known as a unipotent loop.

Key words: ternary quasigroup, invertible function, parastrophically primary equivalence, functional equation, individual type, length of a functional equation, universal loop, Steiner quasigroup, identity, middle loop, unipotent loop, skein, boolean skein.
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