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Актуальність теми дослідження. Дослідження гомоморфізмів алгебри аналітичних функцій обмеженого типу на нескінченновимірному банаховому просторі знаходиться на перетині теорії аналітичних функцій на банахових просторах, теорії комутативних топологічних алгебр та функціонального числення. Питання  про опис спектру множини комплексних гомоморфізмів алгебри аналітичних функцій обмеженого типу 
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 на банаховому просторі 
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 було поставлено в роботах 
,
 Р. Арона,  Б.  Коула, Т.  Гамеліна. У цих працях було побудовано й важливі інструменти для дослідження вказаних об'єктів. Дослідження комплексних гомоморфізмів алгебри 
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 було продовжено в статтях Х. Мухіки,  П. Галіндо, М. Маестре,  Ш. Дініна,  А. Загороднюка, С. Шарина, І. Чернеги та інших. В результаті, у багатьох випадках, можна описати множину комплексних гомоморфізмів алгебри 
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як аналітичний многовид над другим спряженим простором  
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. Інший підхід до опису спектру алгебри 
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 дозволяє поставити у відповідність кожному комплексному гомоморфізму алгебри 
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 послідовність функціоналів вигляду 
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  “значення” в точці 
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, де 
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 можна вибрати з другого спряженого простору до проективного тензорного степеня простору 
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. Ці результати було узагальнено для різних алгебр векторнозначних функцій обмеженого типу Л. Мораесом, М. Маестре, Д. Гарсія та іншими.

У дисертаційній роботі розглянуто випадок 
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-значних гомоморфізмів алгебри 
[image: image13.wmf]()
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, де 
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 — деяка комутативна банахова алгебра. З цією метою використано техніку функціонального числення для 
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-значних функцій від нескінченної кількості змінних, розвинену Л. Валебруком, Ш. Дініном, Р. Хартом, С. Тейлором.  Для того, щоб перенести результати, які відомі для комплексних гомоморфізмів, на випадок 
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-значних гомоморфізмів необхідно мати аналог функціоналу значення в точці. В дисертації запропоновано розглядати гомоморфізми функціонального числення 
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, які кожній функції 
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 ставлять у відповідність значення продовження 
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 на тензорний добуток 
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 в сенсі функціонального числення, в деякій точці 
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. Такий підхід показав свою ефективність і дозволив довести низку результатів, які характеризують 
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-значні гомоморфізми алгебри 
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. З іншого боку, для вирішення поставлених задач, необхідно було розвинути нові методи та інструменти для роботи з 
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-значними гомоморфізмами. Тому отримані результати є важливими та актуальними як для теорії аналітичних відображень на банахових просторах так і для теорії банахових алгебр та алгебр Фреше.

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дослiдження, що складають основу дисертацiї, проводились на кафедрi математичного i функцiонального аналiзу ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника” в рамках науково-дослiдної теми “Гомоморфiзми та функцiональне числення в алгебрах аналiтичних функцiй на банахових просторах'' (номер державної реєстрацiї 0115U002305).

Мета і завдання дослідження.  Метою дисертаційної роботи є зображення гомоморфізмів алгебри цілих функцій обмеженого типу на банаховому просторі за допомогою операторів функціонального числення в деякій комутативній банаховій алгебрі, дослідження властивостей цих гомоморфізмів та їх зображень.

Основними завданнями дослідження є встановлення умов апроксимації гомоморфізмів алгебри 
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 в деяку комутативну банахову алгебру 
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операторами функціонального числення  в 
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 та операторами отриманими за допомогою продовження Арона-Бернера операторів функціонального числення, встановлення формули обчислення радіус-функції для 
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-значних гомоморфізмів алгебри 
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, опис структури цих гомоморфізмів та застосування до побудови  
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-значних диференціювань.
Об’єктом дослідження є гомоморфізми алгебри цілих функцій обмеженого типу на банаховому просторі та диференціювання, пов'язані з цими гомоморфізмами.
Предметом дослідження є структура гомоморфізмів алгебри цілих функцій обмеженого типу на банаховому просторі, умови апроксимації цих гомоморфізмів операторами функціонального числення, характеристики та властивості цих гомоморфізмів
Методи дослідження. В роботі використано методи теорії функцій від нескінченної кількості змінних, методи загальної топології, теорії топологічних алгебр, функціональне числення в алгебрах аналітичних функцій на банаховому просторі, теорія топологічних тензорних добутків.
Наукова новизна отриманих результатів. Усі результати, отримані у дисертації, є новими. У роботі вперше отримано наступні результати:

· уведено поняття 
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-властивості апроксимації та досліджено умови наближення гомоморфізмів алгебри  на просторах з цією властивістю;

· описано застосування оператора згортки та оператора композиції для зображення і наближення гомоморфізмів;

· вивчено властивості гомоморфізмів алгебри аналітичних функцій обмеженого типу у скінченновимірні та нескінченновимірні алгебри та досліджено продовження Арона-Бернера гомоморфізмів функціонального числення у другий спряжений простір;

· уведено поняття радіус-функції гомоморфізма та наведено формулу для його обчислення;

· доведено теорему про можливість продовження лінійного оператора до гомоморфізму на тензорному добутку банахової алгебри 
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  і банахового простору 
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;

· досліджено оператор зсуву та оператор згортки на алгебрі цiлих аналiтичних функцiй обмеженого типу, які визначені на проективному тензорному добутку банахової алгебри 
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 і банахового простору 
[image: image35.wmf]X

;

· описано структуру алгеброзначних гомоморфізмів 
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 і показано, що за певних умов їх можна подати у вигляді функціонального числення на послідовностях банахових просторів, які є другими спряженими до відповідних проективних тензорних добутків;
·  описано некласичні 
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-значні диференціювання алгебри 
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Практичне значення отриманих результатів.  Результати, отримані у дисертаційній роботі, носять теоретичний характер. Вони можуть бути використані в нескінченновимірному комплексному аналізі, в теорії узагальнених функцій, теорії операторів, геометрії банахових просторів. Ці результати можуть бути використані в наукових дослідженнях, які проводяться у ДВНЗ “Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника”, Інституті прикладних проблем механіки і математики імені Я. С. Підстригача НАН України, Львівському національному університеті імені І. Франка, Інституті математики НАН України, Чернівецькому національному університеті імені Ю. Федьковича, Національному педагогічному університеті імені М. П. Драгоманова та інших наукових установах та вищих навчальних закладах України.
Особистий внесок здобувача. Основні результати, висвітлені в дисертації, отримано здобувачем самостійно. У праці [1] А. B. Загороднюку належить постановка задач та аналіз отриманих результатів.
Апробація результатів дисертації. Результати дисертації доповідались та обговорювались на: 

1. V Всеукраїнській науковій конференції  “Нелінійні проблеми аналізу” (Івано-Франківськ, 19 – 21 вересня 2013 р.);

2. Всеукраїнській науковій конференції  “Сучасні проблеми теорії ймовірностей та математичного аналізу”' (Ворохта, 24 лютого – 2 березня 2014 р.);

3. П'ятнадцятанадцятій Міжнародній науковій конференції імені академіка Михайла Кравчука (Київ, 15 – 17 травня 2014 р.);

4. IX-ій Літній школі  “Алгебра, топологія і аналіз” (Поляниця, 7 – 18 липня 2014 р.);

5. Всеукраїнській науковій конференції  “Сучасні проблеми теорії ймовірностей та математичного аналізу” (Ворохта, 25 лютого – 1 березня 2015 р.);

6. Всеукраїнській науковій конференції “Сучасні проблеми теорії ймовірностей та математичного аналізу” (Ворохта, 22 – 25 лютого 2017 р.);

7. VI Всеукраїнській науковій конференції “Нелінійні проблеми аналізу” (Микуличин, 26 – 28 вересня 2018 р.);

8. Наукових семінарах кафедри математичного і функціонального аналізу “Прикладний нелінійний аналіз” ДВНЗ “Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника” (керiвник – д. фiз.-мат. н., проф. А. В. Загороднюк) (2014, 2016, 2018, 2019).
Публікації. Результати дисертаційного дослідження опубліковано в 13 працях, серед яких 5 – у фахових виданнях із фізико-математичних наук, 3 з них – у виданнях, включених до наукометричних баз “Scopus” та/або Web of Science [2, 3, 5]. Решту 8 – у матеріалах міжнародних та всеукраїнських наукових конференцій.
Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається зі вступу, п'яти розділів, висновків, списку використаних джерел та додатків. Загальний обсяг дисертації – 142 сторінки. Список використаних джерел займає 13 сторінок та містить 109 найменувань. Додатки займають 3 сторінки і містять список публікацій за темою дисертації та відомості про апробацію результатів дисертації.
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступі обґрунтовано актуальність теми дослідження, встановлено зв'язок роботи з науковими темами. Сформульовано мету та завдання дослідження, описано наукову новизну отриманих результатів. Подано список публікацій та інформацію про апробації результатів дисертаційної роботи.

У першому розділі здійснено огляд літератури за темою дисертаційної роботи та подано основні результати дисертації.

У другому розділі наведено основні означення та сформульовано відомі результати, які використовуються в дисертаційній роботі. 

Відображення 
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 називається 
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-однорідним поліномом, якщо існує деяке 
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-лінійне відображення 
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Простір всіх 
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З поляризаційної формули випливає, що для 
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-однорідного полінома 
[image: image50.wmf](,)

n

a

PXY

Î

P

 існує єдине 
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-лінійне симетричне відображення 
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яке однозначно визначає даний 
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-однорідний поліном 
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 Це відображення називають 
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-лінійним симетричним відображенням, асоційованим із даним 
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-однорідним поліномом. 

Відображення 
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Відповідно 
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-однорідних поліномів з нормою: 
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Вiдображення 
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Простір всіх  поліномів з 
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 в 
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Функція 
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 називається аналітичною (аналітичним відображенням), якщо вона є аналітичною в кожній точці з підмножини 
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 Лінійний простір всіх аналітичних відображень з 
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Позначимо 
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 простір всіх цілих комплекснозначних функцій обмеженого типу, тобто простір всіх аналітичних функцій які є обмеженими на обмежених підмножинах 
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 з топологією, яка породжена зліченою системою напівнорм 
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 EMBED MathType 6.0 Equation
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 звуження функціонала 
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 на простір 
[image: image101.wmf]n

-однорідних поліномів 
[image: image102.wmf]()

n

X

P

. Тоді 
[image: image103.wmf]n

j

 є  лінійним  обмеженим функціоналом на 
[image: image104.wmf]()

n

X

P

, а, отже, неперервним з нормою

[image: image105.wmf]||||1

||||sup|()|:().

{}

n

n

P

PPX

jj

£

=Î

P


Розділ 2 містить опис продовження добутку із банахової алгебри 
[image: image106.wmf]A

 в 
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 таким чином, що 
[image: image108.wmf]A

¢¢

 із отриманим добутком також є банаховою алгеброю (продовження Аренса). Операцію множення алгебри 
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 можна продовжити до операції множення алгебри 
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Таким чином, отримуємо на 
[image: image111.wmf]A

¢¢

 дві різні операції множення 
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 є банаховими алгебрами. Кажемо, що 
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 є регулярною за Аренсом, якщо для всіх 
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Також наведено означення продовження Арона-Бернера яке кожній функції 
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 є гомоморфізмом алгебр 
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. Продовження Арона-Бернера можна визначити і для векторнозначних функцій і продовження Аренса є частковим випадком продовження Арона-Бернера.

Розглянуто функціональне числення на просторах функцій від нескінченної кількості змінних зі значеннями в комутативній банаховій алгебрі 
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. Відомо, що для кожної функції 
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Наведено означення збіжності напрямленостей та збіжності за ультрафільтрами у топологічному просторі та основні властивості фільтрів і ультрафільтрів.

Основним завданням третього розділу є встановлення умов на банахів простір 
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, комутативну банахову алгебру 
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 така, що оператори функціонального числення 
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У підрозділі 3.1 сформульовано задачу про апроксимацію гомоморфізмів загальним питанням: за яких умов для довільного гомоморфізму 
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 з 
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Розглянемо випадок, коли  
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 алгебра рівномірно неперервних аналітичних комплекснозначних функцій на замкненій одиничній кулі 
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 оператор звуження на 
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У цьому випадку показано, що за деяких умов існує напрямленість  
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Твердження 3.1.1.  Для гомоморфізму 
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 існує елемент 
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 такий, що для довільної функції 
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Зауважимо, що в цьому випадку нам потрібен лише один алгеброзначний функціонал 
[image: image160.wmf].
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Теорема 3.1.1. Нехай 
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   довільний гомоморфізм з 
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У підрозділі 3.2  узагальнено твердження 3.1.1 для випадку нескінченновимірного банахового простору з базисом Шаудера і довели, що рівність (2) виконується для деякої послідовності 
[image: image167.wmf]().
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У підрозділі 3.3 розглядається простір з властивістю апроксимації. Кажуть, що банахів простір 
[image: image168.wmf]X

 має властивість апроксимації (за Гротендіком), якщо для кожної компактної множини 
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Теорема 3.3.1. Нехай  
[image: image175.wmf]X

  банахів простір з властивістю апроксимації. Тоді рівність (2) виконується для 
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У підрозділі 3.4 властивість апроксимації може бути послаблена, оскільки нам достатньо збіжності на елементах простору 
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 як обмеження топології Гельфанда на 
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, тобто найслабшу топологію на 
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 таку, що всі 
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Означення 3.4.1. Кажемо, що 
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 має 
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-властивість апроксимації якщо для кожної компактної множини 
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-слабкій  топології і для всіх 
[image: image187.wmf]0

e

>

 існує оператор скінченного рангу 
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 для кожного полінома 
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Аналогом теореми 3.3.2. є наступна теорема.
Теорема 3.4.1. Якщо 
[image: image192.wmf]X

 має 
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-властивість апроксимації, то  рівність (2) виконується для 
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Як наслідок, кожен банахів простір 
[image: image195.wmf]X

 з властивістю апроксимації має 
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-властивість апроксимації. На даний момент невідомо, чи буде правильне зворотнє тверженн.  Також не знайдено жодних прикладів, при яких рівність (2) не виконується. 
Умови рівності (1) для більш загального випадку доведено у наступній теоремі.
Теорема 3.4.2. Нехай 
[image: image197.wmf]X

 має 
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. Тоді рівність (2) виконується для деякої напрямленості 
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Цей результат можна поширити і на гомоморфізми, які утворені композиціями з оператором зсуву.
 Твердження 3.4.1. Для деякого характера 
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є неперервним гомоморфізмом з 
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Твердження 3.4.3. Припустимо, що 
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 Тоді для кожного 
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виконується рівність (1) для деякої напрямленості 
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Поєднюючи теореми 3.4.2 i 3.4.3 отримуємо такий наслідок.
Наслідок 3.4.1. Нехай 
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 має 
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  оператор композиції з деяким аналітичним відображенням 
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  Тоді рівність (1) виконується для деякої напрямленості 
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У підрозділі 3.5 досліджено випадок скінченновимірної напівпростої комутативної банахової алгебри 
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  деякий гомоморфізм. Оскільки 
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 для деяких лінійних функціоналів 
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 є комплексними гомоморфізмами.
Теорема 3.4.6. Нехай 
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 скінченновимірна напівпроста комутативна банахова алгебра і 
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Теорема 3.5.1 формально залишається правильною і для розривних гомоморфізмів з алгебри 
[image: image249.wmf]()

b

HX

 в 
[image: image250.wmf]A

, якщо такі існують, оскільки існування розривного гомоморфізму з 
[image: image251.wmf]()

b

HX

 в 
[image: image252.wmf]A

 є еквівалентним до відомої проблеми Майкла
.  У випадку, коли 
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 У цьому випадку в якості 
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Показано, що для такої алгебри 
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 існує розривний гомоморфізм з 
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 для довільного нескінченновимірного простору 
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Теорема 3.5.2. Нехай 
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  комутативна банахова алгебра з ненульовим нільпотентним елементом. Тоді існує розривний гомоморфізм з 
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У підрозділі 3.6 для комутативної банахової алгебри з одиницею, яка містить нільпотентний елемент 
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 визначено деякий гомоморфізм рівністю:
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Теорема 3.6.2. Гомоморфізм 
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, визначений формулою 
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 не наближається гомоморфізмами функціонального числення, тобто не існує напрямленості 
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Важливим інструментом для дослідження множини комплексних гомоморфізмів алгебри 
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У розділі 4 розглянуто аналоги цього продовження для аналітичних відображень які належать  
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Нехай 
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Таким чином, 
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Твердження 4.1.1. Існує ізометричне вкладення простору 
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Позначимо 
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Запропоновано й інший підхід для узагальнення продовження Арона-Бернера для функціонального числення.

Кожній функції 
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Теорема 4.1.1. Нехай 
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  комутативна банахова алгебра. Якщо 
[image: image314.wmf]()

b

fHX

Î

, то 
[image: image315.wmf]°

()

rf

 приймає значення в 
[image: image316.wmf]A

 і 
[image: image317.wmf]°

°

()

rff

=

.
У випадку, коли 
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  скінченновимірна комутативна банахова алгебра, виконується рівність 
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В загальному випадку (коли 
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 не обов'язково скінченновимірна), для кожного 
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Оскільки в просторі 
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 є алгеброю, на якій задано  добуток, що є продовженням Аренса добутку алгебри 
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  не буде гомоморфізмом. У підрозділі 4.2 наведено приклад, який ілюструє дані міркування.

У підрозділі 4.3 розглянуто загальний випадок продовження Арона-Бернера.
Теорема 4.3.1. Припустимо, що 
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Наслідок 4.3.1. Якщо 
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Розглянемо загальний випадок, коли 
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Відомо, що якщо 
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Нехай 
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Твердження 4.3.1. Відображення 
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У підрозділі 4.4 наведено  приклад, у якому кожному елементу 
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У підрозділі 4.5, аналогічно до результатів статі 
 про радіус-функцію для функціоналів, для операторів, визначених на 
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 введено аналог радіус-функції та знайдено формулу для її обчислення.
Теорема 4.5.1. Pадіус-функцію 
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Застосовуючи цю теорему, знайдено оцінку радіус-функції гомоморфізму 
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 і показано, що отриманий результат збігається із значенням, отриманим безпосереднім обчисленням норми у відповідному просторі, тобто для довільного елемента простору 
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Теорема 4.5.2. Нехай 
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Тоді існує єдиний лінійний оператор 
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У статті
 доведено лему  про продовження лінійного функціонала 
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Теорема 5.1.1. Нехай 
[image: image427.wmf](();)

b

HAXA

p

FÎ

Ä

L

 –- лінійний оператор такий, що 
[image: image428.wmf]()0

P

F=

 для кожного 

[image: image429.wmf]1

((),)((),)

m

m

PAXAAXA

pp

-

ÎÇ

ÄÄ

PA

,

де 
[image: image430.wmf]m

 є фіксоване натуральне число i 
[image: image431.wmf]m

F

 є ненульовим звуженням 
[image: image432.wmf]F

 на 
[image: image433.wmf]((),)

m

AXA

p

Ä

P

.

Тоді існує гомоморфізм 
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У підрозділі 5.2 узагальнено властивості оператора зсуву для 
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Означення 5.2.1. Для довільного фіксованого елемента 
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Показано, що 
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Теорема 5.2.1. Для фіксованого оператора 
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Означення 5.3.1. Для довільних 
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Нехай
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У розділі 3 було показано, що клас 
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Для послідовності гомоморфізмів 
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У підрозділі 5.4 доведено основну структурну теорему для гомоморфізму 
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і довільний гомоморфізм 
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У підрозділі 5.5 описано некласичні 
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Аналогічно,  визначено  класичні 
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  фіксований ненульовий вектор.

Некласичні диференціювання будуємо за допомогою лінійного оператора 
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Теорема 5.5.2. Нехай  
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У дисертаційній роботі досліджено структуру та властивості 
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  комутативна банахова алгебра та описано деякі диференціювання, пов'язані з цими гомоморфізмами. Це дослі-

дження є узагальненням відомих результатів про комплекснозначні гомоморфізми та диференціювання алгебри 
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Іншим важливим інструментом в дослідженні комплексних гомоморфізмів алгебри 
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У четвертому розділі показано, що продовження Арона-Бернера не завжди є гомоморфізмом алгебр 
[image: image565.wmf]((),)

b

HAXA

p

Ä

 та 
[image: image566.wmf]((),)

b

HAXA

p

¢¢¢¢

Ä

, проте, оператор продовження буде гомоморфізмом, якщо 
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Результати дисертаційного дослідження можуть бути застосовані до теорії аналітичних відображень на банахових просторах. Крім того, функціональне числення в алгебрі аналітичних функцій від багатьох змінних має широке застосування у теоретичній фізиці та квантовій механіці. Тому, отримані у дисертації результати будуть також цікавими і для цих галузей науки.
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У дисертаційній роботі здійснено опис множини неперервних гомоморфізмів з алгебри 
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Встановлено умови на банахів простір 
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 така, що оператори функціонального числення 
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Застосовано продовження Арона-Бернера до 
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 у другий спряжений простір. За основу взято продовження аналітичних функцій з 
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Узагальнено властивості оператора зсуву для 
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