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спеціалізованої вченої ради
Дмитришин Р. І.
ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Iнтенсивне вивчення еквiвалентностi матриць розпочи​нається iз середини 19 столiття. Так першим важливим результатом у цьому нап​рямку вважається стаття Г. Смiта, опублiкована в 1861 р., у якiй встановлено, що цiлочислова матриця 
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, тобто матриця з елементами з кiльця цiлих чисел 
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, за допомогою елементарних операцiй над рядками i стовпцями зводиться до дiаго​нального вигляду з подiльнiстю дiагональних елементiв. Цей результат поширений багатьма авторами на рiзнi класи кiлець. Кiльця, над якими кожна матриця еквiвалентна до нормальної форми Смiта, названi кiльцями з канонiчною дiагональною редукцiєю матриць, або кiльцями елементарних дiльникiв
. Встановлен​ня нових класiв кiлець елементарних дiльникiв продовжується i тепер
.
На вiдмiну вiд такого класичного поняття еквiвалентностi матриць в багатьох задачах виникає потреба дослiджувати iншi типи еквiвалентностей матриць над рiзними областями, тобто еквiвалентностей, при яких перетворювальнi матрицi належать рiзним пiдгрупам повної лiнiйної групи. Такими є, наприклад, елементарна еквiвалентнiсть матриць, скалярна або строга еквiвалентнiсть полiномiальних матриць. 

У 1977 р. П.С. Казiмiрський та В.М. Петричкович ввели поняття напiвскаляр​ної еквiвалентностi полiномiальних матриць. Ними встановлено, що полiномiальнi матрицi такими перетвореннями зводяться до спецiальних трикутних форм з iнварiантними множниками на головних дiагоналях
. Цей результат поширено для скiнченного набору полiномiальних матриць. Пiзнiше, у 1999 р., подiбний результат встановлено вiдносно правої напiвскалярної еквiвалентностi полiномiа​льних матриць
. Встановленi форми матриць широко використовуються в теорiї факторизацiї полiномiальних матриць, при описi розв’язкiв матричних рiвнянь та при розв’язуваннi вiдомої задачi про подiбнiсть пар матриць над полем. Задача про еквiвалентнiсть пар матриць розв’язана лише для пар матриць над полями (К. Weierstrass, L. Kronecker, М. Кравчук).

У статтi
 введено поняття узагальненої еквiвалентностi пар матриць i встановлено спецiальну форму для пар матриць над кiльцями головних iдеалiв та адекватними кiльцями. Цю форму використано при побудовi факторизацiй матриць над кiльцями, при розв’язуваннi матричних рiвнянь.
Матрицi з елементами iз квадратичних кiлець виникають i використовуються в теорїї чисел та iнших роздiлах математики. Зокрема, розглянуто подiбнiсть мат​риць другого порядку над кільцем цiлих гаусових чисел
. Вiдоме у теорiї чисел поняття суми Клостермана I.Н. Величком
,
 узагальнено i поширено на кiльця матриць над кiльцями цiлих чисел та цiлих гаусових чисел, наведено оцiнки цих сум. Так званi циклотомiчнi матрицi над кiльцем цiлих гаусових чисел вивчають G. Taylor
, G. Greaves
 наведено їх класифiкацiя та вказано на застосування в теорiї графiв. B. Nica
, J. Smillie i K. Vogtmann
 вивчають структуру та властивостi спецiальних лiнiйних груп над квадратичними уявними кiльцями.

Матричнi лiнiйнi рiвняння, зокрема типу Сильвестра, Ляпунова, матричнi лi​нiйнi дiофантовi рiвняння виникають i знаходять застосування у рiзних роздiлах математики, в задачах теорiї керування, динамiчних систем
,
 тощо. Вони потребують розробки ефективних методiв розв’язування таких матричних рiвнянь, побудови та опису їх розв’язків. Достатньо добре дослiдженi такi рiвняння з матрицями-коефiцiєнтами над полями. Над кiльцями вони розглянутi лише в окре​мих випадках, зокрема над кiльцями полiномiв. Так S. Barnett
, J. Feinstein i Y. Bar-Ness
 встановили умови існування i єдиностi так званих “мiнiмальних” роз​в’язкiв для матричного полiномiального рiвняння
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 у випадках, коли матрицi 
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 обидвi регулярнi або хоча б одна з них регу​лярна. У статтi
, на основi встановленої трикутної форми вiдносно напiвскалярної еквiвалентностi полiномiальних матриць, описано розв’язки обмежених степенiв такого матричного полiномiального рiвняння, при цьому матрицi-коефiцiєнти 
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 можуть бути обидвi нерегулярнi. На основi стандартної форми пар матриць вiдносно узагальненої еквiвалентностi описано розв’язки рiвнянь типу Сильвестра над кiльцями Безу
.
З наведеного огляду видно, що дослiдження у цих напрямках є актуальними як з теоретичного, так i з практичного погляду. У дисертацiйнiй роботi Н. Б. Ладзоришин дослiджуються еквiвалентностi матриць i їх пар над квадратичними кiльцями з перетвореннями iз пiдгруп повних лiнiйних груп кiльця цiлих чисел та квадратичного кiльця. Встановлено спецiальнi трикутнi форми (стандартнi форми) матриць щодо таких перетворень i застосовано для побудови методу розв’язування матричних лiнiйних рiвнянь над квадратичними кiльцями та опису структури їх розв’язкiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дослiдження, представленi у дисертацiї, пов’язанi iз науковими дослiдженнями вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України i є складовою частиною завдань держбюджетних тем “Розробка теоретико-кiльцевих i групових методiв дослiдження задач факторизацiї та класи​фiкацiї матриць над кiльцями скiнченнопороджених головних iдеалiв i вивчення структурних властивостей скiнченновимiрних алгебр Лi”, 2007 – 2011 рр. (номер держреєстрацiї: № 0107U000361), “Дослiдження матричних алгебричних систем та їх застосування”, 2012 – 2016 рр. (номер держреєстрацiї: № 0111U008859) та “Кiльця матриць над рiзними областями, неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи Пуанкаре Р(1,4), їх структура та застосування в теорiї матричних та диференцiальних рiвнянь”, 2017 – 2021 рр. (номер держреєстрацiї: № 0116U008182).

Авторка брала участь у цих дослiдженнях як виконавець вказаних держбюджетних тем.

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є встановлення простiших форм матриць над квадратичними кiльцями вiдносно введеної (z,k)-еквiвалентностi, побудова розв’язкiв матричних лiнiйних рiвнянь та вивчення їх структури.

Задачами дослiджень є:

1. Зведення матриць над квадратичними кiльцями за допомогою елемен​тарних операцiй над рядками iз кiльця цiлих чисел i елементарних операцiй над стовпцями iз квадратичного кiльця, тобто (z,k)-еквiвалентними перетвореннями, до простiших форм.

2. Зведення пар матриць над квадратичними кiльцями (z,k)-еквiвалентними пе​ретвореннями до трикутних форм з iнварiантними множниками на головних дiагоналях.

3. Встановлення необхiдних i достатнiх умов розв’язностi однобiчних та двобiчних матричних лiнiйних рiвнянь над квадратичними кiльцями, опис розв’язкiв, зокрема цiлочислових, цих матричних рiвнянь.

4. На основi встановлених простiших форм матриць, вiдносно (z,k)-екві​валент​ноcтi, розробка ефективних методiв побудови розв’язкiв матричних рiвнянь типу Сильвестра i матричних дiофантових рiвнянь та опис структури їх розв’язкiв.

Об’єктом дослiджень є еквiвалентнiсть матриць над квадратичними кiльцями та матричнi лiнiйнi рiвняння.

Предметом дослiджень є простiшi форми матриць над квадратичними кiльцями вiдносно введеної (z,k)-еквiвалентностi та структура розв’язкiв матричних лiнiйних рiвнянь.

Методи дослiдження. У роботi використано методи лiнiйної алгебри та теорiї кiлець, а також методи, розробленi у вiддiлi алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi автором отримано такi новi теоретичнi результати:

· Введено поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над квадратичними кiльця​ми. Встановлено стандартнi форми матриць над квадратичними евклiдови​ми кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв вiдносно такої ек​вiвалентностi.
· Доведено, що пари матриць, визначники яких є взаємно простi і визнач​ники яких є степенями простих чисел над квадратичними кiльцями, зводять​ся (z,k)-еквiвалентними перетвореннями до стандартних форм.
· Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування розв’язкiв матричних рiв​нянь типу Сильвестра i матричних дiофантових рiвнянь та запропоновано метод їх побудови над довiльним квадратичним кiльцем.
· Описано цiлочисловi розв’язки цих матричних рiвнянь над квадратичними кiльцями. Вказано критерiй iснування та єдиностi цiлочислових розв’язкiв матричних рівнянь.
· Дослiджено структуру розв’язкiв матричних лiнiйних рiвнянь над квадра​тичними евклiдовими кiльцями на основi встановленої стандартної форми матриць вiдносно (z,k)-еквiвалентностi. Вказано, що у розв’язних матрич​них рiвняннях iснують розв’язки з обмеженою евклiдовою нормою. Встано​влено, що таких розв’язкiв матричних рiвнянь над квадратичними евклiдо​вими уявними кiльцями є скiнченна кiлькiсть. Запропоновано метод побудо​ви розв’язкiв таких матричних рiвнянь.
Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної роботи є теоретичними. Вони можуть бути використанi при подальших дослiдже​ннях структури матриць над квадратичними та iншими кiльцями, при розв’язуваннi матричних рiвнянь. Цi результати можуть знайти застосування i в прикладних напрямках, у яких виникають матричнi рiвняння i якi потребують описання структури їх розв’язкiв.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, якi включено в дисертацiю, отри​мано здобувачем самостiйно. У спiльних iз науковим керiвником статтях [1, 3, 5, 6] В. М. Петричковичу належать постановка задач, обговорення результатiв та загальне керiвництво роботою. У статтi [1] В. Р. Зелiску належить форму​лювання й iдея доведення леми 1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи опри​люднено на таких конференцiях:

1. Шоста міжнародна алгебраїчна конференція в Україні (м. Камянець-Поділь​ський,           1–7 липня 2007 р.). 

2. Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i математики iм. академiка Я. С. Пiдстригача (м. Львiв, 25–27 травня 2009 р.).

3. Тринадцята міжнародна наукова конференція ім. академіка М. Кравчука (м. Київ, 13–15 травня 2010 р.).
4. Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки та математи​ки” (м. Львiв, 21–25 травня 2013 р.).

5. Дев’ята мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Львiв, 8–13 лип​ня 2013 р.).

6. Конференцiя молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2014” (м. Львiв,  28–30 травня 2014 р.).

7. Міжнародна алгебраїчна конференція, присвячена 100-річчю від дня наро​дження Л. А. Калужніна (м. Київ, 7–12 липня 2014 р.).
8. Конференцiя молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2015” (м. Львiв,  26–28 травня 2015 р.).
9. Десята міжнародна  алгебраїчна конференція в Україні, присвячена 70-рі​ччю від дня народження Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20–27 серпня 2015 р.).
10. Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки та ма​те​ма​ти​ки” (м. Львiв, 22–25 травня 2018 р.).

11. Конференцiя молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2019” (м. Львiв,  27–29 травня 2019 р.).

12. Дванадцята мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Вiнниця, 2–6  липня 2019 р.),

а також доповiдалися дисертанткою i обговорювалися на таких наукових семiнарах:
– науковому семiнарi вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем механiки  i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України (керiвник – доктор фiз.-мат. наук, професор В. М. Петричкович, 2006 – 2019 рр.);

– Львiвському мiському алгебраїчному семiнарi (Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, керiвник – доктор фiз.-мат. наук, професор М. Я. Комарницький, 2010 р.), львiвському алгебраїчному семiнарi (Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, керiвники – доктор фiз.-мат. наук, професор Б. В. Забавський, доктор фiз.-мат. наук, професор В. М. Петричкович, канд. фiз.-мат. наук, доцент А. I. Гаталевич, 2019 р.);

– алгебраїчному семiнарi “The Problems of Elementary Divisor Rings” (Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, керiвник – доктор фiз.-мат. наук, професор Б. В. Забавський, 2014 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 6 статтях [1–6]. З них 5 – у наукових фахових виданнях України, 1 – у закордонному виданнi [3]. З них – 2 опублiковано у виданнях, проiндексованих у базах даних Scopus [3, 4]. Результати роботи додатково висвiтлено в матерiалах i тезах 12-ти наукових математичних конференцiй [7–18].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається з анотації, перелiку умовних позначень i термiнiв, вступу, 5 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який мiстить 91 найменувань, а також з додаткiв, що мiстять список пу​б​лiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї. Повний обсяг роботи — 143 сторiнки. Обсяг основного тексту дисертації – 115 сторінок.
Авторка щиро вдячна науковому керiвнику, доктору фiзико-механiчних наук, професору Василевi Михайловичу Петричковичу за постановку задач, пiдтримку та допомогу в роботi та пiдготовцi дисертацiї, автореферату до захисту.

Авторка висловлює подяку доценту Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка Володимиру Романовичу Зелiску — науковому керiвнику магiстерської роботи, з якої почалися дослiдження у цьому напрямку дисертацiйної роботи. 

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дисертацiйної роботи обґрунтовано актуальнiсть теми, сформульова​но мету i задачi дослiдження, висвiтлено наукову новизну та апробацiю одержаних результатiв.

У першому роздiлi розглянуто деякi вiдомi типи еквiвалентностей матриць над рiзними кiльцями, зокрема полiномiальними, головних iдеалiв, адекватними кiльцями тощо. Наведено вiдомi канонiчнi та стандартнi форми матриць та їх пар вiдносно цих перетворень. Вказано на використання матриць над квадратичними кiльцями в iнших роздiлах математики та в прикладних напрямках.

Наведено вiдомий критерiй Рота розв’язностi матричних рiвнянь типу Сильвестра та умови iснування розв’язкiв матричних дiофантових рiвнянь над деякими кiльцями, зокрема над кiльцями головних iдеалiв, кiльцями елементарних дiльникiв.

Другий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню спецiальної еквiвалент​ностi матриць над квадратичними кiльцями, зокрема зведенню матриць над квадратичними евклiдовими кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв за допомогою елементарних операцiй над рядками i елементарних операцiй над стовпцями матриць iз квадратичного кiльця до спецiального трикутного вигляду з iнварiантними множниками на головнiй дiагоналi.
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Означення 2.2. Трикутну форму 
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Якщо 
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 – квадратичне евклідове уявне кільце, то пар 
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Наслідок 3.3. Нехай 
[image: image157.wmf]K

 – квадратичне евклідове уявне кільце, 
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У четвертому роздiлi розглянуто матричнi рiвняння типу Сильвестра та матричнi дiофантовi рiвняння над квадратичними кiльцями. Встановлено умови розв’язностi цих рiвнянь та описано їх цiлочисловi розв’язки.

Розглянемо двобiчне матричне рiвняння, тобто матричне рiвняння типу Сильвестра
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Нагадаємо, що добутком Кронекера 
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Теорема 4.1. Матричне рiвняння (8) над квадратичним кiльцем 
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Теорема 4.2. Цiлочисловий розв’язок 
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 вигляду (9) або (10), єдиний тодi i тiльки тодi, коли матриця 
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Вiдомо, що розв’язнiсть матричного рiвняння (8) над полем та над кільцем полiномiв рiвносильна еквiвалентностi трикутної та блочно-трикутної дiагональної матриць, складених iз коефiцiєнтiв матричних рiвнянь. Цей результат Рота був поширений багатьма авторами для матричного рiвняння (8) над iншими кiльцями. Зрозумiло, що ця умова є критерiєм розв’язностi матричного рiвняння (8) над кiльцями, у яких розв’язана задача еквiвалентностi матриць. Такими є кiльця головних iдеалiв, адекватнi кiльця, тобто над кiльцями елементарних дiльникiв. Серед квадратичних кiлець є евклiдовi кiльця, кiльця головних iдеалiв i квадратичнi кiльця, якi не є кiльцями головних iдеалiв. Так квадратичне кiльце 
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 не є кiльцем елементарних дiльникiв. Тому невiдомi критерiї розв’язностi матричного рiвняння (8) над довiльним квадратичним кiльцем.
У цьому розділі встановлено необхідні і достатні умови розв'язності матрич​ного рівняння (8) над будь-яким квадратичним кільцем.
Теорема 4.3. Матричне рiвняння (8) над квадратичним кiльцем 
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 з матрицями вигляду (9) або (10) має розв’язок 
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Розглянемо одностороннє лiнiйне матричне рiвняння, тобто матричне дiофантове рiвняння
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Вiдомо, що матричне рiвняння (11) над кiльцями головних iдеалiв, кiльцями Безу розв’язне тодi i тiльки тодi, коли найбiльший спiльний лiвий дiльник матриць 
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 є лiвим дiльником матрицi 
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. Серед квадратичних кiлець є кiльця, якi не є кiльцями Безу. Тому цi умови розв’язностi не можна використовувати для матричних лiнiйних рiвнянь над будь-якими квадратичними кiльцями.
Теорема 4.4. Матричне рiвняння (11) над квадратичним кiльцем 
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, де матрицi 
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Теорема 4.5. Цiлочисловий розв’язок 
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Теорема 4.6. Матричне рiвняння (11) над квадратичним кiльцем 
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 з матрицями вигляду (9) або (10) має розв’язок 
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У п’ятому роздiлi встановленi у роздiлах 2 та 3 стандартнi форми матриць та пар матриць над квадратичними кiльцями застосованi при розв’язуваннi матричних однобiчних та двобiчних лiнiйних рiвнянь.

Нехай пара матриць 
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Тодi iз матричного рiвняння (8) одержимо таке матричне рiвняння
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Рiвняння (8) i (14) еквiвалентнi, тобто рiвняння (8) є розв’язним тодi й тiльки тодi, коли розв’язним є рiвняння (14) i кожному розв’язку 
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 рiвняння (14) i навпаки, згiдно з спiввiдношеннями (15).

Таким чином опис розв’язкiв рiвняння (8) зводимо до опису розв’язкiв еквiвалентного рiвняння (14).

Теорема 5.1. Якщо матричне рiвняння (14) є розв’язним, то це рiвняння має такi розв’язки
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Теорема 5.2. Нехай 
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 – квадратичне евклiдове уявне кiльце i матричне рiвняння (14) розв’язне. Тодi це матричне рiвняння має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв 
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Наслідок 5.1. Нехай канонічною діагональною формою матриці 
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Якщо матричне рівняння (14) розв’язне, то воно має такi розв’язки 
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тобто в матрицi 
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Означення 5.5. Евклiдовою нормою 
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Наслiдок 5.2. Якщо матричне рiвняння (14) розв’язне, то це рiвняння має такi розв’язки 
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Дослiдимо структуру розв’язкiв матричного рiвняння (11). Опис розв’язкiв матричного рiвняння (11) зводимо до опису розв’язкiв еквiвалентного матричного рiвняння з матрицями-коефiцiєнтами трикутних виглядiв.

Нехай пара матриць 
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, вигляду (12) і (13). Тоді з матричного рівняння (11) одержимо матричне рівняння:
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За допомогою правих елементарних операцiй матрицю 
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 зведемо до трикутного вигляду, тобто для деякої оборотної матрицi  
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 – нижня трикутна матриця. Тодi iз матричного рiвняння (18) одержимо матричне рiвняння
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– канонічна діагональна форма матриці 
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 із матричного рівняння (11).

Теорема 5.3. Нехай 
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 – квадратичне евклiдове кiльце i матриці 
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, тоді матричне рівняння (19) розв'язне і має такі розв'язки
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 –  найбіль​ший спільний дільник 
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Теорема 5.4. Нехай 
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 – квадратичне евклiдове уявне кiльце. Тодi матричне рiвняння (19) над кiльцем 
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 має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв вигляду (20).
Наслiдок 5.3. Матричне рівняння (19), в якому 
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 – квадратичне евклiдове уявне кiльце, то таких розв’язкiв матричне рiвняння (19) має скiнченну кiлькiсть.
ВИСНОВКИ
У дисертацiйнiй роботi дослiджено еквiвалентнiсть матриць i їх пар над квадратичними кiльцями. Встановлено простiшi форми матриць i їх пар вiдносно спе​цiальної еквiвалентностi i використано цi форми при розв’язуваннi матричних лiнiйних однобiчних та двобiчних рiвнянь над квадратичними кiльцями та опису структури розв’язкiв цих рiвнянь.

Введено поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над квадратичними кiльцями. Встановлено, що матрицi 
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 над квадратичними евклiдовими кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв (z,k)-еквiвалентними перетвореннями зводяться до спецiальної трикутної форми 
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 над квадратичними евклiдовими уявними кiльцями є скiнченна.

Доведено, що пари матриць, визначники яких є взаємно простими або є степенями простих чисел у квадратичному кiльцi, (z,k)-еквiвалентними перетвореннями одночасно зводяться до стандартних форм. Показано, що кiлькiсть стандартних пар 
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Встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi та наведено спосiб знаходження розв’язкiв матричних рiвнянь 
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 над квадратичними кiльцями. Описано цiлочисловi розв’язки цих матричних рiвнянь, наведе​но критерiй єдиностi цiлочислових розв’язкiв i спосiб їх побудови. Розв’язування матричних рiвнянь зведено до розв’язування матричних лiнiйних рiвнянь над кiльцем цiлих чисел.

На основi встановлених у роздiлах 2 i 3 стандартних форм матриць та їх пар над квадратичними кiльцями вiдносно (z,k)-еквiвалентностi розв’язування рiвнянь типу Сильвестра та матричних дiофантових рiвнянь зведено до розв’язування вiдповiдних матричних рiвнянь з матрицями-коефiцiєнтами у стандартних формах. Вказано, що у розв’язних матричних рiвнянь iснують розв’язки з обмеженими евклiдовими нормами. Встановлено, що таких розв’язкiв матричних рiвнянь над квадратичними евклiдовими уявними кiльцями є скiнченна кiлькiсть.

Результати дисертацiйної роботи є теоретичними. Вони можуть бути використанi при подальших дослiдженнях структури матриць над квадратичними та  iншими кiльцями, при розв’язуваннi матричних рiвнянь. Цi результати можуть знайти застосування i в прикладних напрямках, у яких виникають матричнi рiвняння i якi потребують описання структури їх розв'язків.
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АНОТАЦIЯ

Ладзоришин Н.Б. Еквiвалентнiсть матриць над квадратичними кiльцями та матричнi рiвняння. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел. — ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника”, Iвано-Франкiвськ, 2019.

У дисертацiйнiй роботi дослiджено спецiальну еквiвалентнiсть матриць i їх пар над квадратичними кiльцями, яку названо (z,k)-еквiвалентнiстю. Встановлено, що над квадратичними евклiдовими кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв кожна матриця (z,k)-еквiвалентна до стандартної форми. Показано, що кiлькiсть стандартних форм матрицi над квадратичними уявними евклiдовими кiльцями є скiнченна. Встановлено, що не кожна пара матриць над квадратичним кiльцем (z,k)-еквiвалентна до пари матриць у стандартних формах. Доведено, що пари матриць над квадратичними евклiдовими кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв, визначники яких є взаємно простими або є степенями простих чисел у квадратичному кiльцi (z,k)-еквiвалентними перетвореннями, зводяться до стандартних форм.

Встановлено умови розв’язностi матричних лiнiйних однобiчних та двобiчних рiвнянь над квадратичними кiльцями та наведено спосiб знаходження розв’язкiв цих рiвнянь. Описано цiлочисловi розв’язки матричних рiвнянь та наведено критерiй єдиностi цiлочислових розв’язкiв рiвнянь i спосiб їх побудови. Встановленi стандартнi форми матриць та їх пар застосовано для побудови ефективних методiв розв’язування цих матричних рiвнянь та дослiдження структури їх розв’язкiв. Показано, що розв’язнi матричнi рiвняння мають розв’язки з обмеженими евклiдовими нормами i таких розв’язкiв матричного рiвняння над квадратичними евк​лiдовими уявними кiльцями є скiнченна кiлькiсть.

Ключовi слова: квадратичне кiльце, матрицi над квадратичними кiльцями, (z,k)-еквiвалентнiсть матриць, стандартна форма матрицi, матричне рiвняння Сильвестра, матричне дiофантове рiвняння, розв’язок матричного рiвняння.
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Ладзоришин Н.Б. Эквивалентность матриц над квадратичными кольцами и матричные уравнения. – Квалификационный научный труд на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чисел. – ГВУЗ “Прикарпатский национальный университет имени Василия Стефаника”, Ивано-Франковск, 2019. 

В диссертационной работе исследовано специальную эквивалентность матриц и их пар над квадратичными кольцами, названная (z,k)-эквивалентностью. Установлено, что над квадратичными евклидовыми кольцами и квадратичными кольцами главных идеалов каждая матрица (z,k)-эквивалентна к стандартной форме. Показано, что число стандартных форм матрицы над квадратичными мнимыми евклидовыми кольцами является конечным. Установлено, что не каждая пара матриц над квадратичным кольцом (z,k)-эквивалентна к паре матриц в стандартных формах. Доказано, что пары матриц над квадратичными евклидовыми кольцами и квадратичными кольцами главных идеалов, определители которых взаимно просты или являетса степенями простых чисел в квадратичном кольце (z,k)-эк​ви​ва​лентнимы преобразованиями, приводятся к стандартным формам.

Установлены условия разрешимости матричных линейных односторонних и двухсторонних уравнений над квадратичными кольцами и приведен способ нахождения решений этих уравнений. Описаны целочисленные решения матричных уравнений и приведены критерий единственности целочисленных решений этих уравнений и способ их построения. Установленые стандартные формы матриц и их пар применены для построения эффективных методов решения матричных уравнений и исследования структуры их решений. Показано, что разрешимые матричные уравнения имеют решения с ограниченными евклидовыми нормами и число таких решений матричного уравнения над квадратичными евклидовыми мнимыми кольцами является конечным.

Ключевые слова: квадратичное кольцо, матрицы над квадратичными кольцами, (z,k)-эквивалентность матриц, стандартная форма матрицы, матричное уравнение Сильвестра, матричное диофантово уравнение, решение матричного уравнения.

ABSTRACT

Ladzoryshyn N.B. Equivalence of matrices over quadratic rings and matrix equations. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences degree on the speciality 01.01.06 – algebra and number theory. – Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2019.

In the thesis it is investigated the special equivalence of matrices and their pairs over quadratic rings. The simpler matrix forms and their pairs with respect to special equivalence are installed and used them with solving the matrix linear unilateral and bilateral equations over quadratic rings and description of the structure of these solutions equations.

It is established that the matrices 
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 over the Euclidean quadratic rings and the quadratic principal ideal rings can be reduced by means of elementary row operations over the ring of integers 
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 and elementary column operations over the quadratic ring 
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 to a special triangular form 
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 with the invariant factors of matrix 
[image: image368.wmf]A

 on the main diagonal. We call it (z,k)-equivalence. This triangular matrix 
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 is called the standard form by the matrix 
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 with respect to the (z,k)-equivalence. It is shown that the number of standard forms of the matrix over the Euclidean imaginary quadratic rings is finite. Hence, the matrices 
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 and 
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 over the Euclidean imaginary quadratic rings are (z,k)-equivalent if and only if  their finite sets of standard forms 
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 and 
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 have the same standard form. It is also proved that for of the matrix 
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 over the ring of Gaussian integers 
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 with the Euclidean norm of its determinant  
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 being less than four, the standard form 
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 is the canonical diagonal form 
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 of a matrix
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. Therefore, the matrices 
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 and 
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 over the ring of Gaussian integers 
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 with Euclidean norms of their determinants being less than four are (z,k)-equivalent if and only if the matrices 
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 and 
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 are equivalent.

It is found that not every pair of matrices over a quadratic ring is (z,k)-equivalent to a pair of matrices in standard forms. It is proved, that a pair of matrices over the Euclidean  quadratic rings and the quadratic  principal ideal rings with determinants are relatively prime or are degrees simple numbers in a quadratic ring can be reducedby means of (z,k)-equivalent transformations to the pair 
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, 
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 of standard forms. It is shown that the number of standard pairs of matrices over the Euclidean quadratic imaginary rings is finite.

It is well known that among quadratic rings there are Euclidean quadratic rings, among them there are quadratic principal ideal rings with are non-Euclidean. There are some quadratic rings that are not the principal ideal rings. For example, in the ring 
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 is there is not the concept of the greatest common divisor of its elements. So the well-known Roth's criterion of solvability of of matrix linear equations the form 
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 and 
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 can not be used for such matrix equations over any quadratic ring. The conditions for solvability of matrix unilateral and bilateral equations over quadratic rings and a method of finding solutions to these equations is given. Integer solutions are described, that is, the solutions with elements of the ring of integers of the matrix equations. The criteria for the existence of integer solutions and their uniqueness are given. The method of constructing of these solutions is suggested. The solution of these matrix equations is reduced to solution of matrix linear equations over the ring of integers.

The established standard forms of matrices and their pairs are applied for construction of effective methods for solving these matrix equations and study of the structure of their solutions. Solving of Sylvester-type matrix equations and matrix Diophantine equations are reduced to solving the corresponding matrix equations with triangles coefficient matrices in standard forms. It is shown that solvable matrix equations have solutions with limited of Euclidean norms and such solutions of the matrix equation over the Euclidean imaginary quadratic rings are the finite number.

The results of this dissertation research are theoretical. They can be used for the further research on the structure of matrices over quadratic and other rings, when solving matrices equations. These results can be applied in applications directions in which arise such a matrix equation and the need to describe the structure of their solutions.

Key words: quadratic ring, matrices over quadratic rings, (z, k)-equivalence of matrices, standard form of matrix, Sylvester matrix equations, matrix Diophantine equation, solvingof matrix equation.
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