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АНОТАЦIЯ

Шелепало Г. В. Класифiкацiя квазiгрупових функцiйних рiвнянь i то-

тожностей мiнiмальної довжини. – Квалiфiкацiйна наукова праця на пра-

вах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук зi спецiальностi 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел. —

Хмельницький нацiональний унiверситет. — ДВНЗ “Прикарпатський на-

цiональний унiверситет iменi Василя Стефаника”, Iвано -Франкiвськ, 2019.

З розвитком iнформацiйних технологiй вiдповiднi аналiтичнi дослiд-

ження алгебри i дискретної математики в комп’ютерних науках значною

мiрою стали залежати вiд розвитку оборотних функцiй. Основою яких

є бiнарнi, тобто двомiснi оборотнi операцiї, в комбiнаторицi — це латин-

ськi квадрати, в алгебрi — це квазiгрупи. На вiдмiну вiд груп, кiлькiсть

квазiгруп, навiть малих порядкiв, неможливо описати нi з точнiстю до

iзоморфiзму, нi з точнiстю до iзотопiї. Наприклад, кiлькiсть квазi-

груп вже 10-го порядку з точнiстю до iзоморфiзму є бiльша, нiж 1030.

Проте, з огляду на застосування в рiзних галузях математики, зокрема,

в криптографiї, фiзицi, теорiї планування проведення експериментiв тощо,

потрiбно вмiти будувати квазiгрупи з наперед заданими властивостями.

Найефективнiшими методами вивчення оборотних операцiй, тобто ква-

зiгруп та їх властивостей є алгебричнi методи, а серед них найкращим

iнструментом для дослiдження виявилися многовиди квазiгруп, тобто

класи алгебр, що визначаються тотожностями. В зв’язку з деякими пи-

таннями кодування, Р. Шауффлер (1956) вивчав узагальненi тотожностi на

квазiгрупах, що визначенi на скiнченнiй множинi. Пiдняту ним проблему

цiлком розв’язав В. Д. Бiлоусов (1959): довiльнi чотири квазiгрупи iзотопнi

однiй i тiй же групi, якщо четвiрка, компонентами якої є данi квазiг-

рупи, є розв’язком узагальненого функцiйного рiвняння асоцiативностi.

Починаючи з 50-х рокiв XX столiття в основному вивчали системи ква-

зiгруп з тотожностями, враховуючи парастрофи квазiгрупових операцiй
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та деякi їх властивостi: С. К. Стейн (1957), А. Сад (1959), Д. Кiдвел (2015)

та iншi. Наприклад, квазiгрупа ортогональна деяким своїм парастрофам,

якщо трiйка операцiй, що складається з даної квазiгрупи та її парастрофiв,

є розв’язком нетривiального рiвняння вiд двох предметних змiнних, що

має двi появи однiєї i три появи iншої предметної змiнної: Т. Еванс (1950),

В. Д. Бiлоусова (1983), Ф. Е. Бенет (1989) та iншi. Такi узагальненi рiвня-

ння в дисертацiї названо рiвняннями предметного типу (3; 2) та рiвняннями

функцiйної довжини три. В зв’язку iз цим давно назрiла потреба у

класифiкацiї узагальнених тотожностей та класифiкацiї многовидiв, якi

визначаються вiдповiдними тотожностями.

Одним iз методiв дослiдження тотожностей в теорiї квазiгруп є

вивчення узагальнених функцiйних рiвнянь, тобто узагальнених тотож-

ностей. До середини 90-х рокiв минулого столiття опублiковано десятки

праць, в яких в основному функцiйнi рiвняння розв’язувались над

числовими функцiями. Постала проблема класифiкацiї функцiйних рiв-

нянь таким чином, щоб в один клас вiднести рiвняння, якi мають просту

залежнiсть мiж множинами їх розв’язкiв. До цiєї проблеми знайдено

два пiдходи класифiкацiї функцiйних рiвнянь: метод графiв, запропо-

нований C. Крстiчем (1985) та удосконалений А. Крапєжем (2010) i ме-

тод парастрофної симетрiї, запропонований та описаний Ф. М. Сохацьким

(2004, 2016). Для цього будували класифiкацiї узагальнених функцiй-

них рiвнянь на квазiгрупах, враховуючи рiзнi вiдношення еквiвалентностi

В. Д. Бiлоусов (1966, 1981), А. М. Чебан (1971) Ф. М. Сохацький (2004),

Р. Коваль (2005), А. Крапєж (2009, 2010) та iншi. В дисертацiї використано

вiдношення рiвносильностi, парастрофної рiвносильностi та парастрофно-

первинної рiвносильностi.

Найбiльш вивченими є узагальненi квадратичнi функцiйнi рiвня-

ння, тобто тi, що мають точно по двi появи кожної iз своїх

незалежних предметних змiнних. Серед них, здебiльшого, дослiджувалися

врiвноваженi, тобто такi, що мають в лiвiй i в правiй частинах по однiй
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появi кожної своєї незалежної предметної змiнної, наприклад, рiвняння

асоцiативностi, медiальностi, псевдомедiальностi. Проте багато рiвнянь є

неврiвноваженими i неквадратичними, тому в дисертацiї уточнено поняття

квадратичного рiвняння, визначено поняття майже квадратичного та

антиквадратичного рiвнянь.

Розв’язування узагальнених неквадратичних функцiйних рiвнянь

створює значнi труднощi. Наприклад, знайдено лише частину розв’язкiв

узагальненого функцiйного рiвняння дистрибутивностi на квазiгрупах

(В. Д. Бiлоусов, 1965). Рiвняння дистрибутивностi має п’ять функцiй-

них змiнних, тобто функцiйну довжину 5. Серед таких рiвнянь значну

частину складають дистрибутивно подiбнi рiвняння без квадратiв (термiв

виду 𝐹 (𝑥;𝑥)), а саме такi, що мають три предметних змiнних з появами 3,

2, 2 вiдповiдно, тобто предметного типу (3;2;2). Встановлено, що всi такi

рiвняння без квадратiв розбиваються на п’ять неперехресних класiв, один

iз них — це клас узагальненої дистрибутивностi. Серед п’яти класiв уза-

гальнених дистрибутивно подiбних функцiйних рiвнянь чотири рiвняння

розпадаються в систему рiвнянь вiд меншої кiлькостi як функцiйних, так

i предметних змiнних. Це спричинює потребу в класифiкацiї мiнiмальних

функцiйних рiвнянь i тотожностей.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд та аналiз

лiтератури з теми дослiдження, систематизовано основнi поняття i твер-

дження, означення i теореми, описано вiдомi допомiжнi поняття та

результати з вивчення функцiйних рiвнянь, їх розв’язанння на множинi бi-

нарних оборотних функцiй та класифiкацiї мiнiмальних нетривiальних то-

тожностей на квазiгрупах. Для класифiкацiї функцiйних рiвнянь основним

iнструментом є вiдношення парастрофно-первинної еквiвалентностi, а

для класифiкацiї тотожностей та вiдповiдних многовидiв — парастрофна

симетрiя, згiдно з якою здiйснюється розбиття на класи.

У другому роздiлi дослiджуються деякi класи квазiгруп iз врахуванням

їх груп симетрiй, а саме: дано повну класифiкацiю групових iзотопiв
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за групами їх парастрофних симетрiй; уточнено класифiкацiю лiнiйних

iзотопiв скiнченних циклiчних груп та iзотопiв груп простого порядку;

згiдно зi строгою парастрофною симетрiєю здiйснено розбиття групових

iзотопiв, виписано множини усiх попарно неiзоморфних групових iзотопiв

простого порядку 𝑝 (𝑝 > 3) та обчислено їх кiлькiсть; знайдено напiвсимет-

ричне iзотопне замикання многовида булевих груп та многовида всiх груп,

отримано необхiднi i достатнi умови його iснування в термiнах канонiчного

розкладу, а також встановлено рiвносильнi та парастрофно-рiвносильнi

тотожностi, якi визначають цi многовиди; знайдено спiввiдношення мiж

многовидом напiвсиметричних квазiгруп та многовидами напiвсиметрич-

них iзотопних замикань булевих груп, абелевих груп та всiх груп.

У третьому роздiлi класифiковано чистi узагальненi нетривiальнi

бiнарнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння. Для цього визначено поняття

предметної довжини рiвняння, предметного типу рiвняння та уточнено

поняття функцiйної довжини рiвняння. Основним результатом цього

роздiлу є класифiкацiя узагальнених рiвнянь до функцiйної довжини

чотири всiх можливих предметних типiв з точнiстю до парастрофно-

первинної рiвносильностi. Встановлено, що їх кiлькiсть є точно 1, 3, 4,

19 вiдповiдно для рiвнянь довжин один, два, три, чотири. З кожного

блока розбиття класифiкацiї видiлено представника та розв’язано його

на множинi бiнарних квазiгрупових операцiй. А саме: дано повну

класифiкацiю узагальнених рiвнянь функцiйних довжин 1, 2, 3, 4 з

точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi; знайденi представники

кожного блока розбиття, новими з яких виявилися узагальненi рiвняння

предметного типу (4;0) функцiйної довжини 2, предметного типу (5;0)

функцiйної довжини 3 та предметних типiв (6;0;0), (4;2;0) i (3;3;0) функ-

цiйної довжини 4; розв’язанi представники всiх блокiв класифiкацiї, якi

ранiше не були розв’язанi, а саме таких предметних типiв (4;0), (3;2),

(5;0), (6;0;0), (4;2;0) та (3;3;0); наведено наслiдки для квадратичних, майже

квадратичних та антиквадратичних рiвнянь. До того ж, розв’язано чотири
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iз п’яти вiдомих дистрибутивно-подiбних функцiйних рiвнянь без квадратiв

на квазiгрупах.

У четвертому роздiлi дослiджуються многовиди, якi визначаються

тотожностями довжини 2 i 3 на квазiгрупах. Основним результатом

роздiлу є двi повнi класифiкацiї квазiгрупових тотожностей довжини 2 i

3 з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi, а також

розподiл вiдповiдних многовидiв квазiгруп на пучки згiдно з парастрофною

симетрiєю. Доведено, що тотожностi довжини 2 визначають 14, а тотож-

ностi довжини три — 74 многовиди, якi розпридiленi в 6 та 20 пучкiв

вiдповiдно, згiдно з законом парастрофної симетрiї. Використовуючи

iнструменти парастрофної симетрiї, описано многовиди розв’язкiв уза-

гальнених рiвнянь довжини 2; описано всi узагальненi тотожностi дов-

жини 2 i 3 з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi;

знайдено рiвносильнi та парастрофно-рiвносильнi тотожностi довжини 2

i 3; класифiковано многовиди квазiгруп, якi визначаються отриманими

мiнiмальними тотожностями довжини 2 i 3 та проаналiзовано їх за групами

парастрофних симетрiй; для кожної пари парастрофних многовидiв знай-

дено приклади квазiгруп, якi вiдрiзняють один многовид вiд iншого в

одному пучку; знайдено приклади квазiгруп, якi вiдрiзняють один пучок

многовидiв вiд iншого.

Результати цього дисертацiйного дослiдження носять теоретичний

характер. Вони є внеском у теорiю неасоцiативних структур, скiнченних

двомiсних функцiй, в теорiю як прямих, так i обернених задач функ-

цiйних рiвнянь i можуть застосовуватися в алгебрi, геометрiї, топологiї,

математичному аналiзi, криптографiї, дискретнiй математицi та k-значнiй

логiцi тощо. Запропонованi у роботi методи можна використати для дос-

лiдження в загальнiй теорiї квазiгруп, алгебрi, комбiнаторицi та в iнших

сумiжних галузях математики.

Ключовi слова: група, квазiгрупа, лупа, оборотна операцiя, парастроф,

iзотоп, тотожнiсть, функцiйне рiвняння, парастрофна рiвносильнiсть,
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парастрофно-первинна рiвносильнiсть, парастрофна симетрiя, напiвсимет-

ричне замикання.

ABSTRACT

Shelepalo H. V. Classification of quasigroup functional equations and iden-

tities of the minimal length. — Qualifying scientific work on the rights of the

manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.06 — algebra and number theory. —- Khmel-

nytsky National University. — Vasyl Stefanik Prycarpathian National Univer-

sity, Ivano -Frankivsk, 2019.

With the development of information technologies, relevant analytical stud-

ies of algebra and discrete mathematics in computer science have become in-

creasingly dependent on the development of invertible functions. The basis of

these are binary, i.e., binary invertible operations, in combinatorics these are

Latin squares, in algebra it is a quasigroup. In contrast to groups, the number

of quasigroups of even small orders can be described neither with precision to

isomorphism nor precisely to isotopy. For example, the number of quasigroups

of the 10th order up to isomorphism is more than 1030. However, considering

the application in various fields of mathematics, in particular, in cryptography,

physics, the theory of planning the experiments, etc., one must be able to build

quasigroups with predefined properties.

Algebraic methods are the most effective methods for studying invertible

operations, that is, quasigroups and their properties. Among them, the best

tool for research is the varieties of quasigroups, that is, classes of algebras that

are determined by identities. In connection with certain questions of coding,

R. Schauffler (1956) studied generalized identities on the quasigroups defined

on a finite set. V. D. Belousov (1959) has solved the problem completely:

four arbitrary quasigroups are isotopes of the same group, if the quadruple

of these quasigroups is the solution of the functional equation of generalized

associativity. Since the 1950s, mainly the systems of quasigroups with identities
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were studied taking into account the parastrophes of quasigroup operations and

some of their properties: S. K. Stein (1957), A. Sade (1959), D. Kiddvel (2015)

and others. For example, a quasigroup is orthogonal to some of its parastrophes,

if the three operations consisting of this quasigroup and its parastrophes are

the solution of a nontrivial equation in two individual variables, one of them

has two appearances and the other has three appearances: T. Evans (1950),

V. D. Belousov (1983), F. E. Benet (1989) and others. In the dissertation, such

generalized equations are called equations of the individual type (3; 2) and of

the functional length 3. In connection with this, the need for the classification

of generalized identities and the classification of varieties which are determined

by the corresponding identities has long been urgent.

One of the methods of studying identities in the theory of quasigroups is the

study of generalized functional equations, that is, generalized identities. By the

mid-90s of the last century, dozens of papers were published in which mostly

functional equations were solved over numerical functions. There was a prob-

lem of classification of functional equations in such a way that equations having

a simple relationship among the sets of their solutions should be attributed to

one class. Two approaches to the classification of functional equations have

been found for this problem: the graph method proposed by C. Krstich (1985)

and improved by A. Krapez (2010) and the method of the parastrophic sym-

metry proposed and described by F. M. Sokhatsky (2004, 2016). For this

purpose, the classifications of generalized functional equations on quasigroups

were built taking into account the various equivalence relations by V. D. Be-

lousov (1966, 1981), A. M. Cheban (1971), F. M. Sokhatsky (2004), R. Koval

(2005), A. Krapez (2009, 2010) and others. In the dissertation, the relations of

equivalence, parastrophic equivalence and parastrophically primary equivalence

are used.

The most studied are generalized quadratic functional equations, that is,

those ones that have precisely two appearances of each of their independent

individual variables. Among them, for the most part, balanced equations were
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researched, that is, the equations which have in their left and right sides one

appearance of each of their independent individual variables, for example, the

equations of associativity, mediality, pseudo-mediality. However, many equa-

tions are unbalanced and non-quadratic that is way the concept of a quadratic

equation has been clarified, the concept of an almost quadratic and an anti-

quadratic equation is defined in the dissertation.

The solution of generalized non-quadratic functional equations creates con-

siderable difficulties. For example, only a part of the solutions of the functional

equation of generalized distributivity in quasigroups was found by V. D. Be-

lousov, 1965. The equation of distributivity has five functional variables, that is,

the functional length is 5. Among these equations, a large part is distributive-

like equations without squares (terms of the form 𝐹 (𝑥;𝑥)), namely those with

three subject variables with the appearances of 3, 2, 2 respectively, i.e., the in-

dividual type (3; 2; 2). It is established that all such equations without squares

are divided into five disjoint non-intersecting classes, one of them is a class of

generalized distributivity. Among the five classes of generalized distributive-like

functional equations, the four equations fall into a system of equations from a

smaller number of both functional and individual variables. This necessitates

the classification of minimal functional equations and identities.

The first section of the dissertation presents the review and analysis of

literature on the subject of the research. The basic concepts and assertions,

definitions and theorems are systematized. The well-known auxiliary concepts

and results from the study of functional equations, their solving on the set of

binary invertible functions and the classification of minimal nontrivial identities

on quasigroups are described. For the classification of functional equations, the

main tool is the relation of the parastrophically primary equivalence. For the

classification of identities and corresponding varieties, parastrophic symmetry,

according to which the division into classes is carried out, serves the main tool.

In the second section, some classes of quasigroups are studied taking into

account their symmetry groups, namely: a complete classification of group iso-
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topes is given in groups of their parastrophic symmetries; the classification of

linear isotopes of finite cyclic groups and isotopes of simple order groups is

specified; in accordance with the strict parastrophic symmetry, the partition of

group isotopes is performed; sets of all pairwise non-isomorphic group isotopes

of a simple order 𝑝 (𝑝 > 3) are described and their number is calculated; a

semi-symmetric isotope closure of a variety of the Boolean groups and a variety

of all groups is found; the necessary and sufficient conditions for its existence

are obtained in terms of the canonical decomposition; and whilst equivalence

and parastrophic equivalence identities which determine these varieties are es-

tablished; the relationships among a variety of semi-symmetric quasigroups and

a variety of semi-symmetric isotope closures of Boolean groups, Abelian groups

and all groups are found.

In the third section, pure generalized non-trivial binary quasigroup func-

tional equations are classified. For this purpose, the concept of the individual

length of the equation, the individual type of the equation, and the concept

of the functional length of the equation are specified. The main result of this

section is the classification of generalized equations to the functional length of

four of all possible individual types up to parastrophically primary equivalence.

It is established that their number is exactly 1, 3, 4, 19, respectively, for the

equations of the lengths 1, 2, 3, 4. From each partition block of classification, a

representative is selected and solved on a set of binary quasigroup operations.

Namely: the complete classification of the generalized equations of functional

lengths 1, 2, 3, 4 up to the parastrophically primary equivalence is given; rep-

resentatives of each block of the partition are found, the new ones which are

generalized equations of the individual type (4;0) of the functional length 2,

of the individual type (5;0) of the functional length 3 and of the individual

types (6;0;0), (4;2;0) and (3;3;0) of the functional length 4; representatives of

all classification units that had not been solved before, in particular, the indi-

vidual types such as (4;0), (3;2), (5;0), (6;0;0), (4;2;0) and (3;3;0); corollaries

for quadratic, almost quadratic and anti-quadratic equations are given. In
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addition, four of the five known distributive-like functional equations without

squares are solved.

In the fourth section, many varieties determined by identities of the lengths

2 and 3 on quasigroups are investigated. The main result of the section is the

two complete classifications of quasigroup identities of the lengths 2 and 3 up to

equivalence and parastrophic equivalence, as well as to the distribution of the

corresponding varieties of quasigroups into beams in parastrophic symmetry. It

is proved that the identities of the length 2 define 14, and the identities of the

length 3 define 74 varieties which respectively are classified into 6 and 20 trusses

according to the parastrophic symmetry. Using the tools of the parastrophic

symmetry, the varieties of solutions of generalized equations of the length 2 are

found. All generalized identities of the length 2 and 3 up to equivalence and

the parastrophic equivalence are described. The identities of the length 2 and

3 up to equivalence and parastrophic equivalence are found. The varieties of

quasigroups which are determined by the obtained minimal identities are clas-

sified, they are analyzed according to the groups of parastrophic symmetries.

For each pair of parastrophic varieties, the examples of quasigroups which dis-

tinguish one variety from the other in a single truss are found. Examples of

quasigroups which distinguish one truss of varieties from the other are found.

The results of this dissertation research are theoretical. The results are

the contribution to the theory of non-associative structures, to finite binary

functions and to the theory of both direct and inverse problems of functional

equations. They can be used in the theory of functional equations, in the general

theory of geometry, topology, mathematical analysis, cryptography, discrete

mathematics and k-valued logic. The methods proposed in the work can be

used for research in the general theory of quasigroups, algebra, combinatorics

and in other related branches of mathematics.

Key words: group, quasigroup, loop, invertible operation, parastrophe, iso-

tope, identity, functional equation, parastrophic equivalence, parastrophically

primary equivalence, parastrophic symmetry, semi-symmetric closure.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

:= — рiвнiсть за означенням.

:⇔ — рiвносильнiсть за означенням

≍ — вiдношення парастрофно-первинної рiвносильностi

𝑓(𝑥; 𝑦), (𝑥 · 𝑦) — бiнарна операцiя (функцiя) 𝑓 , (·)
𝜎𝑓(𝑥; 𝑦), (𝑥

𝜎· 𝑦) — 𝜎 -парастроф операцiї 𝑓 (·)
ℓ𝑓 , (

ℓ·) — лiве дiлення операцiї 𝑓 , (·)
𝑟𝑓 , (

𝑟·) — праве дiлення операцiї 𝑓 , (·)
Ps(·) — парастрофна симетрiя операцiї (·)
𝑅𝑓

𝑎 — правий зсув операцiї 𝑓 за елементом 𝑎

𝐿𝑓
𝑏 — лiвий зсув операцiї 𝑓 за елементом 𝑏

𝑀 𝑓
𝑐 — середнiй зсув операцiї 𝑓 за елементом 𝑐

𝒬 := {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎1, . . . } — множина предметних сталих iз 𝑄

ℱ := {𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑓1, 𝑓2, . . . } — множина функцiйних сталих на 𝑄

𝒳 := {𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . . } — множина предметних змiнних в 𝑄

F := {𝐹, 𝐹1, 𝐹1, . . . } — множина функцiйних змiнних на 𝑄

Z𝑚 — кiльце лишкiв за модулем 𝑚

Z*
𝑚 — група оборотних елементiв кiльця Z𝑚

Is(+) — множина всiх iзотопiв групи (𝑄; +)

𝑀 𝑐𝑠 — множина строго комутативних iзотопiв групи

𝑀 𝑙𝑠 — множина строго лiвосиметричних iзотопiв групи

𝑀 𝑟𝑠 — множина строго правосиметричних iзотопiв групи

𝑀 𝑡𝑠 — множина тотально-симетричних iзотопiв групи

𝑀 𝑠𝑠 — множина строго напiвсиметричних iзотопiв групи

𝑀𝑎𝑠 — множина асиметричних iзотопiв групи

Bss — многовид напiвсиметричного замикання iзотопiв булевих груп

Ass — многовид напiвсиметричного замикання iзотопiв абелевих груп

Gss — многовид напiвсиметричного замикання iзотопiв всiх груп

S — многовид всiх напiвсиметричних квазiгруп
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ВСТУП

Актуальнiсть теми дослiдження. Початок розвитку функцiйних

рiвнянь сягає 1747 року з праць Ж. Л. Д’аламбера [26, 27]. В основному

функцiйнi рiвняння розв’язувались над числовими функцiями [2, 3, 87].

У другiй половинi 20-го столiття зрiс iнтерес до криптографiї [25, 28, 49,

131, 138], що спричинило вивчення функцiйних рiвнянь над функцiями,

якi визначенi на довiльних множинах, зокрема й на скiнченних [1, 5].

Вперше таке рiвняння було розв’язане В. Д. Бiлоусовим у 1958 роцi [4, 9]

та опублiковане в статтi разом з Я. Ацелем та М. Хосу [4] в 1960 роцi. А

саме, вiн розв’язав рiвняння узагальненої асоцiативностi над оборотними,

тобто квазiгруповими функцiями. До середини 90-х рокiв минулого

столiття опублiковано десятки праць, в яких розв’язуються функцiйнi рiв-

няння як на оборотних, так i на необоротних функцiях [1, 43]. Постала

проблема класифiкацiї функцiйних рiвнянь таким чином, щоб до одного

класу вiднести рiвняння, якi мають просту залежнiсть мiж множинами їх

розв’язкiв.

Майже одночасно з рiзницею в декiлька рокiв було запропоновано два

пiдходи до проблеми класифiкацiї функцiйних рiвнянь.

Перший — це метод графiв А. Крапєжа [84,85] i C. Крстiча [86]. Згiдно

з їхнiм пiдходом мiж функцiйними рiвняннями i графами встановлювалася

певна вiдповiднiсть i в один клас попадали точно тi рiвняння, яким

вiдповiдали iзоморфнi графи. Проте цей метод застосовний лише для

квадратичних рiвнянь. Квадратичними називають рiвняння, в яких кожна

предметна змiнна має точно двi появи.

Другий — це закон парастрофної симетрiї Ф. М. Сохацького [118],

згiдно з яким вводиться низка перетворень рiвнянь, що ґрунтуються на

первинних тотожностях оборотних функцiй. Два рiвняння називаються

парастрофно-первинно рiвносильними (парастрофно-рiвносильними [112]),

якщо вiд одного до iншого можна перейти за скiнченну кiлькiсть
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зазначених перетворень. Цей метод розвивався, удосконалювався рiзними

дослiдниками, зокрема й у дисертацiї застосовується до класифiкацiї

неквадратичних функцiйних рiвнянь i тотожностей на множинi квазiгру-

пових операцiй.

Найефективнiшими методами вивчення оборотних операцiй є

алгебричнi методи, а серед них найкращим iнструментом для дослiдження

виявилися многовиди квазiгруп, тобто класи алгебр, якi визначаються

тотожностями. У теорiї квазiгруп вивчалися многовиди, кожен з яких

виникав з певних задач алгебри, геометрiї, комбiнаторики тощо. Давно

назрiла потреба в їх класифiкацiї.

Вивченням окремих класiв тотожностей та їх розв’язкiв займались

рiзнi автори. Вони розглядали узагальненi тотожностi, якi ще називали

узагальненi функцiйнi рiвняння. Iнакше кажучи, це тотожностi, в яких

невизначена залежнiсть мiж символами операцiй. До вивчення таких

тотожностей можна вiднести працi Р. Шауффлера [134], який вперше

розглядав системи квазiгруп з узагальненими тотожностями, а також

А. Сада [102–104], С. К. Стейна [124], В. Д. Бiлоусова [12, 13, 16, 17, 20],

Т. Еванса [36–38], Ф. Е. Бенета [8] та iнших, якi описували системи ква-

зiгруп з основними тотожностями, враховуючи парастрофи квазiгрупових

операцiй та деякi їх властивостi. В своїх працях Ф. М. Сохацький [111,

112, 118], А. Крапєж [82–85], Р. Коваль [50–52] та iншi будували

класифiкацiї узагальнених квадратичних функцiйних рiвнянь на квазiг-

рупах, враховуючи рiзнi вiдношення еквiвалентностi.

Iз врахуванням введеного та описаного закону парастрофної симетрiї

в теорiї квазiгруп, запропоновано чiткий алгоритм описання тотожнос-

тей: 1) класифiкацiя узагальнених функцiйних рiвнянь з точнiстю до

парастрофно-первинної рiвносильностi, 2) в кожному з отриманих блокiв

класифiкацiя узагальнених тотожностей з точнiстю до парастрофної рiв-

носильностi, 3) знаходження пучкiв тотожностей i вiдповiдних многовидiв

з точнiстю до рiвносильностi.
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Серед дисертацiйних результатiв знайдено розв’язки iнших чотирьох

можливих класiв дистрибутивно-подiбних рiвнянь без квадратiв на

множинi квазiгрупових операцiй. З отриманих розв’язкiв, зокрема,

випливає, що кожне з рiвнянь цих класiв рiвносильне системi рiвнянь вiд

меншої кiлькостi змiнних. Звiдси й постає доцiльнiсть класифiкацiї рiвнянь

мiнiмальної довжини, яка важлива i для класифiкацiї функцiйних рiвнянь

довiльної довжини.

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є розвиток те-

орiї функцiйних рiвнянь i тотожностей за допомогою їх класифiкацiї за

трьома видами вiдношень (рiвносильнiсть, парастрофна рiвносильнiсть i

парастрофно-первинна рiвносильнiсть) та їх розв’язування на множинi бi-

нарних квазiгруп з описом тотожностей та вiдповiдних їм многовидiв у

алгебрi.

Задачi дослiдження:

— класифiкувати груповi iзотопи за групами парастрофної симетрiї,

дослiдити напiвсиметричне iзотопне замикання многовидiв груп;

— класифiкувати нетривiальнi узагальненi бiнарнi квазiгруповi

функцiйнi рiвняння мiнiмальної довжини i знайти їх розв’язки;

— класифiкувати тотожностi мiнiмальної довжини i описати вiдповiднi

пучки многовидiв, враховуючи закон парастрофної симетрiї.

Об’єктом дослiдження є оборотнi операцiї (квазiгрупи), функцiйнi рiв-

няння, їх розв’язки, тотожностi та многовиди, якi визначаються ними.

Предметом дослiдження є бiнарнi квазiгрупи, їх парастрофи,

iзотопи груп, узагальненi функцiйнi рiвняння та узагальненi тотожностi

мiнiмальної довжини, їх квазiгруповi розв’язки та класифiкацiя на непе-

рехреснi класи з повним описом їх видiв, типiв та виглядiв з точнiстю до

рiвносильностi, парастрофної рiвносильностi, парастрофно-первинної рiв-

носильностi, вiдповiдно до закону парастрофної симетрiї.

Методи дослiдження. У роботi використовуються сучаснi методи

теорiї квазiгруп i теорiї функцiйних рiвнянь, загальнi методи алгебри,

математичного аналiзу, комбiнаторики та логiки.
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Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi науковi

результати, отриманi автором самостiйно, є новими i полягають в такому:

— дано повну класифiкацiю групових iзотопiв за групами парастрофної

симетрiї, описано напiвсиметричне iзотопне замикання многовида всiх

груп та многовида булевих груп, з’ясовано спiввiдношення мiж ними

та многовидом напiвсиметричних квазiгруп;

— завершено повну класифiкацiю узагальнених квазiгрупових функ-

цiйних рiвнянь до функцiйної довжини чотири з точнiстю до

парастрофно-первинної рiвносильностi та розв’язано представники

з усiх отриманих блокiв вiдповiдного розбиття, а також знайдено

розв’язки узагальнених дистрибутивно-подiбних функцiйних рiвнянь

без квадратiв на множинi квазiгрупових операцiй;

— використовуючи результати класифiкацiї узагальнених функцiй-

них рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi,

отримано двi повнi класифiкацiї тотожностей довжиною 2 i 3 на ква-

зiгрупах з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi,

а також описано розподiл вiдповiдних многовидiв квазiгруп на пучки

згiдно з парастрофною симетрiєю.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати

дисертацiї носять теоретичний характер i можуть застосовуватися: в

алгебрi — при вивченнi квазiгрупових тотожностей; у топологiї — при

вивченнi тотожностей y топологiчних квазiгрупах i лупах; y геометрiї

— при вивченнi сiток та номограм; у математичному аналiзi — при

вивченнi функцiйних рiвнянь на множинi двомiсних монотонних функцiй;

у дискретнiй математицi та k-значнiй логiцi — при вивченнi розкладiв

багатомiсних операцiй за допомогою суперпозицiй; а також можуть

бути корисними в комбiнаторицi — при вивченнi латинських квадратiв,

у криптографiї — при вивченнi оборотних хеш-функцiй та написаннi

секретних ключiв, шифрiв та кодiв; в економiцi — при побудовi моделей

з оборотними функцiйними залежностями тощо.
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Особистий внесок здобувача. Основнi результати, висвiтленi

в дисертацiї, отримано здобувачем самостiйно. У працi [121]

Ф. М. Сохацькому належить теорема 1, лема 3 та наслiдки 5–7; у працi [76]

науковому керiвниковi належить теорема 1. У працi [77] О. О. Тарковськiй

належить теорема 7, теорема 9, наслiдки 17–20 та приклад 2.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-

боти доповiдалися на: конференцiї молодих учених iз сучасних проблем

механiки i математики iменi академiка Я. С. Пiдстригача, Iнститут

прикладних проблем механiки i математики iменi Я. С. Пiдстригача НАН

України (м. Львiв 25–27 травня 2009 р.); Українському математичному

конгресi (м. Київ 27–29 серпня 2009 р.); мiжнароднiй математичнiй конфе-

ренцiї з квазiгрупп i луп “Loops‘11” (м. Трешт, Чехiя 25–27 липня 2011 р.);

конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2012” (м. Львiв

23–25 травня 2012 р.); мiжнароднiй математичнiй конференцiї з нагоди

70-рiччя професора Володимира Кириченка (м. Миколаїв, 13–19 червня

2012 р.); 9-й мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв 8–

13 липня 2013 р.); мiжнароднiй конференцiї з алгебри, присвяченiй 100-

рiччю С. М. Чернiкова (м. Київ 20–26 серпня 2012 р.); XX конферен-

цiї з прикладної та промислової математики (CAIM 2012), присвяченiй

академiку Митрофану М. Чобану (м. Кишинiв, Республiка Молдова, 22-

25 серпня 2012 р.); мiжнароднiй науковiй конференцiї “XI Бiлоруська

математична конференцiя”. Секцiя: Алгебра i теорiя чисел (м. Мiнськ,

Республiка Бiлорусь, 5–9 листопада 2012 р.); мiжнароднiй конференцiї,

присвяченiй 120-рiччю Стефана Банаха (м. Львiв 17–21 вересня 2012 р.);

мiжнароднiй конференцiї “Математика та iнформацiйнi технологiї: дослiд-

ження та освiта”, (MITRE 2013) (м. Кишинiв, Республiка Молдова, 18–

22 серпня 2013 р.); IX мiжнароднiй науковiй конференцiї для молодих

вчених “Сучаснi проблеми математики i її застосування в природних та

iнформацiйних технологiях” (м. Харкiв, 25–26 квiтня 2014 р.); третiй кон-

ференцiї математичного товариства Республiки Молдова, присвяченiй 50-
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рiччю з дня заснування Iнституту математики та iнформатики “IMCS-

50” (м. Кишинiв, Республiка Молдова, 19–23 серпня 2014 р.); науковiй

конференцiї професорсько-викладацького складу, наукових працiвникiв i

здобувачiв наукового ступеня, присвяченiй 85-рiччю ДонНУ, за пiдсумками

науково-дослiдної роботи за перiод 2015-2016 рр. (м. Вiнниця 15–18 травня,

2017 р.); 11-й мiжнароднiй алгебричнiй конференцiї в Українi, присвяченiй

75-рiччю В. В. Кириченка (м. Київ, 3–7 липня 2017 р.); ХII лiтнiй школi:

“Алгебра, топологiя, аналiз” (с. Колочава, Закарпатська область, 10–

23 липня 2017 р.); четвертiй конференцiї з неасоцiативної математики

(м. Денвер, США, 29 липня - 5 серпня 2017 р.); мiжнароднiй конферен-

цiї з математики, iнформатики та iнформацiйних технологiй присвяченiй

знаменитому вченому Валентину Бiлоусову (м. Бєльци, Республiка

Молдова, 19–21 квiтня 2018 р.); мiжнародному конгресi математикiв 2018

(м. Рiо де Жанейро, Бразилiя, 1–9 серпня 2018); мiжнародних семi-

нарах Iнституту математики та iнформатики АН Республiки Молдови

“Алгебра i математична логiка” (м. Кишинiв, Республiка Молдова, 19–

21 лютого 2009 р., 23–25 лютого 2011 р.); X мiжнародному семiнарi

“Дискретна математика та її застосування” (м. Москва, Росiя, 1–6 лютого

2010 р.); Львiвському мiському алгебраїчному семiнарi пiд керiвництвом

д. фiз.-мат. н., проф. М. Я. Комарницького (м. Львiв, 18 жовтня

2011 р.); п’ятнадцятому мiжнародному науково-практичному семiнарi

“Комбiнаторнi конфiгурацiї та їх застосування” (Кiровоград, 12–13 квiтня

2013 р.); шiстнадцятому мiжнародному науково-практичному семiнарi

“Комбiнаторнi конфiгурацiї та їх застосування” (Кiровоград, 11–12 квiтня

2014 р.); алгебраїчному семiнарi Київського нацiонального унiверситету

iменi Тараса Шевченка (керiвники — д. фiз.-мат. н., член-кор. НАН

України Ю. А. Дрозд, д. фiз.-мат. н. А. П. Петравчук) (м. Київ, 27 вересня

2018 р.); алгебричному семiнарi Iнституту математики НАН України

(керiвник — д. фiз.-мат. н., член-кор. НАН України Ю. А. Дрозд) (м. Київ,

30 жовтня 2018 р.).
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Публiкацiї. Результати дисертацiйного дослiдження опублiковано в

28 працях, з них 5 – у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук

[54–56, 58, 71], 3 – у виданнях, включених до мiжнародної наукометричної

бази “Scopus” [76], [77], [121] та 20 – у матерiалах мiжнародних наукових

конференцiй [53,57,59–70,72–75], [119,120].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,

чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв.

Загальний обсяг дисертацiї — 191 сторiнка. Список використаних джерел

займає 15 сторiнок та мiстить 138 найменувань. Додатки займають 8

сторiнок i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ, ВИБIР МЕТОДIВ

ДОСЛIДЖЕНЬ ТА ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

Цей роздiл має вступний характер та стосується ключових понять дос-

лiдження: бiнарнi квазiгрупи, функцiйнi рiвняння та їх розв’язки, то-

тожностi та многовиди, якi визначаються ними. У ньому наведено огляд

лiтератури та допомiжнi поняття, леми та теореми, якi використовуються

для результатiв дисертацiї, а також зроблено огляд матерiалiв напрямку

дослiдження дисертацiйної роботи.

Бiнарною операцiєю (двомiсною функцiєю), яка визначена на деякiй

множинi, є вiдображенням квадрату цiєї множини в себе. Функцiя,

що визначена на скiнченнiй чи нескiнченнiй множинi, називається

квазiгруповою (оборотною), якщо вона оборотна по кожнiй своїй змiннiй.

Квазiгрупа — алгебраїчна структура в абстрактнiй алгебрi, яка подiбна

до групи тим, що в нiй завжди можливе дiлення (iнших властивостей групи

квазiгрупа немає).

Бiнарна квазiгрупа — це впорядкована пара (𝑄; 𝑓), де 𝑄 — множина,

𝑓 — бiнарна операцiя, що визначена на цiй множинi, така, що кожне з

рiвнянь

𝑓(𝑎, 𝑦) = 𝑏, 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑏

однозначно розв’язне для будь-якої пари елементiв 𝑎, 𝑏 iз множини 𝑄.

Вивченням алгебричної теорiї бiнарних квазiгруп займалися

Р. Х. Брук [24], В. Бiлоусов [10, 11], В. Бiлоусов та М. Сандiк [19],

А. Крапєж [80], Г. Плюкфельдер [95], Дж. Смiт [107], В. Щербаков [137]

та багато iнших.
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1.1. Рiзнi пiдходи до означення квазiгрупи

В дисертацiї розглядаються операцiї, що визначенi на однiй i тiй же

множинi, яку називатимемо базовою або носiєм i позначатимемо через

𝑄. Операцiї вивчаємо на множинi двомiсних функцiй, тобто бiнарних

операцiй. Функцiї (операцiї) позначатимемо префiксними та iнфiксними

символами вiдповiдно, тобто 𝑓(𝑥; 𝑦) та 𝑥 · 𝑦 (𝑥
𝜎· 𝑦). Тотожнe iнфiксне

позначення мiж двома символами змiнних 𝑥 · 𝑦 будемо опускати, тобто

запис матиме вигляд 𝑥𝑦.

Операцiя 𝑓 називається лiвооборотною, якщо довiльний її правий зсув

є пiдстановкою базової множини. Iнакше кажучи, якщо рiвняння 𝑓(𝑥; 𝑎)=

𝑏 має єдиний розв’язок для всiх 𝑎, 𝑏 iз 𝑄, то розв’язок цього рiвняння

позначатимемо через ℓ𝑓(𝑏; 𝑎). Очевидно, що ℓ𝑓 є бiнарною операцiєю, яку

називають лiвим дiленням (спряженням) операцiї 𝑓 i виконуються перша

та друга тотожностi з

𝑓(ℓ𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥, ℓ𝑓(𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥,

𝑓(𝑥; 𝑟𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦, 𝑟𝑓(𝑥; 𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦.
(1.1)

Аналогiчно визначається правооборотна операцiя i праве дiлення

(спряження) 𝑟𝑓 , для якого виконуються третя i четверта рiвностi iз (1.1).

Функцiя 𝑓 називається оборотною або квазiгруповою, якщо вона є

правооборотною i лiвооборотною. При цьому тотожностi (1.1) називаються

визначальними або первинними, а групоїд (𝑄; 𝑓) називається квазiгрупою.

В лiтературi вiдоме iнше означення квазiгрупи:

Означення 1.1 ( [11]). Квазiгрупою називається групоїд (𝑄; ·) такий,
що система рiвнянь 𝑎 ·𝑥 = 𝑏, 𝑦 · 𝑎 = 𝑏 має єдиний розв’язок для довiльних

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄.

Функцiя 𝜎𝑓 називається 𝜎-парастрофом функцiї 𝑓 , якщо вона визначає-

ться таким спiввiдношенням:

𝜎𝑓(𝑥1𝜎;𝑥2𝜎) = 𝑥3𝜎 ⇐⇒ 𝑓(𝑥1;𝑥2) = 𝑥3
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для будь-якого 𝜎 ∈ 𝑆3 := {𝜄, 𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, де 𝑆3 – симетрична група

третього порядку та 𝑠 := (12), ℓ := (13), 𝑟 := (23).

Означення 1.2 ( [11, 38]). Квазiгрупою називається унiверсальна

алгебра (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·) сигнатури (2, 2, 2), що задовoльняє тотожностi з (1.1)

для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, якi записанi в iнфiксному позначеннi:

(𝑥
ℓ· 𝑦) · 𝑦 = 𝑥, 𝑥𝑦

ℓ· 𝑦 = 𝑥, 𝑥 · (𝑥 𝑟· 𝑦) = 𝑦, 𝑥
𝑟· 𝑥𝑦 = 𝑦. (1.2)

В [7] квазiгрупа визначена як алгебра з трьома бiнарними операцiями

(𝑄; ·, ℓ·, 𝑟· ) такими, що виконуються шiсть таких тотожностей з (1.2) та

𝑥
ℓ· (𝑦 𝑟· 𝑥) = 𝑦, (𝑥

ℓ· 𝑦) 𝑟· 𝑥 = 𝑦.

В [94] доведено, що будь якi трiйки тотожностей, що вибираються iз цих

шести, є аксiомами многовида квазiгруп. Якщо (𝑄, ·) є квазiгрупою як

групоїд за означенням 1.1, то (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·) є еквiвалентною квазiгрупою в

розумiннi унiверсальної алгебри за означенням 1.2.

Виходячи iз практичних мiркувань в алгебрi досить зручно

користуватися поданням операцiй за допомогою таблиць Келi, де

описується структура скiнченних алгебраїчних систем шляхом розмiщення

результатiв операцiї в таблицi, що нагадує таблицю множення (названа в

честь англ. математика Артура Келi). Якщо квазiгрупа скiнченна, то

внутрiшня частина таблицi Келi є латинським квадратом, тобто таблиця

множення скiнченної квазiгрупи утворює латинський квадрат. I навпаки,

довiльний латинський квадрат може бути вибраний за таблицю множення,

щоб утворити квазiгрупу. Латинським квадратом називається таблиця

розмiру 𝑛× 𝑛 заповнена 𝑛 рiзними елементами так, що в кожному стовпцi

i кожному рядку всi елементи зустрiчаються по одному разу.

Якщо операцiю позначити через 𝑓 , а довiльний елемент носiя позначити

через 𝑎, то лiва, права та середня трансляцiї позначатимемо 𝐿𝑓
𝑎 , 𝑅

𝑓
𝑎 та 𝑀

𝑓
𝑎

вiдповiдно, тобто мають мiсце такi позначення:

𝐿𝑓
𝑎(𝑥) := 𝑓(𝑎;𝑥), 𝑅𝑓

𝑎(𝑥) := 𝑓(𝑥; 𝑎), 𝑀 𝑓
𝑎 (𝑥) = 𝑦 ⇔ 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑎. (1.3)
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Операцiї 𝑓 , 𝑔 називаються ортогональними (𝑓 ⊥ 𝑔), якщо система{︃
𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑎,

𝑔(𝑥; 𝑦) = 𝑏

має єдиний розв’язок для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄.

Нагадаємо, що лiве мнження ⊕
ℓ
i праве множення ⊕

𝑟
бiнарних операцiй

визначається такими рiвностями:

(𝑔 ⊕
ℓ
ℎ)(𝑥; 𝑦) := 𝑔(ℎ(𝑥; 𝑦); 𝑦), (𝑔 ⊕

𝑟
ℎ)(𝑥; 𝑦) := 𝑔(𝑥;ℎ(𝑥; 𝑦)).

Лема 1.1 ( [14]). Нехай 𝑔, ℎ – оборотнi операцiї, тодi виконуються

таi рiвностi:

𝑔 ⊕
ℓ
ℎ є оборотною ⇔ 𝑔 ⊥ ℓℎ, 𝑔 ⊕

𝑟
ℎ є оборотною ⇔ 𝑔 ⊥ 𝑟ℎ.

1.2. Огляд лiтератури та вибiр напрямкiв дослiдження

Класично теорiя оборотних функцiй (квазiгруп) та їх супутнiх

об’єктiв: луп, латинських квадратiв, кубiв i гiперкубiв, застосовується

в комбiнаторицi, дискретнiй математицi, алгебрi, геометрiї, теорiї

планування i проведення експериментiв тощо. Останнiм часом сфера

використання оборотних функцiй та фукцiйних рiвнянь їх рiзновидiв

розширилася до застосування у криптографiї та написаннi кодiв у

шифруваннi. Особливо це стосується 𝑛-арних функцiй. Найбiльш

вивченими серед них є двомiснi функцiї (бiнарнi операцiї) iз певними

властивостями для застосування. Це, в свою чергу, вимагає вивчення

вiдповiдних функцiйних рiвнянь та їх розв’язування.

Розв’язування функцiйних рiвнянь є однiєю з найстарiших галузей

математичного аналiзу. Значнi кроки у вивченнi цього напрямку зробили

Д’аламбер (1747), Ейлер (1755), Гаусс (1809), Кошi (1831), Дарбу (1875).

Тривалий час функцiйнi рiвняння в алгебрi розглядалися не як загальна

теорiя, а вивчались розв’язки окремо взятого функцiйного рiвняння, яке

поставало з тих чи iнших дослiджень. В основному функцiйнi рiвня-

ння розв’язувались над числовими функцiями. В другiй половинi 20-го
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столiття зрiс iнтерес до шифрування та дешифрування iнформацiї, а це,

в свою чергу, спричинило вивчення функцiйних рiвнянь над оборотними

функцiями, що визначенi на довiльних множинах, в тому числi й на

скiнченних.

Першi ознаки зародження функцiйних рiвнянь як теорiї були в працях,

в яких вивчалися не одне окремо взяте рiвняння, а цiлi класи функцiйних

рiвнянь. Найбiльш поширеним класом функцiйних рiвнянь, який широко

вивчається багатьма науковцями й до сьогоднi та має спiльний алго-

ритм розв’язку, є клас врiвноважених функцiйних рiвнянь, що введений

А. Садом в 1959 роцi [98]. Згодом А. Крапєж [83] помiтив, що даний клас

можна розширити iз збереженням спiльного, але видозмiненого методу їх

розв’язання. Цей клас названий квадратичними рiвняннями.

Загальний розв’язок над квазiгрупами функцiйного рiвняння

асоцiативностi дав В. Д. Бiлоусов у своїй вiдомiй теоремi “про чотири

квазiгрупи” [9]. До того розглядались частиннi випадки узагальненої то-

тожностi асоцiативностi А. Сушкевичем [125], Т. Iвенсом [37], В. Девiде [29],

А. Садом [98] та багатьма iншими авторами. До рiвняння асоцiативностi

зводиться узагальнене рiвняння транзитивностi. Як функцiйне рiвняння,

узагальнену тотожнiсть транзитивностi розглядав М. Хоссу [41].

Узагальнену тотожнiсть медiальностi та її частиннi випадки

розглядали рiзнi автори: А. Сад (в основному пiд назвою ентропiї),

С. К. Cтейн [124], К. Тойода [129], Р. Х. Брук [24], Д. Медоч [92] (пiд

назвою квазiабелевiсть). Як функцiйне рiвняння, загальна тотожнiсть

медiальностi розглядалась багатьма авторами. В теорiї функцiйних

рiвнянь тотожнiсть медiальностi називається загальною бiсеметрiєю,

розв’язки якої для квазiгруп подано в статтi Я. Ацеля [4]. Для бiнарних

функцiй вищих арностей розв’язки загального функцiйного рiвняння

медiальностi розглянуто в працi В. Д. Бiлоусова [15].

Рiзними авторами в рiзний час пiднiмалися питання про вивчення то-

тожностей з точнiстю до певних еквiвалентностей:
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— рiвносильнiсть (Дж. Ацель [3], С. Крстiч [86], Т. Попович [96] та iншi),

— парастрофна рiвносильнiсть (В. Бiлоусов [20], Ф. Сохацький [112],

А. Крапєж [83], Д. Жiвкович [85], С. Сiмiч [84], Р. Коваль [50] та iншi),

— iзострофнiсть (В. Бiлоусов [12], A. Чебан [133], A. Крапєж [79, 81],

В. Дудек [33], К. Щукiн [106] та iншi) тощо.

Квадратичнi тотожностi розглядав А. Крапєж i низка iнших

спiвавторiв [83], [85], [84]. Класифiкацiєю узагальнених квадратичних

функцiйних рiвнянь малої довжини з точнiстю до парастрофної рiвносиль-

ностi займалася Р. Коваль [50,51]. Вона дослiдила, що загальних функцiй-

них рiвнянь вiд двох рiзних предметних i двох рiзних функцiйних змiнних є

понад 12. А. Крапєж [79] описує, що узагальнених функцiйних рiвнянь вiд

двох рiзних предметних i двох рiзних функцiйних символiв є 24 форми,

якi вiн подiляє на {1, 2}−, {1, 3}− i {2, 3}-послiдовностi з точнiстю до

iзострофiї, при цьому вiн надає одному iз функцiйних символiв значення

константи.

Виходячи iз застосування у криптографiї, своєрiдну класифiкацiю то-

тожностей типу (𝑚; 2) на квазiгрупах зробили C. Марковскi, В. Дiмiтрова

та С. Самадярська [88]. Серед описаних ними класiв тотожнос-

тей з точнiстю до iзоморфiзму є мiнiмальнi парастрофнi тотожностi

типу (2; 2). Деяку класифiкацiю з точнiстю до рiвносильностi тотож-

ностей типу (2; 2) зробила Т. Попович [96]. Вона описала множини

пар ортогональних парастрофiв для бiнарних Т-квазiгруп. Узагальненi

парастрофнi тотожностi довжини два на квазiгрупах з властивiстю обо-

ротностi описали А. Д. Кiдвел з В. О. Щербаковим [46]. Класифi-

кацiя парастрофної комутативностi з точнiстю до рiвносильностi була

зроблена C. Стейном [124]. Його результати описує В. Бiлоусов [12], де

наводить таблицю тотожностей не лише парастрофної комутативностi, а

й парастрофної асоцiативностi, парастрофної медiальностi, парастрофної

дистрибутивностi, парастрофної тотожностi I закону Стейна.

В. Д. Бiлоусов [17] вiдмiтив, що загальнi тотожностi та функцiйнi рiв-
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няння доцiльно розглядати з точнiстю до парастрофної рiвносильностi.

Використовуючи цей пiдхiд, вiн дав повну класифiкацiю мiнiмальних

тотожностей на квазiгрупах [20]. Проте, вперше понятiйний апарат

для функцiйних рiвнянь було розроблено Ф. Сохацьким [112], де

також вiдмiчено низку властивостей функцiйних рiвнянь. Зокрема, вiн

вiдмiтив залежнiсть мiж множинами розв’язкiв функцiйних рiвнянь, в

яких функцiйнi змiннi одного функцiйного рiвняння є парастрофами

iншого, тому запропонував розглядати функцiйнi рiвняння з точнiстю

до парастрофної рiвносильностi. Завдяки цьому ним доведено, що

кожне парастрофно-нескоротне загальне квадратичне рiвняння вiд трьох

предметних змiнних прастрофно рiвносильне загальному функцiйному рiв-

нянню асоцiативностi, а вiд чотирьох предметних змiнних парастрофно-

рiвносильне або загальному функцiйного рiвнянню медiальностi, або

загальному функцiйному рiвнянню псевдомедiальностi. Р. Коваль [50]

класифiкує загальнi квадратичнi функцiйнi рiвняння вiд чотирьох

предметних змiнних, яке має хоча б одне самодостатнє пiдслово, i вказує,

що таке рiвняння парастрофно-рiвносильне точно одному iз 12 рiвнянь.

Цим самим вона завершує класифiкацiю всiх загальних квадратичних

функцiйних рiвнянь вiд 𝑛 змiнних (𝑛 = 2, 3, 4) з точнiстю до парастрофної

рiвносильностi. Крiм того, встановлено, що кожне парастрофно-

нескоротне квадратичне функцiйне рiвняння вiд п’яти предметних змiнних

парастрофно-рiвносильне принаймнi одному iз 4 функцiйних рiвнянь.

А. Крапєж з колегами [84], [85] завершує класифiкацiю квадратичних

функцiйних рiвнянь вiд п’яти предметних змiнних i цим самим пiдтверджує

методом побудови iзоморфних графiв, що всi такi рiвняння парастрофно-

рiвносильнi точно одному iз 4 функцiйних рiвнянь. В [84] вiн дає, за допо-

могою iзоморфних графiв, повну класифiкацiю квадратичних функцiйних

рiвнянь вiд шести предметних змiнних i встановлює, що всi такi загальнi

квадратичнi функцiйнi рiвняння парастрофно-рiвносильнi точно одному

iз 14 функцiйних рiвнянь. Крiм того вiн виводить загальну формулу
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обчислення кiлькостi квадратичних функцiйних рiвнянь вiд 𝑛 предметних

змiнних.

В. Бiлоусов [13] пiдняв питання класифiкацiї мiнiмальних тотожнос-

тей на квазiгрупах. При цьому вiн не розглядав тотожностi, якi з його

точки зору не викликають iнтересу. Справдi, вiн розглядав лише тотож-

ностi, якi гарантують ортогональнiсть парастрофiв квазiгрупи, в якiй ви-

конується така тотожнiсть. Iншi тотожностi, якi вiдкидав В. Бiлоусов,

не завжди мають властивiсть ортогональностi, проте вони досить часто

зустрiчаються i використовуються в теорiї квазiгруп. Тому питання, яке

поставив В. Бiлоусов, було уточнене Ф. Сохацьким [112]. Як наслiдок,

Р. Коваль [50] розглядала загальнi функцiйнi рiвняння на квазiгрупах.

Зокрема, вона класифiкувала всi функцiйнi рiвняння типу (3; 2), тобто як

з квадратами, так i без квадратiв. Всього таких класiв виявилося точно

три. Перший клас не мiстить квадратiв, тобто пiдтермiв виду 𝐹 (𝑥;𝑥).

Парастрофнi тотожностi цього класу класифiкував В. Бiлоусов на квазiг-

рупах. В своїй теоремi вiн отримав двi тотожностi Стейна, три тотожностi

Шредера та ще двi нових тотожностi, якi сьогоднi ми називаємо законами

Бiлоусова. Всього їх виявилося точно сiм. Паралельно iз В. Бiлоусовим

над цим питання працював T. Iванс [36], який встановлює, що таких

класiв 14, його результат спростовує Ф. Бенет [8] i встановлює, що їх 8.

Проте, всього їх виявилося сiм, як доведено у В. Бiлоусова. Цей результат

пiдтверджується в данiй роботi.

1.3. Функцiйнi рiвняння та тотожностi

В пiдроздiлi дано означення тотожностi та функцiйного рiвняння. Мiж

цими двома поняттями є досить сильний зв’язок, аналогiчно тому як мiж

бiнарними вiдношеннями та графами. Наприклад, бiнарнi вiдношення

можна подати як графи i в деякiй мiрi навпаки: деякi види графiв можна

розглядати як бiнарнi вiдношення. Так само мiж функцiйними рiвняннями

та тотожностями є досить великий перетин.
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Пiд поняттям тотожнiсть насправдi розумiють в одному випадку вислiв

мови першого порядку, в iншшому випадку – це пердикат мови другого по-

рядку, а саме:

— ‘вислiв’, наприклад, в множинi дiйсних чисел (R; ·), iстиною є така

тотожнiсть

(∀𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧) (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧); (1.4)

— ‘предикат’, наприклад, клас квазiгруп визначається такою тотожнiстю

(∀𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧) (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧), (1.5)

тобто тотожнiсть асоцiативностi для множення дiйсних чисел – це вислiв,

а у твердженнi “асоцiативнiсть визначає клас напiвгруп”, теж в лiтературi

вживається термiн – ‘тотожнiсть’, хоча насправдi тут – це ‘предикат’.

У випадку (1.4) символ (·) – то є функцiйна стала, а в випадку (1.5),

символ (·) – то функцiйна змiнна. Саме в другому випадку тотожнiсть

доцiльно називати ‘функцiйним рiвнянням’, а клас всiх напiвгруп є класом

всiх розв’язкiв функцiйного рiвняння асоцiативностi. Слiд розрiзняти цi

два поняття, тому збережемо назву ‘тотожнiсть’ лише для (1.4), а (1.5)

називатимемо ‘функцiйне рiвняння’.

Для визначення функцiйного рiвняння випишемо додатковi позначення

та означення, якi були введенi в статтi Ф. М. Сохацього [118].

Нехай 𝑄 — базова множина i нехай маємо такi позначення:

𝒬 := {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎1, . . . } — множина фiксованих елементiв iз 𝑄 (предметнi

сталi, тобто константи);

ℱ := {𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑓1, 𝑓2, . . . } — множина функцiйних символiв, якi позначають

одну i лише одну операцiю, що визначена на 𝑄 (функцiйнi сталi);

𝒳 := {𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . . } — множина предметних змiнних, якi набувають

значень в множинi 𝑄;

F := {𝐹, 𝐹1, 𝐹1, . . . } — множина функцiйних змiнних, якi набувають

значень в множинi функцiй, що визначенi на множинi 𝑄, причому

функцiйна змiнна арностi 𝑛 набуває значень лише серед 𝑛-мiсних функцiй.

Означення терма:
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1) кожна змiнна iз 𝒳 i кожна константа iз 𝒬 є термом;

2) якщо 𝑓 ∈ ℱ є 𝑛-арна функцiя, 𝐹 ∈ F є 𝑛-арна функцiйна змiнна i

𝑇1, . . . , 𝑇𝑛 є термами, то 𝑓(𝑇1, . . . , 𝑇𝑛), 𝐹 (𝑇1, . . . , 𝑇𝑛) є термами;

3) iнших термiв не iснує.

Терм називається словом, якщо вiн не має жодної функцiйної змiнної.

Нехай 𝑇 терм, тодi [𝑇 ] i ⟨𝑇 ⟩ вiдповiдно позначають множини всiх

предметних i функцiйних змiнних, якi з’являються в записi терма 𝑇 . Якщо

терм має вид 𝐹 (𝑥;𝑥), то його називають квадратом.

Нехай [𝑇1] ∪ [𝑇2] := {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} and {𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑘} ⊆ ⟨𝑇1⟩ ∪ ⟨𝑇2⟩, тодi
формула

(∀𝐹1)(∀𝐹2) . . . (∀𝐹𝑘)(∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)(𝑇1 = 𝑇2) (1.6)

називається унiверсальною (квантифiкованою) рiвнiстю. Скрiзь в

дисертацiї позначатимемо таку рiвнiсть без кванторiв.

Означення 1.3 (Ф. М. Сохацький [118, c. 81]). Унiверсальна рiвнiсть

(1.6) називається функцiйним рiвнянням на 𝑄, якщо вона має принаймнi

одну вiльну функцiйну змiнну, iнакше вона називається:

— тотожнiстю, якщо вона є висловом i цей вислiв iстинний;

— протирiччям, якщо цей вислiв хибний.

Означення 1.4 (Ф. М. Сохацький [118, c. 81]). Функцiйне рiвняння

називається чистим, якщо воно не має нi функцiйних, нi предметних

сталих.

Означення 1.5 (Ф. М. Сохацький [118, c. 81]). Значення

лексикографiчної послiдовностi всiх вiльних функцiйних змiнних даного

функцiйного рiвняння називається його розв’язком, якщо рiвняння

стає тотожнiстю пiсля пiдстановки компонентiв розв’язку замiсть

функцiйних змiнних.

Чистi функцiйнi рiвняння можна розглядати на кожнiй базовiй

множинi та на кожному носiєвi воно має свою множину розв’язкiв. Отже,

розв’язком чистого функцiйного рiвняння є пара: носiй i послiдовнiсть
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функцiй, що визначена на базовiй множинi. Тому всi розв’язки

функцiйного рiвняння утворюють алгебру. Клас називається многовидом,

якщо вiн описується тотожностями, тобто в цiй термiнологiї — клас є

многовидом, якщо вiн є розв’язком чистого функцiйного рiвняння.

Означення 1.6 (Ф. М. Сохацький [118, c. 81]). Формула (1.6) нази-

вається унiверсальною квазiгруповою рiвнiстю, якщо i функцiйнi змiннi,

i функцiйнi сталi є квазiгруповими операцiями.

Квазiгруповi гiпертотожностi дослiджував Ю. Мовсiсян [91]. Нова

редакцiя означення та перелiк всiх бiнарних гiпертотожностей виписанi

Ф. М. Сохацьким [118].

Первиннi квазiгруповi гiпертотожностi — це чистi квазiгруповi тотож-

ностi (чистi функцiйнi рiвняння), якi випливають iз означення оборотних

операцiй та їх парастрофiв. Для бiнарного випадку цi тотожностi такi:

𝜎(𝜏𝐹 ) = 𝜎𝜏𝐹 , 𝑠𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥),

ℓ𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥,

𝑟𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦,

𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑥)) = 𝑦, 𝐹 (𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦,

𝑠𝑟𝐹 (𝐹 (𝑦, 𝑥), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑠𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑥.

(1.7)

Зауваження 1.1. Зауважимо, що переiменувавши предметнi змiннi

у функцiйному рiвняннi, ми отримаємо рiзнi формули, якi є записами

одного й того ж функцiйного рiвняння, оскiльки всi предметнi змiннi у

цих формулах зв’язанi кванторами загальностi.

Розв’язок функцiйного рiвняння — це послiдовнiсть функцiй (опера-

цiй), що визначенi на множинi, яка пiсля пiдстановки замiсть функцiй-

них змiнних їх значень iз послiдовностi при лексикографiчному поря-

дку, перетворює дане рiвняння в iстинне висловлення. Лексикографiчний

порядок предметних змiнних означає, що їх появи записуються вiдповiдно

до алфавiтного порядку змiнних.
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Означення 1.7. Кажуть, що два функцiйнi рiвняння рiвносильнi на

носiєвi, якщо вони мають одну й ту ж множину розв’язкiв на даному

носiєвi. Два чистих функцiйних рiвняння називають рiвносильними,

якщо вони рiвносильнi на кожному носiєвi, тобто якщо вони мають один

i то й же многовид розв’язкiв.

Слiдуючи А. Саду [104], операцiю назвемо дiагональною, якщо 𝑓(𝑥;𝑥)

є пiдстановкою носiя. Бiнарну функцiйну змiнну назвемо дiагональною,

якщо вона представляє дiагональнi операцiї.

Два функцiйнi рiвняння називаються парастрофно-первинно-

рiвносильними, якщо одне з них можна отримати за скiнченну кiлькiсть

таких крокiв:

1) застосування гiпертотожностей (1.7);

2) замiна сторiн рiвняння;

3) переiменування предметних змiнних;

4) переiменування функцiйних змiнних.

Означення 1.8 ( [112]). Два функцiйних рiвняння називаються

парастрофно-первинно-рiвносильними, якщо одне з iншого можна

отримати за скiнченну кiлькiсть застосувань таких парастрофно-

первинних перетворень:

1) перейменування предметних змiнних;

2) перейменування функцiйних змiнних;

3) перетворення за комутуванням: замiна пiдтерма виду 𝐹 (𝜔, 𝜐) термом
𝑠𝐹 (𝜐, 𝜔);

4) перетворення за зовнiшнiм дiленням: перехiд вiд рiвностi виду

𝐹1(𝜔1, 𝜔2) = 𝐹2(𝜐1, 𝜐2) до рiвностi
𝑟𝐹1(𝜔1, 𝐹2(𝜐1, 𝜐2)) = 𝜔2;

5) перетворення за внутрiшнiм правим (лiвим) дiленням через змiнну 𝑥:

замiна пiдтерма 𝐹 (𝑥, 𝜔) на 𝑥 i одночасно замiна всiх iнших появ змiнної

𝑥 термом 𝑟𝐹 (𝑥, 𝜔) (замiна пiдтерма 𝐹 (𝜔, 𝑥) на 𝑥 i одночасно замiна всiх

iнших появ змiнної 𝑥 термом ℓ𝐹 (𝜔, 𝑥)), якщо 𝑥 не має появи в термi 𝜔;

6) замiна частин рiвняння: замiна рiвняння 𝜔 = 𝜐 на 𝜐 = 𝜔.
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Для скороченого запису парастрофно-первинну рiвносильнiсть

позначатимемо знаком ≍. Перетворення за комутуванням, внутрiшнє

дiлення на пiдтерм через змiнну та зовнiшнє дiлення на деякий пiдтерм

називають парастрофно-первинними перетвореннями рiвняння. Кажуть,

що рiвняння 𝜔 = 𝜐 зводиться до рiвняння 𝜔
′
= 𝜐

′
, якщо вiд одного до

iншого можна перейти за скiнченну кiлькiсть застосувань парастрофно-

первинних перетворень 1)-6).

Лема 1.2 ( [50]). Кожне функцiйне рiвняння зводиться

комутуванням до рiвняння, в якому довiльне пiдслово 𝜐1 · 𝜐2 задо-

вольняє умову |𝜐1| 6 |𝜐2|, а пiдслово 𝑡1𝑡2, — умову 𝑡1 4 𝑡2, де 𝑡1, 𝑡2 —

предметнi змiннi.

Два функцiйнi рiвняння називаються дiагонально парастрофними,

якщо одне з них можна отримати за скiнченну кiлькiсть таких крокiв:

1) застосування надтотожностей (1.7);

2) замiна сторiн рiвняння;

3) переiменування предметних змiнних;

4) переiменування функцiйних змiнних

5) замiна пiдтерма 𝐹 (𝑥;𝑥) на пiдтерм 𝛿𝐹 (𝑥), якщо 𝐹 є дiагональною

функцiйною змiнною i навпаки.

Лема 1.3 (Р. Коваль [50, с. 54]). Множини предметних змiнних

первинно самодостатнiх послiдовностей пiдтермiв не змiнюються при

первинних перетвореннях.

Наслiдок 1.1 (Р. Коваль [50, с. 54]). Кiлькiсть (мiнiмальних) пер-

винно самодостатнiх пiдмножин предметних змiнних функцiйного рiв-

няння є iнварiантною при первинних перетвореннях.

Лема 1.4 (Р. Коваль [50, с. 54]). Якщо узагальненi функцiйнi

рiвняння 𝜔 = 𝜐 i 𝜔
′

= 𝜐
′

вiд 𝑛 предметних змiнних та

𝑚 функцiйних змiнних є парастрофно-первинно-рiвносильними, то

iснують послiдовнiсть перестановок 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚 множини {1, 2, 3} та
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перестановки 𝜏 множини {1, . . . ,𝑚} такi, що для довiльної мно-

жини 𝑄 для довiльного розв’язку (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) рiвняння 𝜔 = 𝜐 вибiрка

(𝜎1𝜏𝑓1𝜏 , . . . ,
𝜎𝑚𝜏𝑓𝑚𝜏) є розв’язком рiвняння 𝜔′ = 𝜐′.

Оскiльки вивчаються функцiйнi рiвняння лише квазiгруповi, то кожна

предметна змiнна має принаймнi двi появи у рiвняннi. Звiдси випливає

таке зауваження.

Твердження 1.1 (Р. Коваль [50, с. 54]). Якщо функцiйне рiвняння

має лише одну появу однiєї iз незалежних предметних змiнних i таке

рiвняння має розв’язок в множинi квазiгрупових операцiй деякого носiя,

то носiй є одноелементним.

Згiдно з цим твердженням, вважаємо, що у функцiйному рiвняннi

кожна незалежна предметна змiнна має не менше двох появ. Якщо кожна

незалежна предметна змiнна має точно по двi появи у рiвняннi, то таке рiв-

няння називають квадратичним (вперше термiн ввiв А. Крапєж, як строго

квадратичне [83]).

1.3.1. Рiвняння вiд двох та трьох функцiйних змiнних

Узагальненi функцiйнi рiвняння вiд двох функцiйних змiнних на бiнар-

них квазiгрупах вивчали та розв’язували, виходячи iз застосування, рiзнi

автори С. Крстич [86], А. Крапєж [78,83], В. Д. Бiлоусов [13,20], M. Тейлор,

Р. Коваль [50], Ф. М. Сохацький [112] та iншi. Зокрема, класифiкацiєю

таких рiвнянь на квазiгрупах займалися Р. Коваль [50] та А. Крапєж [78].

Вони вивчали лише квадратичнi функцiйнi рiвняння. Р. Коваль в

Теоремi 2.2.2 (стор. 20 [50]) дала повну класифiкацiю квадратичних уза-

гальнених функцiйних рiвнянь вiд двох функцiйних змiнних з точнiстю

до парастрофно-первинної рiвносильностi та виписала вiдповiдно мно-

жини розв’язкiв отриманих рiвнянь (в її дисертацiї термiн “парастрофно-

первинна рiвносильнiсть називається “парастрофна рiвносильнiсть”, а

термiн “узагальнене рiвняння” називається “загальне рiвняння”).
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Теорема 1.1 (Р. Коваль [50, с. 20]). Кожне загальне квадратичне

функцiйне рiвняння вiд двох предметних змiнних парастрофно-

рiвносильне точно одному з рiвнянь:

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑦; 𝑦), (1.8)

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝑥; 𝑦) (1.9)

i їх множини розв’язкiв вiдповiдно дорiвнюють:

{(𝑓1; 𝑓2)|𝑢𝑛𝑓1 = 𝑢𝑛𝑓2}, {(𝑓1; 𝑓2)|𝑓1 = 𝑓2}.

Обидва рiвняння цiєї теореми є квадратичними. Рiвняння (1.8)

— неврiвноважене, (1.9) — врiвноважене. А. Крапєж [78] пiдтвердив

результати класифiкацiї таких квадратичних рiвнянь, використавши

неiзоморфнi графи Крстича, а саме встановлено: якщо два 3-

зв’язнi мультиграфи Крстича з двома вершинами та трьома ребрами

неiзоморфнi, то вiдповiднi їм узагальненi функцiйнi рiвняння парастрофно-

нерiвносильнi.

Розв’язування квадратичних врiвноважених функцiйних рiвнянь на

рiзних множинах, в тому числi й на квазiгрупах дослiджував А. Крапєж

[83]. Загальну формулу розв’язкiв квадратичних рiвнянь (1.8) та

(1.9) на квазiгрупах у 2005 роцi запропонувала Р. Коваль [50].

У 2010 роцi А. Крапєж з iншими авторами у спiльних працях

отримали формулу загального розв’язку для будь-якого узагальненого

квадратичного врiвноваженого функцiйного рiвняння [84,85].

Крiм класифiкацiї та розв’язування функцiйних рiвнянь вiд двох функ-

цiйних змiнних вивчали i кiлькiсть рiзних варiацiй виглядiв таких функ-

цiйних рiвнянь з деякими умовами. Наприклад, А. Крапєж [79] описує,

що узагальнених функцiйних рiвнянь вiд двох рiзних предметних i двох

рiзних функцiйних символiв є 24 форми, якi вiн подiляє на {1, 2}-, {1, 3}-
i {2, 3}-послiдовностi, при цьому надає одному iз функцiйних символiв

значення константи. Квадратичнi функцiйнi рiвняння вiд двох рiзних

предметних i двох рiзних функцiйних змiнних на квазiгрупах дослiджувала
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Р. Коваль [50] i встановила, що їх є понад 12 рiвнянь.

Узагальненi функцiйнi рiвняння вiд трьох функцiйних змiнних

дослiджував В. Д. Бiлоусов [13, 20], зокрема вiн вивчав рiвняння в

термах яких немає квадратiв i називав такi рiвняння мiнiмальними

нетривiальними тотожностями.

Теорема 1.2 (В. Бiлоусов [13, c. 7]). Будь-яка мiнiмальна

нетривiальна тотожнiсть в квазiгруповiй алгебрi зводиться лише до

одного вигляду:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑥; 𝑦)))) = 𝑦. (1.10)

З огляду на ортогональнiсть квазiгруп, в зв’язку з комбiнаторними

питаннями, якi виникли в результатi застосувань, В. Д. Бiлоусов почав

iнтуїтивно вивчати функцiйнi рiвняння, не визначаючи чiтких понять та

оначень. Питання, яке поставив Бiлоусов, було вдосконалене та уточнене

Ф. М. Сохацьким [112]. Як наслiдок, Р. Коваль [50] розглядала узагальненi

функцiйнi рiвняння на квазiгрупах, що мають три появи однiєї предметної

змiнної та двi появи iншої предметної змiнної. Всього таких класiв уза-

гальнених рiвнянь виявилося три.

Теорема 1.3 (Р. Коваль [50, с. 56]). Кожне загальне функцiйне рiв-

няння, запис якого мiстить двi рiзнi предметнi i три функцiйнi змiннi,

парастрофно-рiвносильне точно одному з рiвнянь:

𝐹1(𝐹2(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (1.11)

𝐹1(𝐹2(𝑦; 𝑦);𝑥) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (1.12)

𝐹1(𝐹2(𝑦; 𝑦); 𝑦) = 𝐹3(𝑥;𝑥). (1.13)

Крiм цього Р. Коваль порахувала, що узагальнених функцiйних рiвнянь

вiд двох рiзних предметних змiнних та трьох рiзних функцiйних змiнних є

понад 140.
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1.3.2. Рiвняння вiд чотирьох та п’яти функцiйних змiнних

Узагальненi функцiйнi рiвняння вiд чотирьох функцiйних змiнних та

трьох предметних змiнних дослiджувала Р. Коваль [50] та систематизував

A. Крапєж [82]. Парастрофно-первинну нерiвносильнiсть отриманих рiв-

нянь Крапєж встановив за допомогою неiзоморфних графiв: функцiйнi

рiвняння парастрофно-первинно рiвносильнi, якщо вiдповiднi їм 3-зв’язнi

мультиграфи С. Крстича з чотирма вершинами та трьома ребрами

iзоморфнi. Всього таких рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiв-

носильностi виявилося точно п’ять. Сформулюємо в термiнах функцiйних

рiвнянь теорему отриману Р. Коваль та уточнену A. Крапєжем.

Теорема 1.4 (Р. Коваль [50, c. 20], А. Крапєж [82, c. 269]). Кожне

чисте узагальнене бiнарне квазiгрупове нетривiальне квадратичне

функцiйне рiвняння парастрофно-первинно рiвносильне точно одному з

рiвнянь:

𝐹1(𝐹2(𝑥; 𝑦); 𝑧) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑦; 𝑧)), (1.14)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑦; 𝑦);𝐹4(𝑧; 𝑧), (1.15)

𝐹1(𝐹2(𝑥; 𝑦); 𝑧) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦); 𝑧), (1.16)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑦; 𝑧);𝐹4(𝑦; 𝑧)), (1.17)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑦;𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑧; 𝑧))). (1.18)

Перше рiвняння є вiдомим узагальненим рiвнянням асоцiативностi,

його розв’язав В. Д. Бiлоусов [9]. Теорема про його розв’язки має назву

“теорема про чотири квазiгрупи”, яка з повним доведенням опублiкована

в [4]. Деякi удосконалення в розв’язках отримав Ф. М. Сохацький [121].

Використовуючи методи теорiї графiв, рiвняння (1.18) знайшов i розв’язав

A. Крапєж [82]. Решту рiвнянь (1.15)–(1.17) знайшла i розв’язала на

множинi бiнаних квазiгруп Р. Коваль [51].

Теорема про чотири квазiгрупи в уточненому формулюваннi,

знайденому Ф. Сохацьким [121].
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Теорема 1.5 (В. Бiлоусов [9]). Нехай (𝑄; ·) — група та 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿,

𝜈 — перестановки множини 𝑄. Тодi четвiрка (𝑔1; 𝑔2; 𝑔3; 𝑔4), визначена

рiвностями

𝑔1(𝑡; 𝑧) = 𝛿𝑡 · 𝛾𝑧, 𝑔2(𝑥; 𝑦) = 𝛿−1(𝛼𝑥 · 𝛽𝑦),

𝑔3(𝑥;𝑢) = 𝛼𝑥 · 𝜈𝑢, 𝑔4(𝑦; 𝑧) = 𝜈−1(𝛽𝑦 · 𝛾𝑧),
(1.19)

є квазiгруповим розв’язком (1.14) на 𝑄.

Навпаки, якщо четвiрка операцiй (𝑔1; 𝑔2; 𝑔3; 𝑔4) є квазiгруповим

розв’язком (1.14), тодi для довiльного елемента 𝑒 ∈ 𝑄 iснує унiкальна

послiдовнiсть (·;𝛼; 𝛽; 𝛾; 𝛿; 𝜈) оборотних операцiй, визначених на 𝑄 таких,

що (𝑄; ·) — група з нейтральним елементом 𝑒, 𝛿𝑒 = 𝜈𝑒 = 𝑒 та рiвностi

(1.19) iстиннi. В цьому випадку операцiї (·), 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜈 можуть бути

визначенi таким чином:

𝛿𝑥 = 𝑔1(𝑥;
𝑟𝑔1(𝑒; 𝑒)), 𝛼𝑥 = 𝑔3(𝑥; 𝑒), 𝜈𝑥 = 𝑔3(

ℓ𝑔3(𝑒; 𝑒);𝑥)

𝛾𝑥 = 𝑔1(𝑒;𝑥), 𝑥 · 𝑦 = 𝑔1(𝛿
−1(𝑥); 𝛾−1(𝑦)), 𝛽𝑥 = 𝛿𝑔2(

ℓ𝑔3(𝑒; 𝑒);𝑥).

(1.20)

Iснування узагальнених функцiйнi рiвняння вiд чотирьох функцiйних

змiнних та двох рiзних функцiйних змiнних встановила Р. Коваль [50].

Вона знайшла 13 таких рiвнянь.

Теорема 1.6 (Р. Коваль [50, c. 58]). Кожне неквадратичне функцiйне

рiвняння, запис якого мiстить двi рiзнi предметнi i чотири функцiйнi

змiннi, парастрофно-рiвносильне принаймнi одному з рiвнянь:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝐹3(𝑥, 𝑦)) = 𝐹4(𝑦, 𝑦); (1.21)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑦, 𝑦)) = 𝐹4(𝑦, 𝑦); (1.22)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑥, 𝑦)) = 𝐹4(𝑦, 𝑦); (1.23)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝐹3(𝑥, 𝑦)) = 𝐹4(𝑥, 𝑦); (1.24)

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦), 𝑦) = 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝑦), 𝑥); (1.25)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝑥) = 𝐹3(𝐹4(𝑦, 𝑦), 𝑥); (1.26)

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦), 𝑦) = 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝑥), 𝑥); (1.27)
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𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦), 𝑥) = 𝐹3(𝐹4(𝑦, 𝑦), 𝑥); (1.28)

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦), 𝑥) = 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝑦), 𝑦); (1.29)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝐹3(𝐹4(𝑦, 𝑦), 𝑥); (1.30)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝑦) = 𝐹3(𝐹4(𝑦, 𝑦), 𝑥); (1.31)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝑦), 𝑦); (1.32)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝑦), 𝑦). (1.33)

Крiм того, Р. Коваль [50] пораховано, що узагальнених функцiй-

них рiвнянь вiд чотирьох рiзних функцiйних змiнних та вiд двох рiзних

предметних змiнних є понад 1100, а вiд трьох рiзних предметних змiнних

є понад 1000.

В [119], а пiзнiше в [116] було встановлено, що кожне узагальнене

дистрибутивно-подiбне квазiгрупове функцiйне рiвняння без квадратiв

парастрофно-первинно-рiвносильне принаймнi одному з рiвнянь

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦);𝐹5(𝑥; 𝑧)), (1.34)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑥; 𝑧));𝑥), (1.35)

𝐹1(𝐹2(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝐹5(𝑥; 𝑧); 𝑧)), (1.36)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑧) = 𝐹3(𝐹4(𝐹5(𝑥; 𝑦); 𝑦); 𝑧), (1.37)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑧)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥; 𝑧))). (1.38)

Перше рiвняння є вiдомим рiвнянням узагальненої дистрибутивностi,

частковi розв’язки його дано [18, 21, 34]. До сьогоднi знайти всi розв’язки

на множинi квазiгрупових операцiй цього рiвняння — це вiдома проблема.

Iншi функцiйнi рiвняння, що є парастрофно-первинно-еквiвалентними

рiвнянню (1.35), розв’язанi Р. Коваль в [52].

Теорема 1.7 (Р. Коваль [52]). П’ятiрка (𝑓1, . . . , 𝑓5) квазiгрупових опе-

рацiй, що визначенi на довiльнiй фiксованiй множинi 𝑄, є розв’язком рiв-

няння

𝐹1(𝐹2(𝑧;𝑥);𝐹3(𝑦; 𝑧)) = 𝐹4(𝐹5(𝑥; 𝑦);𝑥) (1.39)
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тодi i тiльки тодi, коли iснує групова операцiя (+) та пiдстановки 𝛼, 𝛽,

𝛾, 𝛿, 𝜇 множини 𝑄 такi, що

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝛼𝑥+ 𝛾𝑦, 𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝛼−1(𝜇𝑦 − 𝛽𝑥),

𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝛾−1(𝛽𝑦 + 𝛿𝑥), 𝑓5(𝑥; 𝑦) =
ℓ𝑓4(𝜇𝑥+ 𝛿𝑦; 𝑦),

(1.40)

для квазiгрупової операцiї 𝑓4 ортогональної до групового iзотопу (∘), де
𝑥 ∘ 𝑦 := 𝜇𝑥+ 𝛿𝑦.

1.4. Основний закон парастрофної симетрiї

Нехай 𝑃 довiльне твердження в класi квазiгруп A. Твердження 𝜎𝑃

називаємо 𝜎-парастрофом твердження 𝑃 , якщо його можна отримати з

𝑃 замiною кожного парастрофа (
𝜏·) на (

𝜏𝜎−1

· ); де 𝜎A позначає клас всiх 𝜎-

парастрофiв квазiгруп з класу A. Основний закон симетрiї формулюється

в такiй теоремi:

Теорема 1.8 (Ф. Сохацький [118]). Нехай A – клас квазiгруп. Твер-

дження 𝑃 iстинне в A тодi i тiльки тодi, коли 𝜎𝑃 iстинне в 𝜎A.

З основного закону парастрофної симетрiї випливає низка наслiдкiв.

Наслiдок 1.2 (Ф. Сохацький [118]). Нехай 𝑃 iстинне в класi квазiгруп

A, тодi для всiх 𝜎 ∈ Ps(A) в цьому ж класi буде iстине твердження 𝜎𝑃 .

Наслiдок 1.3 (Ф. Сохацький [118]). В тотально-симетричному

класi квазiгруп разом з довiльним твердженням iстинний довiльний

парастроф цього твердження.

Прикладами тотально-симетричних класiв є многовид дистрибутивних

квазiгруп, многовид всiх квазiгруп, многовид iдемпотентних квазi-

груп, многовид унiпотентних луп тощо. Серед довiльних тверджень

найпоширенiшим є тотожнiсть, тому для тотожностi маємо такий наслiдок.

Наслiдок 1.4 (Ф. Сохацький [118]). Тотожнiсть 𝜔 = 𝜐 визначає

многовид квазiгруп A, тодi i тiльки тодi, коли 𝜎-парастроф 𝜎(𝜔 = 𝜐) цiєї

тотожностi визначає многовид 𝜎A, де 𝜎 ∈ 𝑆3.
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Зауважимо, що тотожнiсть 𝜎(𝜔 = 𝜐) отримується з тотожностi 𝜔 = 𝜐

замiною довiльного парастрофа (
𝜏·) на (

𝜏𝜎−1

· ). Наприклад, 𝑠ℓ-парастрофом

тотожностi 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 є тотожнiсть (𝑥
𝑠𝑟· 𝑦) 𝑠𝑟· 𝑦 = 𝑥, оскiльки (𝑠ℓ)−1 = 𝑠𝑟.

Отриману тотожнiсть запишемо у виглядi (𝑥 𝑠(
𝑟·) 𝑦) 𝑠(

𝑟·) 𝑦 = 𝑥. Але з

означення 𝑠-парастрофа випливає, що 𝑡1
𝑠· 𝑡2 = 𝑡2 · 𝑡1 для довiльних термiв

𝑡1, 𝑡2. Тому маємо рiвносильну їй тотожнiсть 𝑦
𝑟· (𝑦 𝑟·𝑥) = 𝑥. Скориставшись

означенням 𝑟-парастрофа, маємо 𝑦 · 𝑥 = 𝑦
𝑟· 𝑥. Знову застосуємо означення

𝑟-парастрофа: 𝑥 = 𝑦 ·𝑦𝑥. Отже, клас 𝑠ℓA є многовидом, який визначається

тотожнiстю 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥.

Зауважимо, що має мiсце такий наслiдок.

Наслiдок 1.5. Тотожнiсть 𝜏(𝜎(𝜔 = 𝜐)) рiвносильна тотожностi
𝜏𝜎(𝜔 = 𝜐), де 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3.

Клас усiх квазiгруп покритий шiстьма класами: класом всiх

асиметричних квазiгруп i п’ятьма многовидами квазiгруп (комутативних,

лiвосиметричних, правосиметричних, напiвсиметричних i тотально-

симетричних). Кожен з цих класiв характеризується групою симетрiї його

квазiгрупи.

Будемо говорити, що квазiгрупа має властивiсть симетрiї, якщо

вона задовольняє однiй з таких властивостей симетрiї: комутативнiсть,

симетрiю злiва, симетрiю справа, напiвсиметрiю або тотальну симетрiю.

Якщо всi парастрофи оборотної функцiї збiгаються, то функцiя

називається TS-квазiгрупою. Двомiсна оборотна функцiя називається

iдемпотентною, якщо для довiльного елемента 𝑥 виконується тотожнiсть

𝑥2 = 𝑥. (1.41)

Iдемпотентнi TS-квазiгрупи називають квазiгрупами Штейнера. Лупою

називають квазiгрупу з одиничним елементом. Лупа Штейнера – це TS-

квазiгрупа з одиницею, парастрофи якої рiвнi мiж собою.

Елемент 𝑒 квазiгрупи (𝑄; 𝑓) називається односторонньо нейтральним,
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якщо в (𝑄; 𝑓) виконується принаймнi одна iз тотожностей

𝑓(𝑒, 𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑒) = 𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝑒.

Iз твердження 6 iз [118] випливає такий наслiдок.

Лема 1.5. Якщо елемент квазiгрупи односторонньо нейтральний, то

вiн є односторонньо нейтральним в довiльному парастрофi цiєї квазiг-

рупи.

Теорема 1.9 (Ф. М. Сохацький [76, Теорема 1]). Якщо квазiгрупа

має квазiгрупову ортогональну пару, то кожен з її парастрофiв має

квазiгрупову ортогональну пару.

З цiєї теореми випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1.6. Властивiсть ‘мати ортогональну пару’ є

iнварiантною при парастрофiї.

Приклад 1.1. Побудуємо квазiгрупу (𝑄; ∘) на множинi з п’яти еле-

ментiв 𝑄 := 0, 1, 2, 3, 4, яка не має ортогональної пари. Для цього

використовуємо формулу Я. Ванлеса [132] (див. також [47, с.120]):

𝑙𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 if (𝑖, 𝑗) = (0, 0) or (1, 4)

0 if (𝑖, 𝑗) = (1, 0) or (2, 4)

𝑗 + 2 if 𝑖 = 0 and 𝑗 = {1, 3}
𝑗 if 𝑖 = 2 and 𝑗 = {1, 3}

𝑖+ 𝑗 otherwise

Побудована квазiгрупа (𝑄; ∘) через латинський квадрат має вигляд:

(∘) 0 1 2 3 4

0 1 3 2 0 4

1 0 2 3 4 1

2 2 1 4 3 0

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

(·) 0 1 2 3 4

0 4 2 1 0 3

1 1 3 0 4 2

2 0 4 2 3 1

3 2 0 3 1 4

4 3 1 4 2 0

.

Використовуючи перестановку 𝜃 =
(︁

0 1 2 3 4

2 4 1 3 0

)︁
стовбцiв, отримаємо

таку квазiгрупу (𝑄; ·), яка є дiагональною i не має ортогональної пари,

тому що вона є iзотопом до (𝑄; ∘) (див. також [137]).
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Формула Я. Ванлеса має на увазi, що входження 0 з пари (1, 0) не

входить до жодної трансверсалi квазiгрупи (𝑄; ∘). Отже, входження

0 з пари (1, 2) не належить жоднiй з трансверсалей квазiгрупи (𝑄; ·).
Саме тому (𝑄; ∘) не має ортогональної квазiгрупової пари.

1.4.1. Класифiкацiя квазiгруп за групами симетрiй

Нехай квазiгрупа задана, як алгебра (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·). Операцiя (·) називається
головною, а (

ℓ·) та (
𝑟·) — вiдповiдно лiвим та правим дiленням операцiї (·).

Цi операцiї та дуальнi до них, якi визначаються тотожностями

𝑥
𝑠· 𝑦 := 𝑦 · 𝑥, 𝑥

𝑠ℓ· 𝑦 := 𝑦
ℓ· 𝑥, 𝑥

𝑠𝑟· 𝑦 := 𝑦
𝑟· 𝑥 (1.42)

називаються парастрофами (спряженнями) операцiї (·) i визначаючi то-
тожностi первинними.

Використовуючи означення лiвого, правого дiлень та комутування,

маємо такi позначення:

якщо 𝑥
ℓ· 𝑦 = 𝑧, то 𝑧𝑦 = 𝑥; (1.43)

якщо 𝑥
𝑟· 𝑦 = 𝑧, то 𝑥𝑧 = 𝑦; (1.44)

якщо 𝑥
𝑠ℓ· 𝑦 = 𝑧, то 𝑧𝑥 = 𝑦; (1.45)

якщо 𝑥
𝑠𝑟· 𝑦 = 𝑧, то 𝑦𝑧 = 𝑥. (1.46)

Спiввiдношення (1.42) встановлюють взаємнооднозначну вiдповiднiсть

мiж тотожностями сигнатури (·, ℓ·, 𝑟·) i тотожностями сигнатури (·,ℓ·,𝑟·,𝑠·,𝑠ℓ· ,𝑠𝑟· ).
В цiй роботi вивчаються тотожностi на квазiгрупах сигнатури (·,ℓ·,𝑟·,𝑠·,𝑠ℓ· ,𝑠𝑟· ).
Всi тотожностi операцiї (·) можуть визначатися за формулою:

𝑥1𝜎
𝜎· 𝑥2𝜎 = 𝑥3𝜎 :⇔ 𝑥1 · 𝑥2 = 𝑥3,

де 𝜎 ∈ 𝑆3 := {𝜄, ℓ, 𝑟, 𝑠, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, 𝑠 := (12), ℓ := (13), 𝑟 := (23). Очевидно, що
𝜎(︁ 𝜏·

)︁
=

(︁
𝜎𝜏·
)︁

виконується для всiх 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3. З цiєї рiвностi випливає, що вiдображення

(𝜎; (·)) ↦→ (
𝜎·) є дiєю групи 𝑆3 на множинi всiх квазiгрупових операцiй мно-
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жини 𝑄. Стабiлiзатор Ps(·) цiєї дiї називається парастрофною симетрiєю

операцiї (·) [118], тому 6/|Ps(·)| є кiлькiстю рiзних парастрофiв операцiї

(·). Оскiльки Ps(·) є пiдгрупою симетричної групи 𝑆3, то iснує шiсть класiв

квазiгруп.

Квазiгрупа називається:

— асиметричною, якщо Ps(·) = {𝜄}, тобто, всi парастрофи попарно рiзнi;

— комутативною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, 𝑠}, тобто, клас всiх комутативних ква-
зiгруп описується тотожнiстю

𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, (1.47)

це означає, що (·) = (
𝑠·), (ℓ·) = (

𝑠𝑟· ), (𝑟·) = (
𝑠ℓ· );

— лiвосиметричною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, 𝑟}, тобто, клас всiх лiвосиметричних
квазiгруп описується тотожнiстю

𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦, (1.48)

це означає, що (·) = (
𝑟·), (𝑠·) = (

ℓ·), (𝑠ℓ· ) = (
𝑠𝑟· );

— правосиметричною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, ℓ}, тобто, клас всiх

правосиметричних квазiгруп описується тотожнiстю

𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥, (1.49)

це означає, що (·) = (
ℓ·), (𝑠·) = (

𝑟·), (𝑠𝑟· ) = (
𝑠ℓ· );

— напiвсиметричною, якщо Ps(·) ⊇ 𝐴3, тобто, клас всiх напiвсиметричних

квазiгруп описується тотожнiстю

𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦, (1.50)

це означає, що

(·) = (
𝑠ℓ· ) = (

𝑠𝑟· ), (
𝑠·) = (

ℓ·) = (
𝑟·); (1.51)

— тотально-симетричною, якщо Ps(·) = 𝑆3, тобто, клас всiх тотально-

симетричних квазiгруп описується тотожностями (1.47) i (1.49), це означає,

що всi парастрофи збiгаються.

Аналогiчно вводиться парастрофна симетрiя для многовидiв квазi-

груп [118]. Многовид 𝜎A, який складається з усiх 𝜎-парастрофiв квазiгруп
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iз A, називається 𝜎-парастрофом многовида A. Пучком многовидiв нази-

вається множина всiх попарно парастрофних мiж собою многовидiв. Група

парастрофних симетрiй многовида Ps(A) := {𝜎 | 𝜎A = A} є пiгрупою групи

𝑆3. Многовид називається:

— тотально-симетричним, якщо Ps(A) = 𝑆3;

— напiвсиметричним, якщо Ps(A) = 𝐴3;

— односторонньо-симетричним, якщо |Ps(A)| = 2;

— асиметричним, якщо |Ps(A)| = 1.

Пучком многовидiв називається множина всiх попарно парастрофних

мiж собою многовидiв. Пучок многовидiв називаємо: тотально-

симетричним, якщо вiн має один многовид; напiвсиметричним, якщо вiн

має 2 многовиди; односторонньо-симетричним, якщо вiн має 3 многовиди;

асиметричним, якщо вiн має 6 многовидiв.

1.4.2. Вiдомi парастрофнi тотожностi

Означення 1.9. Перехiд вiд тотожностi id до тотожностi
𝜎id називається парастрофним перетворенням (𝜎-парастрофним

перетворенням), якщо її можна отримати замiною головної опера-

цiї на її 𝜎−1-парастроф.

Перетворення вiд тотожностi id до тотожностi id′ з використанням

первинних тотожностей (1.2)–(1.42) називається первинним перетворенням

в статтi Ф. Сохацького [112] ранiше вживався термiн “парастрофне” перет-

ворення.

Двi тотожностi називаємо:

— рiвносильними, якщо вони визначають один i той самий многовид;

— первинно-рiвносильними, якщо одну з них можна отримати з iншої за

допомогою скiнченної кiлькостi застосувань первинних тотожностей (1.2)–

(1.42) (первинно-рiвносильнi тотожностi є рiвносильними);

— 𝜎-парастрофними, якщо одну з iншої можна отримати за допомогою 𝜎-

парастрофних перетворень;
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— 𝜎-парастрофно-рiвносильними, якщо вони визначають 𝜎-парастрофнi

многовиди (згiдно p теоремою 1.8, 𝜎-парастрофно-рiвносильнi тотожностi

визначають 𝜎-парастрофнi многовиди);

— 𝜎-парастрофно-первинно-рiвносильними, якщо одну з них можна

отримати з iншої за допомогою скiнченної кiлькостi заcтосувань первинних

тотожностей (1.2)–(1.42) i 𝜎1-, 𝜎2-, . . ., 𝜎𝑘-парастрофних перетворень, таких

що 𝜎1𝜎2 . . . 𝜎𝑘 = 𝜎 для деяких 𝑘 ∈ N.
В загальному випадку 𝜎 будемо опускати. Наприклад, двi тотож-

ностi називаємо парастрофно-рiвносильними, якщо вони 𝜎-парастрофно-

рiвносильнi для деяких 𝜎 ∈ 𝑆3.

Тотожностi, якi виконуються в 𝜎AШ. Стейн називає спряженими [124],

А. Сад — парастрофними [101].

В. Д. Бiлоусов [13] вивчав тотожностi, якi гарантують ортогональ-

нiсть парастрофiв квазiгрупи. Iдею пошуку парастрофних тотожностей

запропонував А. Сад [104], його методом скористався Ш. Стейн [124]

i отримав деякi парастрофнi тотожностi для одного пучка многови-

дiв, зокрема таких як асоцiативнiсть, iдемпотентнiсть, медiальнiсть,

комутативнiсть i тотожнiсть Стейна (I закон Стейна). В. Бiлоусов

[12] описує отриманi результати Стейна i подає в табл. 1.1. Множини

парастрофiв квазiгруп для тотожностей з класу комутативностi виписала

Т. Попович [96] з Г. Бiлявською [23].

Таблиця 1.1

Пучки рiзних многовидiв квазiгруп

Iдемпоте-

нтнiсть

Комута

тивнiсть

Перший

закон

Стейна

Асоцiати-

внiсть

Медiаль-

нiсть

A 𝑥𝑥 = 𝑥 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 𝑥𝑦 · 𝑧 = 𝑥 · 𝑦𝑧 𝑥𝑦 · 𝑢𝑣 = 𝑥𝑢 · 𝑦𝑣
ℓA A 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥 𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥 𝑦𝑥 · 𝑧𝑥 = 𝑦𝑧 A
𝑟A A 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑦 (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑦) = 𝑥 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧 = 𝑦𝑧 A
𝑠A A A 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑥𝑦 A A
𝑠ℓA A ℓA (𝑥𝑦 · 𝑦)𝑥 = 𝑥𝑦 ℓA A
𝑠𝑟A A 𝑟A 𝑦(𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑥 𝑟A A

В таблицi, яку сформував В. Бiлоусов [12], є ще двi парастрофнi
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тотожностi — лiва дистрибутивнiсть та двостороння дистрибутивнiсть.

Парастрофнi тотожностi двосторонньої дистрибутивностi В. Бiлоусов

описав у [12]. В його таблицi у рядку лiвої дистрибутивностi залишилися

пустими клiтинки для ℓA та для 𝑠𝑟A, оскiльки для нього було невiдомим

iснування тотожностей з вiдповiдними операцiями. Ф. Сохацький

в [122] вводить поняття середньої дистрибутивностi i заповнює пропущенi

клiтинки. Разом з результатами Бiлоусова [12] та Сохацького [122]

формуємо пучок парастрофних многовидiв дистрибутивних квазiгруп, якi

записанi в табл. 1.2.

Таблиця 1.2

В’язка дистрибутивних квазiгруп

Двостороння дистрибутивнiсть Лiва дистрибутивнiсть

A 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧, 𝑦𝑧 · 𝑥 = 𝑦𝑥 · 𝑧𝑥 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧
ℓA A 𝑥

ℓ· 𝑦𝑧 = (𝑥
ℓ· 𝑦) · (𝑥 ℓ· 𝑧)

𝑟D A A
𝑠A A 𝑦𝑧 · 𝑥 = 𝑦𝑥 · 𝑧𝑥
𝑠ℓA A 𝑦𝑧

𝑟· 𝑥 = (𝑦
𝑟· 𝑥) · (𝑧 𝑟· 𝑥)

𝑠𝑟A A 𝑠A

Таблиця 1.3.

В’язка многовидiв луп

Многовиди L (= 𝑟L) 𝑠L (= 𝑠𝑟L) ℓL (= 𝑠ℓL)

одностороннiх 1-лупи, тобто 2-лупи, тобто 3-лупи, тобто

луп лiвi лупи правi лупи середнi лупи

𝑥
ℓ· 𝑥 = 𝑦

ℓ· 𝑦 𝑥
𝑟· 𝑥 = 𝑦

𝑟· 𝑦 𝑥 · 𝑥 = 𝑦 · 𝑦

Многовиди L ∩ 𝑠L L ∩ ℓL 𝑠L ∩ ℓL

двостороннiх 12-лупи, тобто 13-лупи, тобто 23-лупи, тобто

луп лiво-правi лупи лiво-середнi лупи право-середнi лупи

𝑥
ℓ· 𝑥 = 𝑦

𝑟· 𝑦 𝑥
ℓ· 𝑥 = 𝑦 · 𝑦 𝑥

𝑟· 𝑥 = 𝑦 · 𝑦

Многовиди L ∩ 𝑠L ∩ ℓL

тристороннiх тотальнi лупи, тобто унiпотентнi лупи

луп 𝑥2𝑦 = 𝑦, 𝑦𝑥2 = 𝑦

1.5. Iзотопи та iзотопне замикання

Однiєю iз задач є вивчення та описання напiвсиметричного iзотопного

замикання деяких групових многовидiв. Необхiднi та достатнi умови

для того, щоб груповi iзотопи були напiвсиметричними, добре вiдомi.
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Наприклад, Ф. Радо [97] знайшов необхiднi та достатнi умови iснування

напiвсиметричних групових iзотопiв простих порядкiв. У статтi [56]

встановлено критерiй напiвсиметричностi групових iзотопiв, а в статтi [128]

наведено многовид iзотопiв абелевої групи, що мiстить напiвсиметричнi

медiальнi квазiгрупи. I. M. Х.Етерiнгтон [35] i A. Сад [99] показали, що

кожний напiвсиметричний групоїд обов’язково є напiвсиметричною ква-

зiгрупою. В. Iлiєв [42] вивчав побудову напiвсиметричних алгебр над

комутативним кiльцем з одиницею. В. Бiлоусов [16] знайшов квадратичну

тотожнiсть з п’ятьма змiнними, що описує iзотопне замикання всiх

груп. Ф. Сохацький [114] встановив тотожнiсть з чотирма змiнними,

що також описує цей многовид, але його тотожнiсть не є квадратичною.

Iзотопне замикання деяких многовидiв груп вивчалося Г. Бiлявською [22],

A. Драпалом [31,32], А. Х. Табаровим [126,127].

Нагадаємо основнi поняття та твердження щодо iзотопiї.

Групоїд (𝑄; ·) називається iзотопом групоїда (𝑄; +), якщо iснує трiйка

бiєкцiй (𝛼, 𝛽, 𝛾), яка називається iзотопiзмом така, що виконується

вiдношення 𝑥 · 𝑦 := 𝛾−1(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦). Iзотоп групи називається a груповим

iзотопом.

Пiдстановка 𝛼 множини 𝑄 називається унiтарною групи (𝑄; +), якщо

𝛼(0) = 0, де 0 є нейтральним елементом групи (𝑄; +).

Означення 1.10 ( [114]). Нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп i 0 —

довiльний елемент iз 𝑄, тодi права частина формули

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛽𝑦 (1.52)

називається 0-канонiчним розкладом, якщо (𝑄; +) є група, 0 є її

нейтральний елемент i 𝛼, 𝛽 є унiтарними пiдстановками групи (𝑄; +).

В цьому випадку ми говоримо: елемент 0 визначає канонiчний розклад;

(𝑄; +) — його група розкладу; 𝛼, 𝛽 — його коефiцiєнти i 𝑎 є його вiльним

елементом.

Теорема 1.10 ( [114]). Довiльний елемент групового iзотопу
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однозначно визначає його канонiчний розклад.

Наслiдок 1.7 ( [113]). Якщо груповий iзотоп (𝑄; ·) задовольняє

тотожнiсть

𝑤1(𝑥) · 𝑤2(𝑦) = 𝑤3(𝑦) · 𝑤4(𝑥)

i змiннi 𝑥, 𝑦 є квадратичними, тодi (𝑄; ·) iзотопний комутативнiй групi.

Якщо квазiгрупа (𝑄; ·) iзотопна парастрофу квазiгрупи (𝑄; ∘), то (𝑄; ·)
i (𝑄; ∘) називаються iзострофними.

Подана нижче теорема 1.11 та її наслiдок 1.8 добре вiдомi i можуть

бути знайденi в багатьох статтях, наприклад, в [11], [135], [114,115].

Теорема 1.11. Трiйка (𝛼, 𝛽, 𝛾) пiдстановок множини 𝑄 є

автотопiзмом групи (𝑄,+) тодi i тiльки тодi, коли iснує автоморфiзм

𝜃 групи (𝑄,+) та елементи 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄 такi, що

𝛼 = 𝐿𝑐𝑅𝑏−1𝜃, 𝛽 = 𝐿𝑏𝜃, 𝛾 = 𝐿𝑐𝜃.

Наслiдок 1.8. Нехай 𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4 пiдстановки множини 𝑄, крiм

того 𝛼 є унiтарне перетворення групи (𝑄,+) i нехай

𝛼(𝛽1𝑥+ 𝛽2𝑦) = 𝛽3𝑢+ 𝛽4𝑣,

де {𝑥, 𝑦} = {𝑢, 𝑣} виконується для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Тодi iстинними є такi

твердження:

1) – 𝛼 є довiльний автоморфiзм групи (𝑄,+), якщо 𝑢 = 𝑥, 𝑣 = 𝑦;

2) – 𝛼 є довiльний антиавтоморфiзм групи (𝑄,+), якщо 𝑢 = 𝑦, 𝑣 = 𝑥.

Наслiдок 1.9. (1.52) є канонiчним розкладом групи тодi i тiльки

тодi, коли має мiсце рiвнiсть 𝛼 = 𝛽 = 𝜄.

Доведення. Нехай (1.52) є канонiчним розкладом групи (𝑄; ·). Тодi групи
(𝑄; +) i (𝑄; ·) є iзотопними, оскiльки вони є iзоморфними i нехай 𝜙 є

вiдповiдний їм iзоморфiзм. Тодi виконується

𝜙(𝜙−1𝑥+ 𝜙−1𝑦) = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛽𝑦
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Теорема 1.11 спричинює iснування автоморфiзму 𝜃 i елемента 𝑏 з (𝑄; +)

таких, що 𝜙𝑥 = 𝑏 + 𝜃𝑥. Тому виконується 𝑥 − 𝑏 + 𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝑎 + 𝛽. Лiва

i права сторона цiєї рiвностi є канонiчним розкладом деякого групового

iзотопу, який передбачає 𝛼 = 𝛽 = 𝜄. 2

Теорема 1.12 ( [112]). Нехай чотири попарних iзострофних операцiї,

зв’язанi квадратичною тотожнiстю, задовольняють такi умови:

1) – довiльний пiдтерм довжини два має двi рiзнi змiннi;

2) – довiльний пiдтерм довжини три має три рiзнi змiннi.

Тодi всi цi операцiї iзотопнi деякiй групi.

З теореми В. Д. Бiлоусова про чотири квазiгрупи [4], [9], [121] випливає

такий наслiдок.

Наслiдок 1.10. Якщо чотири квазiгрупи з’єднанi узагальненим

законом асоцiативностi, то кожна з цих квазiгруп iзотопна до однiєї

й тiєї деякої групи.

Квазiгрупа є лiнiйною [16], якщо iснує група (𝑄; +), її автоморфiзми

𝜙, 𝜓, довiльний елемент 𝑐 такi, що для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦.

T. Кепка, П. Нємєц [44, 45] ввели поняття 𝑇 -квазiгрупи i вивчали їх

властивостi, а саме, клас всiх 𝑇 -квазiгруп є многовидом. 𝑇 -квазiгрупи

називають також центральними квазiгрупами. Центральнi квазiгрупи

також є точно абелевими квазiгрупами в сенсi унiверсальних алгебр. 𝑇/!-

квазiгрупа є лiнiйним iзотопом абелевої групи. Згiдно з теоремою Брака-

Тойоди [24, 130], вони є медiальними тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнти

канонiчного розкладу комутують. Медiальна квазiгрупа [11] квазiгрупа,

яка визначається тотожнiстю

𝑥𝑦 · 𝑢𝑣 = 𝑥𝑢 · 𝑦𝑣.

Наслiдок 1.11 ( [114]). Iзотопне замикання многовида всiх груп є

многовидом квазiгруп, який описується такою тотожнiстю:

(𝑥(𝑢
𝑟· 𝑦) ℓ· 𝑢)𝑧 = 𝑥(𝑢

𝑟· (𝑦 ℓ· 𝑢)𝑧). (1.53)
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РОЗДIЛ 2

ДЕЯКI КЛАСИ КВАЗIГРУП ЗА ГРУПАМИ

СИМЕТРIЙ

В цьому роздiлi описано деякi класи квазiгруп, враховуючи закон

парастрофної симетрiї. Знайдено напiвсиметричне iзотопне замикання

Булевих груп та довiльних груп; встановлено рiвносильнi та парастрофно-

рiвносильнi тотожностi, якi визначають клас напiвсиметричного iзотопного

замикання груп; показано ланцюг включення многовидiв напiвсиметрич-

них iзотопiв.

2.1. Класифiкацiя iзотопiв груп за групами їх симетрiй

Необхiднi та достатнi умови для комутативного, лiвосиметричного та

правосиметричного групових iзотопiв знайденi O. Кирнасовським [48].

Критерiї iснування для тотально-симетричного групового iзотопу описанi

Ф. М. Сохацьким [117], критерiї напiвсиметричностi та асиметричностi для

групових iзотопiв знайденi автором в [71]. Пiдсумковою є така теорема про

класифiкацiю всiх групових iзотопiв за групами їх симетрiй.

Теорема 2.1. Нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп i (1.52) його канонiчний

розклад, тодi

1) (𝑄; ·) є комутативним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є абелевою i

𝛽 = 𝛼;

2) (𝑄; ·) є правосиметричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є абелевою

i 𝛼 = −𝜄;
3) (𝑄; ·) є лiвосиметричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є абелевою i

𝛽 = −𝜄;
4) (𝑄; ·) є тотально-симетричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є

абелевою i 𝛼 = 𝛽 = −𝜄;
5) (𝑄; ·) є напiвсиметричним тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 є
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антиавтоморфiзмом групи (𝑄; +), 𝛽 = 𝛼−1, 𝛼3 = −𝐼−1
𝑎 , 𝛼𝑎 = −𝑎, де

𝐼𝑎(𝑥) := −𝑎+ 𝑥+ 𝑎;

6) (𝑄; ·) є асиметричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є неабелевою

або −𝜄 ̸= 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= −𝜄 i принаймнi одна з таких умов є iстинною: 𝛼 не є

антиавтоморфiзмом, 𝛽 ̸= 𝛼−1, 𝛼3 ̸= −𝐼−1
𝑎 , 𝛼𝑎 ̸= −𝑎.

Доведення. 1) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ·) комутативний, тобто вико-

нується тотожнiсть (1.47). Користуючись канонiчним розкладом (1.52),

маємо 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛽𝑦 = 𝛼𝑦+ 𝑎+ 𝛽𝑥. Наслiдок 1.7 спричинює комутативнiсть

групи (𝑄; +). Якщо 𝑥 = 0, отримуємо 𝛼 = 𝛽.

Навпаки, нехай (𝑄; +) комутативна група i 𝛽 = 𝛼, тодi

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛼𝑦 = 𝛼𝑦 + 𝑎+ 𝛼𝑥 = 𝑦 · 𝑥.

Отже, (𝑄; ·) є комутативною квазiгрупою.

2) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ·) правосиметричний, тобто виконується
тотожнiсть (1.49). Користуючись канонiчним розкладом (1.52), маємо

𝛼(𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛽𝑦) + 𝑎+ 𝛽𝑦 = 𝑥.

Замiнюючи 𝑎 + 𝛽𝑦 на 𝑦, отримуємо 𝛼(𝛼𝑥 + 𝑦) = 𝑥 − 𝑦. З наслiдку 1.8

випливає, що 𝛼 є автоморфiзмом. Якщо 𝑥 = 0, то маємо 𝛼𝑦 = −𝑦, тобто
𝛼 = −𝜄. Позаяк 𝛼 є автоморфiзмом i антиавтоморфiзм одночасно, то група

(𝑄; +) комутативна.

Навпаки, припустимо, що умова 2) виконується, тодi (𝑄; ·) є

правосиметричною квазiгрупою. Справдi,

𝑥𝑦 · 𝑦 = −(−𝑥+ 𝛽𝑦) + 𝛽𝑦 = 𝑥− 𝛽𝑦 + 𝛽𝑦 = 𝑥.

Доведення спiввiдношень 3) аналогiчне до доведення спiввiдношень 2).

Умова 4) випливає з 2) та 3).

5) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ·) напiвсиметричний, тобто виконується

тотожнiсть (1.50). Розглянемо тотожнiсть (2.4), яка згiдно з наслiдком 2.11

рiвносильна (1.50). Користуючись (1.52), маємо для тотожностi (2.4)

𝛼𝑥 + 𝑎 + 𝛽(𝛼𝑦 + 𝑎 + 𝛽𝑥) = 𝑦, звiдси, 𝛽(𝛼𝑦 + 𝑎 + 𝛽𝑥) = −𝑎 − 𝛼𝑥 + 𝑦.
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Наслiдок 1.8 спричинює антиавтоморфiзм пiдстановки 𝛽 групи (𝑄; +),

тому користуючись цим маємо

𝛽2𝑥+ 𝛽𝑎+ 𝛽𝛼𝑦 = −𝑎− 𝛼𝑥+ 𝑦. (2.1)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо 𝛽𝑎 = −𝑎 i коли 𝑥 = 0, маємо 𝛽𝛼 = 𝜄, тобто

𝛽 = 𝛼−1. Пiдставимо отриманi спiввiдношення в (2.1):

𝛼−2𝑥− 𝑎+ 𝑦 = −𝑎− 𝛼𝑥+ 𝑦.

Скорочуючи на 𝑦 справа i замiнюючи 𝑥 на 𝛼2𝑥, маємо 𝑥 − 𝑎 = −𝑎 − 𝛼3𝑥,

звiдки −𝛼3𝑥 = 𝑎+ 𝑥− 𝑎 тобто 𝛼3 = −𝐼−1
𝑎 .

Навпаки, припустимо виконання умов 5). Квазiгрупа (𝑄; ·), яка

визначена рiвнiстю 𝑥 · 𝑦 := 𝛼𝑥 + 𝑎 + 𝛼−1𝑦 є напiвсиметричною. Справдi,

перевiримо виконання тотожностi (2.4)

𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛼−1(𝛼𝑦 + 𝑎+ 𝛼−1𝑥).

Оскiльки 𝛼 є антиавтоморфiзмом групи (𝑄; ·), то

𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛼−2𝑥+ 𝛼−1𝑎+ 𝑦.

𝛼3 = −𝐼−1
𝑎 спричинює 𝑎+ 𝛼−2𝑥 = −𝛼𝑥+ 𝑎, тому,

𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝛼𝑥− 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛼−1𝑎+ 𝑦 = 𝑎+ 𝛼−1𝑎+ 𝑦.

Позаяк 𝛼−1𝑎 = −𝑎, то 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦. Таким чином, (𝑄; ·) є напiвсиметричною.
6) Aсиметричнiсть групового iзотопа означає, що вiн не є

нi комутативним, нi лiвосиметричним, нi правосиметричним, нi

напiвсиметричним. Це означає, що всi умови 1)–6) цiєї теореми хибнi.

Хибнiсть 1) спричинює хибнiсть 4). Хибнiсть 5) рiвносильна виконанню

принаймнi однiєї з умов: 𝛼 не є антиавтоморфiзмом, 𝛽 ̸= 𝛼−1, 𝛼3 ̸= −𝐼−1
𝑎 ,

𝛼(𝑎) ̸= −𝑎. Хибнiсть 1), 2), 3) означає, що (𝑄; +) є некомутативною або

кожна з нерiвностей 𝛽 ̸= 𝛼, 𝛽 ̸= −𝜄, 𝛼 ̸= −𝜄 iстинна. Таким чином, 6)

доведено. 2

З теореми 2.1 можна отримати наслiдок для класифiкацiї групових

iзотопiв над некомутативними групами.
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Наслiдок 2.1. Iзотоп некомутативної групи є або

напiвсиметричним або асиметричним.

Доведення. З умов 5) та 6) теореми 2.1 маємо, що iзотоп некомутативної

групи може бути напiвсиметричним або асиметричним. Одночасне вико-

нання цих умов неможливе, оскiльки вони мають рiзнi групи симетрiй. 2

Наслiдок 2.2. Комутативнi, лiвосиметричнi, правосиметричнi i

тотально-симетричнi груповi iзотопи є медiальними квазiгрупами.

Доведення. Оскiльки група канонiчного розкладу групового iзо-

топа комутативна i коефiцiєнти є комутуючими автоморфiзмами

в комутативних, лiвосиметричних, правосиметричних i тотально-

симетричних групових iзотопах, то згiдно з теоремою 2.1 цi iзотопи є

медiальними квазiгрупами. 2

З теореми 2.1 i наслiдку 2.2 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2.3. Немедiальний лiнiйний iзотоп довiльної групи є або

напiвсиметричним або асиметричним.

Iзотоп неабелевої групи є або напiвсиметричним або асиметричним

(див. наслiдок 2.1). Iншими словами, комутативна, лiвосиметрична,

правосиметрична i тотально-симетричнi груповi iзотопи iснують лише

серед iзотопiв абелевих груп. Тому доцiльно сформулювати наслiдок, в

якому подати класифiкацiю групових iзотопiв абелевих груп.

Наслiдок 2.4. Нехай (𝑄; ·) — iзотоп комутативної групи i (1.52) її

канонiчний розклад, тодi такi умови iстиннi: 1)-4) iз теореми 2.1, а

також

5′) (𝑄; ·) є напiвсиметричним тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 є

автоморфiзмом групи (𝑄; +), 𝛽 = 𝛼−1, 𝛼3 = −𝜄, 𝛼𝑎 = −𝑎;

6′) (𝑄; ·) є асиметричним тодi i тiльки тодi, коли −𝜄 ̸= 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= −𝜄 i
виконується принаймнi одна з таких умов: 𝛼 не є автоморфiзмом,

𝛽 ̸= 𝛼−1, 𝛼3 ̸= −𝜄, 𝛼𝑎 ̸= −𝑎.
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Доведення. Беручи до уваги комутативнiсть групи (𝑄; +), доведення 1)–4)

випливає з теореми 2.1. Оскiльки 𝛼 є автоморфiзмом комутативної групи,

то умови 5′) та 6′) цього наслiдку отримуються з умов 5) та 6) теореми 2.1

вiдповiдно. 2

2.1.1. Лiнiйнi iзотопи скiнченних циклiчних груп

Повний опис усiх 𝑛-арних лiнiйних iзотопiв циклiчних груп з точнiстю

до iзоморфiзму виконано Ф. Сохацьким i П. Сивакiвським [123]. Усi

попарно неiзоморфнi груповi iзотопи до 15 порядку та критерiй їх iсну-

вання встановленi О. Кирнасовським [48].

Нехай 𝑄 — множина та Is(+) — множина усiх iзотопiв групи (𝑄; +).

Теорема 2.1 не дає розбиття Is(+). Але тiльки тотально-симетричнi ква-

зiгрупи є спiльними для двох класiв симетричних квазiгруп, тобто iзотопiв

груп, якi не є асиметричними. Щоб пiдкреслити, що iзотоп групи не є

тотально-симетричним, використаємо термiн ‘строго’. Наприклад, вислiв

‘строго комутативнi груповi iзотопи’ означає, що вони є комутативними,

але не тотально-симетричними. З теореми 2.1 випливає, що умови

виключення тотально-симетричних квазiгруп з множини групових iзотопiв

є такими: коефiцiєнти їх канонiчних розкладiв не дорiвнюють −𝜄 одно-
часно. Взагалi кажучи, множина Is(+) розбивається на шiсть пiдмножин,

див. табл. 2.1.
Таблиця 2.1

Розбиття групових iзотопiв
Iзотоп групи: (𝑄; ·) Ps(·) Умови його канонiчного розкладу (1.52)

строго комутативний {𝜄, 𝑠} (𝑄; +) абелева, 𝛽 = 𝛼 ̸= −𝜄

строго лiвосиметричний {𝜄, 𝑟} (𝑄; +) абелева, 𝛽 = −𝜄 ̸= 𝛼

строго правосиметричний {𝜄, ℓ} (𝑄; +) абелева, 𝛼 = −𝜄 ̸= 𝛽

строго напiв- 𝛼 антиавтоморфiзм (𝑄; +), 𝛽 = 𝛼−1, 𝛼𝑎 = −𝑎, 𝛼3 = −𝐼−1
𝑎 , де

симетричний 𝐴3 𝐼𝑎(𝑥) := −𝑎+ 𝑥+ 𝑎, (𝑄; +) не є абелевою або 𝛼 ̸= −𝜄

тотально-симетричний 𝑆3 (𝑄; +) абелева 𝛼 = 𝛽 = −𝜄

асиметричний {𝜄} 𝛼 не є антиавтоморфiзмом (𝑄; +), 𝛽 ̸= 𝛼−1, 𝛼3 ̸= −𝐼−1
𝑎 ,

𝛼𝑎 ̸= −𝑎, (𝑄; +) не є абелевою або − 𝜄 ̸= 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= −𝜄.

Розглянемо множину всiх лiнiйних iзотопiв скiнченної циклiчної

групи. Їх опис з точнiстю до iзоморфiзму виконано Ф. Сохацьким та
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П. Сивакiвським [123]. Нижче використаємо такi позначення: Z𝑚 позначає

кiльце цiлих чисел за модулем 𝑚; Z*
𝑚 — групу оборотних елементiв кiльця

Z𝑚; та (𝛼, 𝛽, 𝑑), де 𝛼, 𝛽 ∈ Z*
𝑚 та 𝑑 ∈ Z𝑚, позначає операцiю (∘), що

визначена на Z𝑚 рiвнiстю

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼 · 𝑥+ 𝛽 · 𝑦 + 𝑑. (2.2)

Оскiльки кожен автоморфiзм 𝜃 циклiчної групи (Z𝑚; +) може бути

визначений рiвнiстю 𝜃(𝑥) = 𝑘 · 𝑥 для деякого 𝑘 ∈ Z*
𝑚, то лiнiйнi iзотопи

(Z𝑚; +) є операцiями, що визначенi (2.2), тобто вони є трiйками (𝛼, 𝛽, 𝑑).

Теорема 2.2 ( [123]). Довiльний лiнiйний iзотоп циклiчної групи поря-

дку 𝑚 iзоморфний в точностi одному iзотопу (Z𝑚, ∘), визначеному (2.2),
де 𝛼, 𝛽 — пара оборотних елементiв в кiльцi Z𝑚 та 𝑑 — спiльний дiльник

𝜇 = 𝛼 + 𝛽 − 1 та 𝑚.

Класифiкацiя лiнiйних групових iзотопiв Z𝑚 вiдповiдно до їх

симетричних груп дана в наведеному нижче наслiдку, який випливає з

теореми 2.1 iз врахуванням табл. 2.1.

Наслiдок 2.5. Нехай Z𝑚 — кiльце цiлих чисел за модулем 𝑚 i нехай

(𝛼, 𝛽, 𝑑) — його довiльний лiнiйний iзотоп, де 𝑑 ∈ НСД(𝑚;𝛼 + 𝛽 − 1).

Тодi довiльний лiнiйний iзотоп циклiчної групи порядку 𝑚 iзоморфний в

точностi одному iзотопу (Z𝑚, ∘), визначеному (2.2), крiм того

Таблиця 2.2

Розбиття лiнiйних групових iзотопiв
Iзотоп групи (𝑄; ∘) Ps(·) Умови його канонiчного розкладу (1.52)

строго комутативний {1, 𝑠} 𝛽 = 𝛼 ̸= −1

строго лiвосиметричний {1, 𝑟} 𝛽 = −1 ̸= 𝛼

строго правосиметричний {1, ℓ} 𝛼 = −1 ̸= 𝛽

строго напiвсиметричний 𝐴3 𝛼 ̸= −1, 𝛽 = 𝛼−1, 𝛼3 = −1, 𝛼𝑑 = −𝑑

тотально-симетричний 𝑆3 𝛼 = 𝛽 = −1

асиметричний {1} −1 ̸= 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= −1, та 𝛽 ̸= 𝛼−1 або 𝛼3 ̸= −1, або 𝛼𝑑 ̸= −𝑑

2.1.2. Iзотопи груп простого порядку

Груповi iзотопи та лiнiйнi груповi iзотопи вивчалися багатьма

авторами: В. Бiлоусовим [16], Е. Фальконер [39], Т. Кепкою та
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П. Немецом [44], [45] , В. Щербаковим [136], Ф. Сохацьким [117],

А. Драпалом [32], Г. Белявською [22] та iншими.

В цьому пiдроздiлi дано повну класифiкацiю лiнiйних групових iзотопiв

простого порядку з точнiстю до вiдношення iзоморфiзму iз врахуванням їх

груп симетрiй.

З теореми 2.2 випливають такi твердження.

Наслiдок 2.6 ( [123]). Лiнiйнi груповi iзотопи простого порядку, якi

визначенi парою (𝛼, 𝛽) є попарно iзоморфними, якщо 𝛼 + 𝛽 ̸= 1. Якщо

𝛼 + 𝛽 = 1, тодi вони є iзоморфними або (𝛼, 𝛽, 0), або (𝛼, 𝛽, 1).

Наслiдок 2.7 ( [105,123]). Iснує в точностi 𝑝2−𝑝−1 лiнiйних групових

iзотопiв простого порядку 𝑝 з точнiстю до iзоморфiзму.

Нехай 𝑝 — просте число, тодi Z𝑝 — поле, отже, вiдповiдно до

наслiдкy 2.6, iснують два види групових iзотопiв циклiчної групи Z𝑝:

𝑀0 := {(𝛼, 𝛽, 0) | 𝛼, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝− 1};

𝑀1 := {(𝛼, 1− 𝛼, 1) | 𝛼 = 2, . . . , 𝑝− 1}.

Для стислого запису символи 𝑐𝑠, 𝑙𝑠, 𝑟𝑠, 𝑡𝑠, 𝑠𝑠, 𝑎𝑠 позначатимемо

строго комутативнi, строго лiвосиметричнi, строго правосиметричнi,

строго напiвсиметричнi, тотально-симетричнi та асиметричнi квазiгрупи

вiдповiдно. Наприклад, 𝑀 𝑠𝑠
0 позначає множину усiх строго напiвсимет-

ричних групових iзотопiв з 𝑀0.

Розглянемо квазiгрупи порядку 2 та 3. Кожна така квазiгрупа iзотопна

циклiчнiй групi. Оскiльки 𝜄 є одиничною пiдстановкою Z2, то з теореми 1.10

випливає, що iснує два групових iзотопи:

𝑥 ∘
0
𝑦 := 𝑥+ 𝑦, i 𝑥 ∘

1
𝑦 := 𝑥+ 𝑦 + 1.

Вони iзоморфнi причому 𝜙(𝑥) := 𝑥 + 1 — вiдповiдний iзоморфiзм. Отже,

доведено таке твердження.

Твердження 2.1. Усi квазiгрупи порядку 2 є попарно iзоморфними.
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Iснує двi одиничнi пiдстановки групи Z3: 𝜄 та цикл (12.), вони обидвi

є автоморфiзмами циклiчної групи Z3. Таким чином, з теореми 1.10

випливає, що усi квазiгрупи порядку 3 є лiнiйними iзотопами циклiчної

групи. Отже, з наслiдку 2.6 випливає, що

𝑀0 = {(1, 1, 0), (2, 2, 0), (1, 2, 0), (2, 1, 0)}, 𝑀1 = {(2, 2, 1)}.

Вiдповiдно до наслiдку 2.7 та наслiдку 2.5, ми отримуємо такий результат.

Твердження 2.2. Iснує точно п’ять квазiгруп порядку 3 з точнiстю

до iзоморфiзму, якi можуть бути розподiленi на чотири блоки:

— строго комутативний: (1, 1, 0);

— строго лiвосиметричний: (1, 2, 0);

— строго правосиметричний: (2, 1, 0);

— тотально-симетричний: (2, 2, 0), (2, 2, 1).

Розглянемо лiнiйнi груповi iзотопи порядку 𝑝 > 3. Повне описання цих

групових iзотопiв дане в наведенiй нижче теоремi.

Теорема 2.3. Множина усiх попарно неiзоморфних групових iзотопiв

простого порядку 𝑝 (𝑝 > 3)

𝑀 = {(𝛼, 𝛽, 0) | 𝛼, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝−1} ∪ {(𝛼, 1−𝛼, 1) | 𝛼 = 2, . . . , 𝑝−1}.

Множина 𝑀 дорiвнює об’єднанню таких неперехресних множин:

— множини усiх строго комутативних групових iзотопiв

𝑀 𝑐𝑠 = {(1, 1, 0), (2, 2, 0), . . . , (𝑝− 2, 𝑝− 2, 0), (2−1, 2−1, 1)};

— множини усiх строго лiвосиметричних групових iзотопiв

𝑀 𝑙𝑠 = {(1, 𝑝− 1, 0), (2, 𝑝− 1, 0), . . . , (𝑝− 2, 𝑝− 1, 0), (2, 𝑝− 1, 1)};

— множини усiх строго правосиметричних групових iзотопiв

𝑀 𝑟𝑠 = {(𝑝− 1, 1, 0), (𝑝− 1, 2, 0), . . . , (𝑝− 1, 𝑝− 2, 0), (𝑝− 1, 2, 1)};

— множини усiх тотально-симетричних групових iзотопiв

𝑀 𝑡𝑠 = {(𝑝− 1, 𝑝− 1, 0)};
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— множини 𝑀 𝑠𝑠 усiх строго напiвсиметричних групових iзотопiв

порожня, якщо 𝑝− 3 не є квадратичним лишком за модулем 𝑝, але якщо

iснує 𝑘 таке, що 𝑝− 3 = 𝑘2 за модулем 𝑝, тодi

𝑀 𝑠𝑠 =
{︀(︀

(1 + 𝑘)2−1, 2(1 + 𝑘)−1, 0
)︀
,
(︀
(1− 𝑘)2−1, 2(1− 𝑘)−1, 0

)︀}︀
;

— множини усiх асиметричних групових iзотопiв

𝑀𝑎𝑠 =
{︀
{(3, 𝑝−2, 1), . . . , (𝑝−2, 3−𝑝, 1)} ∖ (2−1, 1−2−1, 1)

}︀
∪

∪
{︀
(𝛼, 𝛽, 0)

⃒⃒
𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3, . . . , 𝑝− 2, 𝛼 ̸= 𝛽

}︀
∖𝑀 𝑠𝑠.

Доведення. Нехай (𝛼, 𝛽, 𝑑) — довiльний груповий iзотоп.

Якщо вiн комутативний, то вiдповiдно до наслiдку 2.5, отримуємо

𝑀 𝑐𝑠
0 = {(𝛼, 𝛼, 0) | 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝− 2}, |𝑀 𝑐𝑠

0 | = 𝑝− 2.

Якщо 𝑑 = 1, тодi з наслiдку 2.6 випливає 2𝛼 = 1, тобто множина 𝑀 𝑐𝑠
1 =

{(2−1, 2−1, 1)}. Отже, множина усiх попарно неiзоморфних комутативних

групових iзотопiв така 𝑀 𝑐𝑠 =𝑀 𝑐𝑠
0 ∪𝑀 𝑐𝑠

1 та |𝑀 𝑐𝑠| = 𝑝− 1.

Розглянемо лiвосиметричнi квазiгрупи. Згiдно з наслiдком 2.5, маємо

𝑀 𝑙𝑠
0 = {(𝛼, 𝑝− 1, 0) | 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝− 2}, |𝑀 𝑙𝑠

0 | = 𝑝− 2.

Якщо 𝑑 = 1, то з наслiдку 2.6 випливає 𝛼 = 2 та згiдно з наслiдком 2.5,

𝑀 𝑙𝑠
1 = {(2,−1, 1)}. Отже, множина усiх попарно неiзоморфних

лiвосиметричних групових iзотопiв така 𝑀 𝑙𝑠 =𝑀 𝑙𝑠
0 ∪𝑀 𝑙𝑠

1 та |𝑀 𝑙𝑠| = 𝑝− 1.

Спiввiдношення для правосиметричних квазiгруп доводяться тим

самим шляхом. В силу наслiдку 2.5, довiльний тотально-симетричний

iзотоп визначається парою автоморфiзмiв (−1,−1) = (𝑝 − 1, 𝑝 − 1).

Вiдповiдно до наслiдку 2.6, 𝑑 = 0, 1. Припустимо, що 𝑑 = 1, тодi

𝑝−1+𝑝−1 = 1, тобто 2𝑝 = 3. Оскiльки 𝑝 > 3, то ця рiвнiсть є неможливою,

отже 𝑑 = 0. Таким чином, 𝑀 𝑡𝑠 = {(𝑝− 1, 𝑝− 1, 0)} та |𝑀 𝑡𝑠| = 1.

Розглянемо напiвсиметричнi квазiгрупи, тодi згiдно з наслiдком 2.6,

𝛼 ̸= −1, 𝛼3 = −1, 𝛼𝑑 = −𝑑, де 𝑑 = 0, 1. Але 𝑑 ̸= 1, оскiльки 𝛼 ̸= −1,

отже 𝑑 = 0. Рiвнiсть 𝛼3 = −1 еквiвалентна (𝛼+ 1)(𝛼2 − 𝛼+ 1) = 0. Звiдси
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𝛼2 − 𝛼 + 1 = 0. Це 𝛼 iснує тодi i тiльки тодi, коли 𝑝 − 3 є квадратичним

лишком за модулем 𝑝. Якщо 𝑝− 3 = 𝑘2 за модулем 𝑝, то

𝑀 𝑠𝑠 =
{︀(︀

(1 + 𝑘)2−1, 2(1 + 𝑘)−1, 0
)︀
,
(︀
(1− 𝑘)2−1, 2(1− 𝑘)−1, 0

)︀}︀
.

Отже, |𝑀 𝑠𝑠| = 2 та 𝑀 𝑠𝑠 = ∅ в iншому випадку.

Нехай (𝛼, 𝛽, 𝑑) — довiльний асиметричний груповий iзотоп. З нас-

лiдку 2.6 випливає, що 𝑑 ∈ {0, 1}. Оскiльки даний iзотоп є нi

комутативним, нi лiвосиметричним, нi правосиметричним, нi тотально-

симетричним, тодi згiдно з наслiдком 2.5, 𝛼, 𝛽 ̸∈ {0, 𝑝− 1} та 𝛼 ̸= 𝛽.

У випадку, коли 𝑑 = 1, з наслiдку 2.6 випливає, що 𝛽 = 1 − 𝛼 та

спiввiдношення 𝛼, 𝛽 ̸∈ {0, 𝑝− 1}, 𝛼 ̸= 𝛽 спричинюють

𝛼 ̸∈ {0, 1, 2, 𝑝+ 1

2
, 𝑝− 1}.

Оскiльки для 𝑑 = 1 напiвсиметричний груповий iзотоп не iснує, то

𝑀𝑎𝑠
1 =

{︂
(𝛼, 1− 𝛼, 1)

⃒⃒⃒
𝛼 = 3, . . . , 𝑝− 2, 𝛼 ̸= 𝑝+ 1

2

}︂
, |𝑀𝑎𝑠

1 | = 𝑝− 5.

Множина 𝑀𝑎𝑠
0 залежить вiд iснування напiвсиметричних iзотопiв. Проте,

𝑀𝑎𝑠
0 =

{︀
(𝛼, 𝛽, 0)

⃒⃒
𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3, . . . , 𝑝− 2, 𝛼 ̸= 𝛽

}︀
∖𝑀 𝑠𝑠,

|𝑀𝑎𝑠
0 | =

{︃
𝑝2 − 5𝑝+ 4, якщо 𝑝− 3 є лишком за модулем 𝑝;

𝑝2 − 5𝑝+ 6, в iншому випадку.
2

Зазначимо, що Ф. Радo [97] ще в 1974 роцi довiв, що напiвсиметричний

груповий iзотоп простого порядку 𝑝 iснує тодi i тiльки тодi, коли

𝑝 − 3 є квадратичним лишком за модулем 𝑝. Загальна формула усiх

лiнiйних попарно неiзоморфних групових iзотопiв простого порядку 𝑝

знайдена в наслiдку 2.7 Ф. Сохацьким та П. Сивакiвським [123], а також

К. Щукiним [105]. Iз врахуванням умов теореми 2.3 можна обчислити

кiлькiсть усiх лiнiйних групових iзотопiв простого порядку для 𝑝 > 3, про

що й говорить такий наслiдок.

Наслiдок 2.8. Кiлькiсть усiх лiнiйних групових iзотопiв простого

порядку 𝑝 > 3 з точнiстю до iзоморфiзма рiвна 𝑝2 − 𝑝 − 1, що дорiвнює
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сумi таких чисел:

— 𝑝− 1 строго комутативних квазiгруп;

— 𝑝− 1 строго лiвосиметричних квазiгруп;

— 𝑝− 1 строго правосиметричних квазiгруп;

— 1 тотально-симетричних квазiгруп;

— 2 напiвсиметричних квазiгруп, якщо 𝑝− 3 є квадратичним лишком за

модулем 𝑝 та 0 в iншому випадку;

— (𝑝−2)2−5 асиметричних квазiгруп, якщо 𝑝−3 є квадратичним лишком

за модулем 𝑝 та (𝑝− 2)2 − 3 в iншому випадку.

2.2. Напiвсиметричне iзотопне замикання груп

В цьому роздiлi знайдено напiвсиметричне iзотопне замикання усiх

булевих груп, напiвсиметричне iзотопне замикання усiх абелевих груп та

напiвсиметричне iзотопне замикання всiх груп.

Для початку опишемо многовид напiвсиметричних квазiгруп. Добре

вiдомо, що клас всiх напiвсиметричних квазiгруп описується такою

рiвнiстю (1.50). А. Сад [99] встановив властивостi та структуру

напiвсиметричних квазiгруп, якi описуються ще як ‘3-циклiчнi’,

вони вивчалися Дж. Осборном [93], A. Садом [99, 100, 102, 103],

Н. Мендельсоном [89], Гратцером та Падманабхеном [40], Мiцшке i

Вернером [90], ДiПаола i Неметом [30]. Вперше напiвсиметричнi ква-

зiгрупи вживалися для скорочування гомотопiй до гомоморфiзмiв

в [108], враховуючи роботи Гварамiї та Плоткiна, що iнтерпретують

гомотопiї як гомоморфiзми неоднорiдних алгебр [108]. Класичним

пiдходом до вивчення властивостей квазiгрупових iнварiантiв при iзотопiї

є геометричний пiдхiд через поняття 3-сiтки, що був представлений

Альбертом [6], Бiлоусовим [11], Пфлюгфельдер [95], Щербаковим [137],

Смiтом [109] та Романовською [110].

Поняття симетрiї Ф. М. Сохацького [118] узагальнює симетрiю, як

триальнiсть, що була дослiджена Смiтом [107]. Якщо 𝜎-парастроф
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збiгається з самою квазiгрупою, тодi 𝜎 називається симетрiєю квазiгрупи.

Множина усiх симетрiй бiнарних квазiгруп утворює групу, яка є пiдгрупою

симетричної групи 𝑆3. Вiдповiдно до симетричної групи, є шiсть класiв

квазiгруп: комутативний (середньосиметричний), лiво-, право-, напiв-,

тотально-симетричний та асиметричний.

Використовуючи означення лiвого дiлення в тотожностi (1.50), маємо

еквiвалентну тотожнiсть 𝑦
ℓ· 𝑥 = 𝑥𝑦. Ми застосуємо означення 𝑠-

парастрофа окремо для лiвої i правої сторони тотожностi:

𝑥
𝑠ℓ· 𝑦 = 𝑥𝑦, 𝑦

ℓ· 𝑥 = 𝑦
𝑠· 𝑥. (2.3)

Цi тотожностi означають, що (
𝑠ℓ· ) = (·) та (

ℓ·) = (
𝑠·) виконуються. Тому

кожна тотожнiсть з (2.3) еквiвалентна до (1.50). Рiвнiсть (
𝑠ℓ· ) = (·) означає,

що 𝑠ℓ ∈ Ps(·). Аналогiчним чином можна показати, що тотожнiсть

𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦 (2.4)

еквiвалентна до

𝑦
𝑠𝑟· 𝑥 = 𝑦𝑥, 𝑥

𝑟· 𝑦 = 𝑥
𝑠· 𝑦. (2.5)

Отже, (
𝑠𝑟· ) = (·) та (

𝑟·) = (
𝑠·) виконуються, та рiвнiсть (

𝑠𝑟· ) = (·) означає, що
𝑠𝑟 ∈ Ps(·). В результатi отримуємо таку лему.

Лема 2.1. В довiльнiй квазiгрупi (𝑄; ·) такi твердження є

еквiвалентними:

1) (𝑄; ·) є напiвсиметричною;
2) 𝐴3 є пiдгрупою Ps(·);
3) (𝑄; ·) задовольняє (2.4).

Доведення. 1) ⇔ 2). Як показано вище, (1.50) еквiвалентна до 𝑠ℓ ∈ Ps(·).
Але 𝑠ℓ утворює групу 𝐴3, тодi 𝐴3 — пiдгрупа Ps(·). Зворотне твердження
є очевидним. 2) ⇔ 3) доводиться тим самим чином. 2

З 2) леми 2.1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2.9. Якщо напiвсиметричний многовид включає 𝑠-

парастроф кожної з його квазiгруп, тодi вiн є тотально-симетричним.
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Наслiдок 2.10. Многовид усiх напiвсиметричних квазiгруп є

тотально-симетричним.

Доведення. Нехай S є многовидом напiвсиметричних квазiгруп. Тодi S

включає 𝑠ℓ-парастроф довiльної квазiгрупи з S. 𝑠-парастроф квазiгрупи

з S задовольняє 𝑠-парастроф тотожностi (1.50), тобто, (𝑥
𝑠· 𝑦) 𝑠· 𝑥 = 𝑦.

Тотожнiсть є еквiвалентною до 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦, що визначає S. Таким чином,

𝑠ℓ та 𝑠 належать групi Ps(S), тому Ps(S) = 𝑆3. Це означає, що S є

тотально-симетричною. 2

Наслiдок 2.11. Тотожностi (1.50), (2.3), (2.4), (2.5) та 𝑥(𝑥
ℓ· 𝑦) =

𝑦, (𝑥
𝑟· 𝑦)𝑦 = 𝑥, 𝑥

ℓ· 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑥𝑦
𝑟· 𝑦 = 𝑥, 𝑥

ℓ· 𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑥
𝑟· 𝑦 = 𝑦𝑥 є

еквiвалентними.

Доведення за допомогою використання означення лiвого та правого

дiлення. 2

Еквiвалентнiсть тотожностей (1.50), (2.4) та останнiх двох тотожностей

з наслiдку 2.11 показана в [107, твердження 1.2]. Еквiвалентнiсть тотож-

ностей (1.50), (2.3), (2.4), (2.5) та останнiх двох тотожностей з наслiдку 2.11

встановлена в [23], [96].

Таким чином, ми маємо многовид усiх напiвсиметричних квазiгруп,

визначених однiєю з десяти еквiвалентних аксiом з наслiдку 2.11.

Наслiдок 2.12. Тотожностi з наслiдку 2.11 спричинюють напiвси-

метричнiсть.

Розглянемо дев’ять квадратичних тотожностей з трьома незалежними

змiнними, а саме:

(𝑥 · 𝑦𝑧) · 𝑧 = 𝑦𝑥, (а) 𝑥 · (𝑥𝑦 · 𝑧) = 𝑧𝑦, (б) 𝑥𝑦 · 𝑦𝑧 = 𝑧𝑥, (в)

𝑥(𝑦(𝑦𝑥 · 𝑧)) = 𝑧, (г) 𝑥𝑦 · (𝑦 · 𝑥𝑧) = 𝑧, (ґ) 𝑥(𝑥𝑦 · 𝑦𝑧) = 𝑧, (д)

((𝑥 · 𝑦𝑧)𝑧)𝑦 = 𝑥, (е) (𝑥𝑦 · 𝑧) · 𝑧𝑦 = 𝑥, (є) (𝑥𝑦 · 𝑦𝑧)𝑧 = 𝑥. (ж)

(2.6)

У цьому виглядi цi тотожностi були наведенi серед 100 тотожностей без

квадратiв, що перерахованi А. Крапєжем [82]. Нiякi властивостi цих то-

тожностей не вивчалися. Тут встановлено вiдношення рiвносильностi та
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парастрофної рiвносильностi мiж тотожностями (2.6) i те,що кожна квазi-

група, яка задовольняє одну iз цих тотожностей є напiвсиметричною.

Твердження 2.3. Тотожностi (г), (ґ), (д) iз (2.6) є еквiвалентними.

Доведення. Помножимо (г) на 𝑦𝑥 злiва: 𝑦𝑥 · (𝑥 · (𝑦 · (𝑦𝑥 · 𝑧))) = 𝑦𝑥 · 𝑧.
Замiнивши 𝑦𝑥·𝑧 на 𝑧, маємо 𝑦𝑥·(𝑥·𝑦𝑧) = 𝑧. Взаємно перепозначивши 𝑥 та 𝑦,

отримуємо тотожнiсть (ґ). Оскiльки зробленi перетворення є зворотними,

то тотожностi (г) та (ґ) є еквiвалентними. Помноживши (ґ) на 𝑥 злiва та

замiнивши 𝑥𝑧 на 𝑧, отримуємо еквiвалентнiсть тотожностей (ґ) та (д). 2

Твердження 2.4. Тотожностi (е), (є), (ж) iз (2.6) еквiвалентнi.

Доведення. Помножимо тотожнiсть (е) на 𝑦𝑧 справа:

(((𝑥 · 𝑦𝑧) · 𝑧) · 𝑦) · 𝑦𝑧 = 𝑥 · 𝑦𝑧.

Замiнивши 𝑥·𝑦𝑧 на 𝑥, отримуємо (𝑥𝑧·𝑦)·𝑦𝑧 = 𝑥. Взаємно перепозначивши 𝑧

та 𝑦, маємо тотожнiсть (є). Оскiльки зробленi перетворення є зворотними,

тотожностi (е) та (є) є еквiвалентними.

Помноживши тотожнiсть (є) на 𝑦 справа та замiнивши 𝑥𝑦 на 𝑥, маємо

(𝑥𝑧 ·𝑧𝑦)·𝑦 = 𝑥. Взаємно перепозначивши 𝑧 та 𝑦, отримуємо еквiвалентнiсть

тотожностей (є) та (ж). 2

Теорема 2.4. Кожна тотожнiсть з (2.6) спричинює напiвсимет-

ричнiсть.

Доведення. Нехай (𝑄, ·) — квазiгрупа. Замiнивши 𝑧 на 𝑥 в тотожностях

(а) та (б), маємо (𝑥 · 𝑦𝑥) · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥, 𝑥 · (𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑥 · 𝑦. Скоротивши на 𝑥 з
обох сторiн, маємо тотожнiсть напiвсиметричностi в обох випадках.

Пiдставимо 𝑧 = 𝑦
𝑟· 𝑥 у тотожнiсть (в), а 𝑧 = 𝑦𝑥

𝑟· 𝑥 у (г):

𝑥𝑦 · 𝑦(𝑦 𝑟· 𝑥) = (𝑦
𝑟· 𝑥)𝑥, 𝑥 · 𝑦(𝑦𝑥 · (𝑦𝑥 𝑟· 𝑥)) = 𝑦𝑥

𝑟· 𝑥.

Застосуємо (1.2): 𝑥𝑦 · 𝑥 = (𝑦
𝑟· 𝑥) · 𝑥, 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥

𝑟· 𝑥. Скорочуючи на 𝑥 в

першiй тотожностi та замiнюючи 𝑦𝑥 на 𝑥 в другiй тотожностi, отримуємо

𝑥𝑦 = 𝑦
𝑟· 𝑥 в обох випадках. За правим дiленням, маємо тотожнiсть

напiвсиметричностi (2.5).
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Згiдно з твердженням 2.3, тотожностi (г), (ґ), (д) є еквiвалентними.

Тодi й тотожностi (ґ), (д) спричинюють напiвсиметричнiсть. Замiнимо

𝑥 на 𝑥
ℓ· 𝑦𝑧 в (е), в результатi маємо: ((𝑥

ℓ· 𝑦𝑧) · 𝑦𝑧)𝑧 · 𝑦 = 𝑥
ℓ· 𝑦𝑧.

Застосуємо (1.2): 𝑥𝑧 · 𝑦 = 𝑥
ℓ· 𝑦𝑧. Пiдставивши 𝑥 = 𝑦, отримуємо закон

напiвсиметричностi (1.50). Твердження 2.4 означає, що напiвсиметричнiсть

випливає з (є) та (ж). 2

2.2.1. Многовид напiвсиметричних iзотопiв усiх булевих груп

В цьому пiдроздiлi розглянуто напiвсиметричне iзотопне замикання

усiх булевих груп. Встновлено, що дев’ять тотожностей (2.6) описують

многовид напiвсиметричних iзотопiв усiх булевих груп. Цей многовид є

тотально-симетричним, тобто кожний парастроф квазiгрупи з многовида

належить цьому ж многовиду. Цi квазiгрупи є медiальними та вони є або

групами, або некомутативними напiвсиметричними квазiгрупами.

Лема 2.2. Тотожностi (2.6) є еквiвалентними i визначають

тотально-симетричний многовид.

Доведення. Для того, щоб отримати тотожнiсть (в) iз (2.6) використаємо

закон напiвсиметричностi. Тотожнiсть (ж) помножимо на 𝑧 злiва,

тотожнiсть (д) помножимо на 𝑥 справа, замiнимо 𝑧 на 𝑦𝑧 в тотожностi (б)

та помножимо отриману тотожнiсть на 𝑥 справа, в тотожностi (а) замiнимо

𝑥 на 𝑥𝑦 та помножимо отриману тотожнiсть на 𝑧 злiва. Беручи до уваги

твердження 2.3 та твердження 2.4, отримуємо еквiвалентнiсть усiх тотож-

ностей з (2.6).

Розглянемо 𝑠-парастроф (а) : (𝑥
𝑠· (𝑦 𝑠· 𝑧)) 𝑠· 𝑧 = 𝑦

𝑠· 𝑥. За означенням
𝑠-парастрофа операцiї (·), отримуємо 𝑧 · (𝑧𝑦 · 𝑥) = 𝑥𝑦. Ця тотожнiсть

збiгається з (б) пiсля взаємного перепозначення 𝑥 та 𝑧. Це означає,

що 𝑠-парастроф тотожностi (а) визначає той самий многовид. Оскiльки

многовид є напiвсиметричним, вiн також є тотально-симетричним. 2

Теорема 2.5. В довiльнiй квазiгрупi (𝑄; ·) такi твердження є

еквiвалентними:
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1) (𝑄; ·) є напiвсиметричним iзотопом булевої групи;

2) (𝑄; ·) задовольняє довiльну тотожнiсть з (2.6);

3) iснує булева група (𝑄; +), її автоморфiзм 𝛼, елемент 𝑎 ∈ 𝑄 такий,

що

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛼2𝑦, 𝛼3 = 𝜄, 𝛼𝑎 = 𝑎. (2.7)

Доведення. Оскiльки всi тотожностi з (2.6) еквiвалентнi в силу леми 2.2,

тодi вони визначають той самий многовид. Таким чином, достатньо

довести теорему для однiєї з них.

1) ⇔ 3). Нехай (𝑄; ·) — напiвсиметричний iзотоп булевої групи (𝐺; *).
Тодi всi квазiгрупи, якi iзотопнi (𝑄; ·), є булевими. Отже, вiдповiдно до

пункту 5) теореми 2.1 та пункту 1) i пункту 3) цiєї теореми, вони є

еквiвалентними.

2) ⇒ 1). Нехай (𝑄; ·) — квазiгрупа, що вiдповiдає тотожностi (а) з

(2.6). За теоремою 2.4, (𝑄; ·) є напiвсиметричною квазiгрупою. Вiдповiдно

до теореми 1.12 та наслiдку 1.10, ця квазiгрупа є iзотопною групi, тобто

(𝑄; ·) є напiвсиметричним груповим iзотопом.

3) ⇒ 2). Нехай (2.7) виконується для квазiгрупи (𝑄; ·). Доведемо, що
має мiсце тотожнiсть (а) з (2.6). Дiйсно,

(𝑥 · 𝑦𝑧) · 𝑧 = 𝛼(𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛼2(𝛼𝑦 + 𝑎+ 𝛼2𝑧)) + 𝑎+ 𝛼2𝑧.

Оскiльки 𝛼 — автоморфiзм, то

(𝑥 · 𝑦𝑧) · 𝑧 = 𝛼2𝑥+ 𝛼𝑎+ 𝛼𝑦 + 𝑎+ 𝛼2𝑧 + 𝑎+ 𝛼2𝑧.

Оскiльки (𝑄; +) є булевою групою та 𝛼𝑎 = 𝑎, тодi 2𝑎 = 0 та 2𝛼2𝑧 = 0.

Отже, (𝑥 · 𝑦𝑧) · 𝑧 = 𝛼𝑦 + 𝑎+ 𝛼2𝑥 = 𝑦 · 𝑥. 2

З теореми 2.5 випливають рiзнi наслiдки. Наприклад, iз врахуванням

леми 2.2 та умов теореми 2.5 маємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.13. Многовид квазiгруп, що визначається однiєю з то-

тожностей (2.6), є тотально-симетричним.

З пункту 3) теореми 2.5 випливає такий наслiдок.
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Наслiдок 2.14. Напiвсиметричне iзотопне замикання усiх булевих

груп визначається попарно еквiвалентними тотожностями (2.6).

Iз врахуванням наслiдку 2.14 маємо такий наслiдок iз теореми 2.5.

Наслiдок 2.15. Напiвсиметричне iзотопне замикання усiх булевих

груп є перетином многовида усiх напiвсиметричних квазiгруп та

многовида усiх булевих груп.

Доведення. З теореми 2.4 маємо, що кожна тотожнiсть з (2.6) спричинює

напiвсиметричнiсть. З пунктiв 2) та 3) теореми 2.5 випливає перетин

многовидiв. 2

Наслiдок 2.16. Кожна квазiгрупа, що задовольняє одну з тотожнос-

тей (2.6), є або булевою групою, або некомутативною напiвсиметричною

квазiгрупою.

Доведення. Нехай (𝑄; ·) — квазiгрупа, що задовольняє тотожнiсть (а) з

(2.6). Тодi за теоремою 2.5, її канонiчний розклад має вигляд (2.7), де 𝛼 —

деякий автоморфiзм та 𝑎 ∈ 𝑄.

Якщо (𝑄; ·) — комутативна, тодi вiдповiдно до теореми 2.1, 𝛼2 = 𝛼,

тобто 𝛼 = 𝜄. Рiвнiсть 𝑥 · 𝑦 = 𝑥+ 𝑎+ 𝑦 означає, що 𝐿𝑎 — автоморфiзм мiж

(𝑄; ·) та (𝑄; +). Отже, (𝑄; ·) — булева група.

Якщо (𝑄; ·) — некомутативна, тодi вiдповiдно до теореми 2.1 𝛼2 ̸= 𝛼.

Таким чином, 𝛼 ̸= 𝜄 та вiдповiдно до наслiдку 1.9, (𝑄; ·) не є групою, але
за теоремою 2.4, вона є напiвсиметричною. 2

Приклад 2.1. Розглянемо групу Z2
2 := Z2 × Z2. Визначимо перет-

ворення 𝛼 множини Z2
2: 𝛼(𝑥) := 𝑥 ·

(︁
0 1

1 1

)︁
. Оскiльки 𝛼3 = 𝜄, то 𝛼 —

автоморфiзм групи Z2
2. За теоремою 2.5, квазiгрупа (Z2

2; ∘), визначена
рiвнiстю 𝑥 ∘ 𝑦 := 𝛼𝑥 + 𝛼2𝑦, задовольняє тотожнiсть (а). Враховуючи

те, що 𝛼 ̸= 𝛼2, (𝑄, ∘) — некомутативна. З наслiдку 2.16 випливає, що

квазiгрупа (𝑄, ∘) — є напiвсиметричною i не є групою.
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2.2.2. Многовид напiвсиметричних iзотопiв усiх груп

В. Д. Бiлоусов [16] знайшов квадратичну тотожнiсть з п’ятьма

змiнними, що описує iзотопне замикання всiх груп:

(𝑥(𝑦
𝑟· 𝑧) ℓ· 𝑢)𝑣 = 𝑥(𝑦

𝑟· (𝑧 ℓ· 𝑢)𝑣).

Ф. М. Сохацький [114] встановив тотожнiсть (1.53) з чотирма змiнними, що

також описує iзотопне замикання усiх груп, але не є квадратичною.

В цьому пiдроздiлi описано напiвсиметричне iзотопне замикання усiх

груп, встановлено умови, за яких iснує таке замикання та наведено

еквiвалентнi твердження для многовида напiвсиметричних iзотопiв усiх

груп, отримано ряд наслiдкiв.

Теорема 2.6. В довiльнiй квазiгрупi (𝑄; ·) такi твердження є

еквiвалентними:

1) (𝑄; ·) є напiвсиметричним груповим iзотопом;

2) (𝑄; ·) задовольняє

𝑢(𝑥 · 𝑦𝑢) = 𝑧(𝑥 · (𝑢𝑦 · 𝑧)𝑢); (2.8)

3) iснує група (𝑄; +), її антиавтоморфiзм 𝛼, елемент 𝑎 ∈ 𝑄 такий, що

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛼−1𝑦 та 𝛼3 = −𝐼−1
𝑎 , 𝛼𝑎 = −𝑎, де 𝐼𝑎(𝑥) := −𝑎+ 𝑥+ 𝑎.

Доведення. 2) ⇒ 1). Нехай квазiгрупа (𝑄; ·) задовольняє (2.8). Пiдста-
вимо 𝑧 = 𝑢 в (2.8): 𝑢(𝑥 · 𝑦𝑢) = 𝑢(𝑥 · (𝑢𝑦 · 𝑢)𝑢). Скорочуючи на 𝑢, 𝑥, 𝑢,

отримуємо тотожнiсть (1.50). Звiдси, (𝑄; ·) — напiвсиметрична.

Помноживши (2.8) на 𝑧 справа та використовуючи тотожнiсть

напiвсиметричностi, отримуємо:

𝑢(𝑥 · 𝑦𝑢) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑢𝑦 · 𝑧)𝑢. (2.9)

Оскiльки (𝑄; ·) є напiвсиметричною, то виконується (1.51). Замiнюючи опе-
рацiю (·) з її парастрофами в (2.9), маємо (1.53). З наслiдку 1.11 випливає,

що (𝑄; ·) iзотопна групi.
1)⇒ 2). Нехай (𝑄; ·)— напiвсиметричний груповий iзотоп, тодi мають
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мiсце рiвностi (1.51) та (1.53) можна записати як (2.9). Помножимо (2.9)

на 𝑧 злiва та застосуємо тотожнiсть (1.50). Як результат, маємо (2.8).

3) ⇔ 1). Це випливає з пункту 5) теореми 2.1. 2

Теорема 2.6 спричинює такi наслiдки.

Наслiдок 2.17. Напiвсиметричне iзотопне замикання усiх груп виз-

начається (2.8).

Наслiдок 2.18. Тотожнiсть (2.8) спричинює напiвсиметричнiсть.

Наслiдок 2.19. Многовид квазiгруп, визначений (2.8), є тотально-

симетричним.

Доведення. Нехай Q — многовид, визначений (2.8). Це означає, що кожна

квазiгрупа (𝑄; ·) зQ задовольняє тотожнiсть 𝑥·𝑦𝑥 = 𝑦, яка є еквiвалентною

до 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦. Визначимо операцiю (∘) := (
𝑠·). Тодi останню тотожнiсть

можна записати як 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦, тобто 𝑠-парастроф довiльної квазiгрупи

з Q належить Q. Отже, для всiх 𝜎 ∈ 𝑆3 вiдношення 𝜎Q = Q. Отже,

многовид Q — тотально-симетричний. 2

2.2.3. Ланцюг включень многовидiв

В цьому пiдродiлi встановимо послiдовне включення многовидiв

напiвсиметричного замикання iзотопiв груп. Для побудови включення

використаємо набори тотожностей (2.6), (2.8) та

(𝑥𝑦 · 𝑢)𝑥𝑣 = 𝑦 · 𝑢𝑣, 𝑥𝑦(𝑢 · 𝑣𝑦) = 𝑥𝑢 · 𝑣, 𝑥((𝑦 · 𝑢𝑥)𝑣) = 𝑦 · 𝑢𝑣,
(𝑥(𝑦𝑢 · 𝑣))𝑦 = 𝑥𝑢 · 𝑣, 𝑥𝑦(𝑢𝑥 · 𝑣𝑦) = 𝑢𝑣, (𝑥𝑦 · 𝑢𝑣)𝑥𝑢 = 𝑦𝑣,

𝑥𝑦(𝑢𝑥·𝑣) = 𝑢·𝑦𝑣, (𝑥·𝑦𝑢)𝑣𝑦 = 𝑥𝑣 ·𝑢, 𝑥((𝑦 ·𝑥𝑢) ℓ·𝑣) = 𝑢𝑣 ·𝑦.

(2.10)

Теорема 2.7 (О. Тарковська [77]). Тотожностi (2.10) є рiвносиль-

ними i визначають многовид всiх медiальних напiвсиметричних квазi-

груп.

Наслiдок 2.20 (О. Тарковська [77]). Многовид всiх медiальних на-

пiвсиметричних квазiгрупis, який визначається однiєю iз тотожностей

(2.10) є тотально-симетричний.
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Наслiдок 2.21 (О. Тарковська [77]). Кожна квазiгрупа, яка за-

довольняє одну iз тотожностей (2.10) є або булевою групою, або

небулевою тотально-симетричною квазiгрупою, або некомутативною

напiвсиметричною квазiгрупою.

Пiдсумовуючи результати, маємо, позначення таких многовидiв:

— тотожностi (2.6) є попарно еквiвалентними i описують многовид Bss

напiвсиметричного iзотопного замикання усiх булевих груп;

— тотожностi (2.10) є попарно еквiвалентними i описують многовид Ass

напiвсиметричного iзотопного замикання усiх абелевих груп;

— тотожностi (2.8) описують многовид Gss напiвсиметричного iзотопного

замикання усiх груп;

— тотожностi з наслiдку 2.11 є попарно еквiвалентними i описують

многовид S усiх напiвсиметричних квазiгруп.

Щоб встановити зв’язок мiж цими многовидами, наведемо такi приклади.

Приклад 2.2. Квазiгрупа (Z9; *), 𝑥 * 𝑦 = 2𝑥 + 3 + 5𝑦, належить

многовиду Ass i не належить многовиду Bss. Справдi, ця квазiгрупа

задовольняє канонiчний розклад 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝑎 + 𝛼−1𝑦, 𝛼3 = −𝜄,
𝛼𝑎 = −𝑎, оскiльки 𝛼3 = 23 = −𝜄, 𝛼𝑎 = 2 · 3 = 6 = −3 i не задовольняє

умови (2.7), оскiльки 𝛼3 ̸= 𝜄. Отже, враховуючи наслiдок 2.21, (Z9; *) є
некомутативною напiвсиметричною квазiгрупою.

Приклад 2.3. В симетричнiй групi (𝑆3; ·), де (·) позначає композицiю
пiдстановок, визначимо перетворення 𝛼 таким чином: 𝛼(𝑥) := 𝑠ℓ·𝑥−1·𝑠𝑟.
В цьому випадку 𝛼 — антиавтоморфiзм групи (𝑆3; ·) та 𝛼3 = 𝐼. Дiйсно,

𝛼(𝑥 · 𝑦) = 𝑠ℓ · (𝑥𝑦)−1 · 𝑠𝑟 = 𝑠ℓ · 𝑦−1𝑥−1 · 𝑠𝑟 = 𝑠ℓ𝑦−1𝑠𝑟 · 𝑠ℓ𝑥−1𝑠𝑟 = 𝛼(𝑦) · 𝛼(𝑥),

𝛼3(𝑥) = 𝛼
(︀
𝑠ℓ(𝑠ℓ𝑥−1𝑠𝑟)−1𝑠𝑟

)︀
= 𝛼(𝑠ℓ𝑠ℓ𝑥𝑠𝑟𝑠𝑟) = (𝑠ℓ)3𝑥−1(𝑠𝑟)3 = 𝐼.

Вiдповiдно до пункту 5) теореми 2.1, групоїд (𝑆3; ∘) визначається такою
рiвнiстю 𝑥∘𝑦 := 𝛼(𝑥)·𝛼−1(𝑦) та є напiвсиметричним груповим iзотопом.

Таким чином, 𝑆3 — напiвсиметричний iзотоп некомутативної групи.



75

Приклад 2.4. Нехай 𝑄 := {1, 2, 3, 4, 5}. На множинi 𝑄 визначимо

операцiю (·):
(·) 1 2 3 4 5

1 1 4 5 3 2

2 5 2 4 1 3

3 4 5 3 2 1

4 2 3 1 5 4

5 3 1 2 4 5

(∘) 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5

2 2 4 5 3 1

3 3 5 4 1 2

4 4 1 2 5 3

5 5 3 1 2 4

Квазiгрупа (𝑄; ·) — напiвсиметрична. Переставивши рядки за циклом

(2534) та стовпцi за циклом (2435), отримаємо лупу (𝑄; ∘). Припус-

тимо, що квазiгрупа (𝑄; ·) iзотопна групi (𝐺; ◇). (𝑄; ∘) та (𝑄; ·) iзотопнi
вiдповiдно до побудови (𝑄; ∘). Тодi лупа (𝑄; ∘) та група (𝐺; ◇) iзотопнi,
отже й iзоморфнi. (𝑄; ∘) — комутативна, як група простого порядку.

Але це так, бо 4 ∘ 2 = 1 ̸= 3 = 2 ∘ 4. Отже, припущення хибне, а

квазiгрупа (𝑄; ·) не є груповим iзотопом.

Теорема 2.8. Многовиди Bss, Ass, Gss та S є попарно рiзними та

утворюють такий ланцюг: Bss ⊂ Ass ⊂ Gss ⊂ S.

Доведення. Нестроге включення цих многовидiв випливає з їх означень.

Для доведення строгого включення розглянемо деякi приклади квазi-

груп, якi належить до широкого многовида, але не входять до меншого

многовида. Тотальна симетричнiсть кожного з многовидiв Bss, Ass, Gss, S

забезпечується наслiдками 2.10, 2.13, 2.20, 2.19.

В прикладi 2.2, групоїд (Z9; *) є напiвсиметричною квазiгрупою та

є iзотопним циклiчнiй групi (Z9; +), яка не є булевою. Звiдси, (Z9; *)
належить многовиду Ass та не належить Bss.

Квазiгрупа (𝑆3; ∘) з прикладу 2.3 належить многовиду Gss та не

належить Ass, оскiльки 𝑆3 не є комутативною.

Квазiгрупа (𝑄; ·) з прикладу 2.4 належить многовидуS та не належить

Gss, оскiльки квазiгрупа (𝑄; ·) не є iзотопною групi. 2
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Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дослiджуються деякi класи квазiгруп iз врахуванням

їх груп симетрiй, а саме:

— дано повну класифiкацiю групових iзотопiв за групами їх парастрофних

симетрiй, згiдно чого уточнено класифiкацiю лiнiйних iзотопiв скiнченних

циклiчних груп та iзотопiв груп простого порядку;

— згiдно зi строгою парастрофною симетрiєю, здiйснено розбиття групових

iзотопiв, виписано множини усiх попарно неiзоморфних групових iзотопiв

простого порядку 𝑝 (𝑝 > 3) та обчислено їх кiлькiсть;

— знайдено напiвсиметричне iзотопне замикання многовида булевих груп

та многовида всiх груп, отримано необхiднi i достатнi умови його iснування

в термiнах канонiчного розкладу;

— встановлено рiвносильнi та парастрофно-рiвносильнi тотожностi, якi

визначають многовид напiвсиметричного iзотопного замикання булевих

груп;

— знайдено спiввiдношення мiж многовидом напiвсиметричних квазiгруп

та многовидами напiвсиметричних iзотопних замикань булевих груп, абе-

левих груп та всiх груп.

Результати роздiлу опублiкованi в працях [66], [71], [77].
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РОЗДIЛ 3

КЛАСИФIКАЦIЯ ТА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙНИХ РIВНЯНЬ

В цьому роздiлi розглянемо функцiйнi рiвняння над множиною бiнар-

них квазiгрупових операцiях довiльно вибраного носiя 𝑄. Розглянемо таку

класифiкацiю чистих узагальнених нетривiальних бiнарних квазiгупових

функцiйних рiвнянь мiнiмальної довжини, коли в один блок розбиття

попадають рiвняння, множини всiх розв’язкiв яких виразимi одна через

другу.

Спочатку сформулюємо допомiжнi означення понять для розумiнння

доведень основних теорем про класифiкацiю.

Означення 3.1. Якщо незалежна предметна змiнна має точнi двi

появи у рiвняннi, то таку предметну змiнну назвемо квадратичною.

Отже, рiвняння є квадратичним, якщо кожна предметна змiнна є

квадратичною.

Означення 3.2. Якщо у рiвняннi точно одна незалежна предметна

змiнна має бiльше двох появ, а iншi незалежнi предметнi змiннi –

квадратичнi, то таке рiвняння назвемо майже квадратичним.

Означення 3.3. Якщо у рiвняннi жодна предметна змiнна не є

квадратичною, то таке рiвняння назвемо антиквадратичним.

Для класифiкацiї будь-яких рiвнянь у докторськiй дисертацiї

Ф. М. Сохацького [111, с. 58] введено поняття “функцiйної довжини терма”,

тобто довжина послiдовностi функцiйних змiнних у термi та поняття

“предметної довжини терма”, тобто довжини послiдовностi предметних

символiв у термi. У кандидатськiй дисертацiї Р. Ф. Коваль [50, с. 37], для

класифiкацiї квадратичних рiвнянь, вводить поняття “типу функцiйного

рiвняння”, а саме, послiдовнiсть (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑝) натуральних чисел, де
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𝑛𝑠 дорiвнює кiлькостi мiнiмальних парастрофно-самодостатнiх пiдслiв вiд

𝑠 предметних змiнних для всiх 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑝 та поняття “довжини

рiвняння”, як суми довжини термiв лiвої i правої частин рiвняння, не

уточнюючи чи довжина ця за кiлькiстю функцiйних змiнних, чи за

кiлькiстю предметних змiнних. Тому цих означень виявилося недостатньо

для повної класифiкацiї узагальнених функцiйних рiвнянь.

Наведенi нижче означення є уточненням описаних вище понять.

Означення 3.4. Пiд функцiйною довжиною функцiйного рiвняння

розумiємо натуральне число, яке дорiвнює кiлькостi всiх функцiйних

змiнних у рiвняннi, враховуючи повторення всiх функцiйних змiнних, як

рiзнi функцiйнi змiннi.

Iншими словами, це сума функцiйної довжини термiв лiвої i правої

частин функцiйного рiвняння. Наприклад, рiвняння узагальненої

асоцiативностi (1.14) є функцiйним рiвнянням функцiйної довжини 4, бо

кiлькiсть всiх функцiйних змiнних у цьому рiвняннi дорiвнює чотирьом.

Рiвняння узагальненої дистрибутивностi (1.34) є рiвнянням функцiйної

довжини 5, бо всього функцiйних змiнних у рiвняннi п’ять.

Означення 3.5. Пiд предметною довжиною функцiйного рiвня-

ння розумiємо натуральне число, яке дорiвнює кiлькостi всiх появ

предметних змiнних у рiвняннi, враховуючи повторення всiх предметних

змiнних, як рiзнi предметнi змiннi.

Точнiше, це сума предметної довжини термiв лiвої i правої частин

рiвняння. Наприклад, рiвняння узагальненої асоцiативностi (1.14) є

функцiйним рiвнянням предметної довжини 6, бо кiлькiсть рiзних

незалежних предметних змiнних у цьому рiвняннi три, кожна з яких

має точно по двi появи. Рiвняння узагальненої дистрибутивностi (1.34)

є функцiйним рiвнянням функцiйної довжини 7, бо хоча кiлькiсть рiзних

незалежних предметних змiнних у цьому рiвняннi три, одна з них має три

появи, iнших двi – квадратичнi.
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Означення 3.6. Пiд предметним типом рiвняння вiд 𝑘 рiзних

незалежних предметних змiнних розумiємо послiдовнiсть натуральних

чисел (𝑚1,𝑚2,. . .,𝑚𝑘), де 𝑚𝑖 позначає кiлькiсть появ у рiвняннi 𝑖-ї

незалежної предметної змiнної при їх розташуваннi у лексикографiчному

порядку.

Оскiльки ототожнюємо функцiйнi рiвняння, якi вiдрiзняються

перейменуванням предметних змiнних (див. зауваження 1.1), то,

не втрачаючи загальностi, розглядатимемо лише рiвняння типу

(𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘) з умовою 𝑚1 > 𝑚2 > . . . > 𝑚𝑘. Наприклад, замiсть

функцiйних рiвнянь

𝐹1(𝑧, 𝐹2(𝑥, 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑧, 𝑥), 𝐹5(𝑧, 𝑦)),

𝐹1(𝑦, 𝐹2(𝑥, 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑦, 𝑥), 𝐹5(𝑦, 𝑧))

типiв (2, 2, 3) та (2, 3, 2) вiповiдно, розглядатимемо рiвняння

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦), 𝐹5(𝑥, 𝑧))

типу (3, 2, 2). Наведенi рiвняння є майже квадратичними.

Нехай 𝑄 — довiльна множина, тодi пара пiдстановок (𝜃, 𝜏) називається

трансверсаллю оборотної операцiї 𝑓 , яка визначена на 𝑄, якщо для ∀𝑥 ∈ 𝑄

виконується рiвнiсть 𝑓(𝑥, 𝜃𝑥) = 𝜏𝑥. Операцiю 𝑓 називають допустимою,

якщо вона має трансверсаль. Якщо пара (𝜄, 𝜏) є трансверсаллю для деякої

пiдстановки 𝜏 , то таку операцiю назвемо дiагональною.

Далi в текстi доведень i формулювань тверджень, теорем i наслiдкiв

цього роздiлу замiсть слiв ‘функцiйне рiвняння функцiйної довжини’

будемо вживати ‘рiвняння функцiйної довжини’, замiсть слiв ‘функцiйне

рiвняння предметної довжини’ – ‘рiвняння предметної довжини’ та за-

мiсть слiв ‘функцiйне рiвняння предметного типу’ – ‘рiвняння типу’, а пiд

поняттям ‘узагальнене рiвняння’ розумiтимемо ‘чисте узагальнене бiнарне

квазiгрупове нетривiальне функцiйне рiвняння’.



80

3.1. Класифiкацiя рiвнянь довжини 1 та довжини 2

В цьому пiдроздiлi дослiджуються узагальненi рiвняння функцiйної

довжини 1 та 2, їх повна класифiкацiя з точнiстю до парастрофно-

первинної рiвносильностi та розв’язування на множинi бiнарних квазiгруп.

Розглянемо узагальненi рiвняння вiд однiєї функцiйної змiнної, тобто

функцiйної довжини 1. В такому рiвняннi всього три мiсця предметних

змiнних, тому за означенням 3.5 предметна довжина його — 3. Iз твер-

дження 1.1 випливає, що всi предметнi змiннi збiгаються, тобто у рiвняннi

лише одна незалежна предметна змiнна з трьома своїми появами.

Нехай 𝑥 — незалежна предметна змiнна цього рiвняння, тодi воно має

вигляд 𝐹 (𝑥;𝑥) = 𝑥. Розв’язком цього рiвняння є iдемпотентнi квазiгрупи

i тiльки вони. Отже, маємо таке очевидне твердження.

Твердження 3.1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-

ностi узагальнене функцiйне рiвняння функцiйної довжини 1 точно одне

𝐹 (𝑥;𝑥) = 𝑥, pозв’язком його є iдемпотентнi квазiгрупи i тiльки вони.

Класифiкацiєю рiвнянь функцiйної довжини 2 на квазiгрупах

займалися Р. Коваль [50] та А. Крапєж [78]. Вони вивчали лише

квадратичнi узагальненi рiвняння. Обидва автори дали класифiкацiю

частини рiвнянь функцiйної довжини 2, якi тут названi типом (2; 2). Iншi

типи таких рiвнянь були опущенi i не вивчалися.

Нижче подано класифiкацiю рiвнянь функцiйної довжини 2 всiх

можливих типiв i дано iнше доведення та формулювання теореми 1.8.

Крiм того, наведено множину розв’язкiв отриманого нового рiвняння та

виписано наслiдки для майже квадратичних та антиквадратичних рiвнянь.

Теорема 3.1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує точно 3 узагальненi рiвняння функцiйної довжини 2, якi мають

розподiл на: предметний тип (2; 2) — (1.8), (1.9); предметний тип (4; 0)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑥;𝑥). (3.1)

Доведення. Узагальненi рiвняння функцiйної довжини 2 можуть мати два
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розташування функцiйних змiнних: 1) обидвi функцiйнi змiннi є в однiй

частинi рiвняння, 2) функцiйнi змiннi знаходяться по рiзнi сторони рiвня-

ння. Якщо обидвi функцiйнi змiннi знаходяться по одну сторону рiвня-

ння, то за допомогою зовнiшнього дiлення, отримаємо рiвняння, в якому

функцiйнi змiннi знаходяться по рiзнi сторони рiвняння. Тому досить

розглянути лише другий випадок.

Бiнарнi квазiгруповi рiвняння, якi задовольняють умову теореми,

мають чотири предметних змiнних. Iз Твердження 1.1 випливає, що рiзних

незалежних предметних змiнних у рiвняннi може бути одна або двi.

Якщо незалежна предметна змiнна одна, то рiвняння має тип (4; 0) i

має вигляд (3.1).

Якщо незалежних предметних змiнних двi, то обидвi предметнi змiннi

квадратичнi, тому рiвняння має тип (2; 2). Якщо появи однiєї квадратичної

змiнної знаходяться по одну сторону рiвняння, то таке рiвняння має

вигляд (1.8). Якщо вони знаходяться по рiзнi сторони рiвняння, то в лiвiй

частинi рiвняння першу предметну змiнну позначимо через 𝑥, а другу через

𝑦. Таких рiвнянь може бути два: (1.9) та 𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝑦;𝑥). Останнє рiв-

няння за комутуванням в правiй частинi зводиться до рiвняння (1.9).

Покажемо, що всi три рiвняння попарно парастрофно-первинно-

нерiвносильнi.

Розглянемо пари рiвнянь (1.8), (1.9) i (1.8), (3.1) та припустимо, що вони

парастрофно-первинно-рiвносильнi. Нехай (𝑄; 𝑓) — довiльна iдемпотентна

квазiгрупа, причому |𝑄| > 1. Очевидно, що пара (𝑓, 𝑓) є розв’язком рiв-

нянь (1.9) i (3.1). Тодi в обох випадках, згiдно з лемою 1.4, для деяких 𝜎 i

𝜏 пара (𝜎𝑓, 𝜏𝑓) є розв’язком рiвняння (1.8) i для деяких 𝜎′ i 𝜏 ′ пара (𝜎
′
𝑓, 𝜏

′
𝑓)

є розв’язком рiвняння (1.8), тобто для всiх 𝑥, 𝑦 виконуються рiвностi

𝜎𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝜏𝑓(𝑦, 𝑦), 𝜎′
𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝜏 ′𝑓(𝑦, 𝑦).

Оскiльки довiльний парастроф iдемпотентної квазiгрупи також

iдемпотентний, то кожна з цих тотожностей рiвносильна рiвностi 𝑥 = 𝑦

для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, яка означає, що |𝑄| = 1. З отриманого протирiччя
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випливає, що наше припущення неправильне, тобто рiвняння (1.8), (1.9), а

також рiвняння (1.8), (3.1) парастрофно-первинно-нерiвносильнi.

Розглянемо пару рiвнянь (1.9), (3.1). Над кiльцем лишкiв за модулем

7, тобто над Z7 визначимо квазiгруповi операцiї 𝑓 i 𝑔:

𝑓(𝑥, 𝑦) := 4𝑥+ 4𝑦, 𝑔(𝑥, 𝑦) := 3𝑥+ 5𝑦.

Оскiльки операцiя 𝑓 комутативна, то вона має не бiльше трьох рiзних

парастрофiв: 𝑓 , ℓ𝑓 , 𝑟𝑓 , де

ℓ𝑓(𝑥, 𝑦) = 4−1(𝑥− 4𝑦) = 2(𝑥− 4𝑦) = 2𝑥+ 6𝑦,

𝑟𝑓(𝑥, 𝑦) = 4−1(−4𝑥+ 𝑦) = 6𝑥+ 2𝑦.

Позаяк операцiї 𝑓 i 𝑔 iдемпотентнi:

𝑓(𝑥, 𝑥) := 4𝑥+ 4𝑥 = (4 + 4)𝑥 = 𝑥, 𝑔(𝑥, 𝑥) := 3𝑥+ 5𝑥 = (3 + 5)𝑥 = 𝑥,

то пара (𝑓, 𝑔) є розв’язком рiвняння (3.1). Припустимо, що рiвняння (1.9)

i (3.1) парастрофно-первинно-рiвносильнi. Тодi згiдно з лемою 1.4 для

деяких 𝜎, 𝜏 пара квазiгруп (𝜎𝑓, 𝜏𝑔) або пара (𝜏𝑔, 𝜎𝑓) є розв’язком рiвняння

(1.9), тобто для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 виконується принаймнi одна iз рiвностей

𝜎𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜏𝑔(𝑥, 𝑦), 𝜏𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝜎𝑓(𝑥, 𝑦).

Звiдси 𝜎𝑓 = 𝜏𝑔. Застосувавши 𝜏−1 до обох частин та скориставшись

першою надтотожнiстю (1.7), отримаємо 𝜏−1𝜎𝑓 = 𝑔. Але з доведеного

вище випливає, що жоден парастроф операцiї 𝑓 не дорiвнює операцiї 𝑔.

Отримане протирiччя говорить про те, що наше припущення неправильне,

тобто рiвняння (1.9) i (3.1) парастрофно-первинно-нерiвносильнi. 2

Множини всiх розв’язкiв рiвнянь (1.8) i (1.9) виписано в теоремi 1.1.

Скориставшись означенням дiагоналi, розв’язки рiвняння (3.1) подамо в

такому очевидному твердженнi.

Твердження 3.2. Множиною всiх розв’язкiв рiвняння (3.1) є

множина всiх пар квазiгрупових операцiй, в яких однаковi головнi дiа-

гоналi в їх таблицях Келi.
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Наслiдок 3.1. Iснує точно одне антиквадратичне узагальнене рiвня-

ння функцiйної довжини 2 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвно-

сильностi, наприклад (3.1).

Доведення випливає iз теореми 3.1 та означення 3.3. 2

Нижче наведенi твердження є наслiдками з теореми 3.1 результатiв

Р. Коваль [50] та А. Крапєжа [83].

Наслiдок 3.2. Iснує точно два квадратичних узагальнених рiвнянь

функцiйної довжини 2 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-

ностi, наприклад (1.8), (1.9).

Наслiдок 3.3. Iснує точно одне квадратичне узагальнене рiвня-

ння без квадратiв функцiйної довжини 2 з точнiстю до парастрофно-

первинної рiвносильностi, наприклад (1.9).

3.2. Класифiкацiя та розв’язування рiвнянь довжини 3

Класифiкацiю узагальнених рiвнянь функцiйної довжини 3 на квазiгру-

пах дослiджували В. Д. Бiлоусов [13] та Р. Коваль [50]. Вони встановили

iснування таких рiвнянь, але не вивчали їх розв’язки. Р. Коваль [50] в

теоремi 1.4 дала класифiкацiю не всiх рiвнянь, а лише тих, якi тут названi

рiвняннями типу (3; 2). Iншi типи рiвнянь були опущенi i не розглядалися.

В цьому пiдроздiлi доведено теорему про повну класифiкацiю всiх

узагальнених рiвнянь довжини 3 всiх можливих типiв з точнiстю до

парастрофно-первинної рiвносильностi та розв’язано на множинi бiнарних

квазiгруп кожного з представникiв блокiв розбиття.

Теорема 3.2. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує точно 4 узагальненi рiвняння функцiйної довжини 3, якi мають

розподiл на: предметний тип (3; 2) — це рiвняння

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (3.2)

𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (3.3)
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𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝐹3(𝑦; 𝑦); (3.4)

предметний тип (5; 0)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥))) = 𝐹3(𝑥;𝑥). (3.5)

Для доведення цiєї теореми використаємо множини їх розв’язкiв.

Твердження 3.3. Трiйка оборотних бiнарних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), що

визначенi на множинi 𝑄, є квазiгруповим розв’язком функцiйного рiвня-

ння (3.2) тодi i тiльки тодi, коли iснує оборотна операцiя 𝑔 така, що

𝑓1⊥𝑔 i виконуються такi спiввiдношення: 𝑓2 = 𝑟𝑔, 𝑓3 = 𝑓1 ⊕
𝑟

𝑟𝑔, де

(𝑓 ⊕
𝑟
ℎ)(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥, ℎ(𝑥, 𝑦)).

Доведення. Нехай трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), що визначенi на

множинi 𝑄, є розв’язком функцiйного рiвняння (3.2), тобто виконується

тотожнiсть 𝑓1(𝑥; 𝑟𝑔(𝑥; 𝑦)) = 𝑓3(𝑥; 𝑦), де 𝑔 := 𝑟𝑓2, тобто 𝑓2 = 𝑟𝑔. За лемою 1.1

маємо 𝑓1⊥𝑔.
Навпаки, згiдно з лемою 1.1,(︂

𝑓1 ⊕
𝑟

𝑟𝑔

)︂
(𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝑥;

𝑟𝑔(𝑥; 𝑦)) = 𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑦)).

Оскiльки 𝑓1⊥𝑔, то згiдно з лемою 1.1 операцiя 𝑓3 є оборотною. 2

Твердження 3.4. Трiйка оборотних бiнарних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), що

визначенi на множинi 𝑄, є квазiгруповим розв’язком функцiйного рiвня-

ння (3.3) тодi i тiльки тодi, коли iснує пiдстановка 𝛼 та iдемпотентна

квазiгрупа 𝑔 такi, що виконуються спiввiдношення:

𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝛼𝑥; 𝑦), 𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔(𝛼𝑥;𝛼𝑦).

Доведення. Нехай трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), що визначенi на

множинi 𝑄, є розв’язком функцiйного рiвняння (3.3), тобто виконується

тотожнiсть 𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝑓3(𝑥; 𝑦). Звiдси 𝑓2(𝑥;𝑥) = ℓ𝑓1(𝑓3(𝑥; 𝑦), 𝑦). Пiд-

ставимо 𝑦 := 𝑎 ∈ 𝑄, тому 𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝛼𝑥, де 𝛼𝑥 := ℓ𝑓1(𝑓3(𝑥; 𝑎), 𝑎). Перетво-

рення 𝛼 є пiдстановкою множини 𝑄, оскiльки 𝛼 є композицiєю трансляцiй

оборотних функцiй ℓ𝑓1 i 𝑓3. Пiдставивши 𝛼𝑥 замiсть 𝑓2(𝑥;𝑥), отримаємо
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першу рiвнiсть iз умови твердження. Визначимо операцiю 𝑔, поклавши

𝑔(𝑥; 𝑦) := 𝑓2(𝛼
−1𝑥;𝛼−1𝑦), звiдси маємо другу рiвнiсть iз умови твердження.

Навпаки, нехай виконуються спiввiдношення теореми, тодi з

iдемпотентностi операцiї 𝑔 випливає рiвнiсть 𝑓2(𝑥, 𝑥) = 𝑔(𝛼𝑥, 𝛼𝑥) = 𝛼𝑥,

тому 𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝛼𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥); 𝑦). 2

Твердження 3.5. Трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), якi визначенi

на множинi 𝑄, є квазiгруповим розв’язком узагальненого рiвняння (3.4)

тодi i тiльки тодi, коли iснує елемент 𝑒 ∈ 𝑄, пiдстановка 𝛼 множини

𝑄, оборотна операцiя ℎ та iдемпотентна оборотна функцiя 𝑔 такi, що

операцiї 𝑓3, ℎ — унiпотентнi i 𝑒 є їх спiльним унiпотентним елементом,

а також виконуються спiввiдношення:

𝑓1(𝑥; 𝑦) = ℎ(𝛼−1𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔(𝛼𝑥, 𝛼𝑦). (3.6)

Доведення. Нехай трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), що визначенi на

множинi 𝑄, є розв’язком функцiйного рiвняння (3.4), тобто виконується

тотожнiсть

𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝑓3(𝑦; 𝑦). (3.7)

Нехай 𝑎 — довiльний елемент носiя. Введемо такi позначення:

𝑒 := 𝑓3(𝑎, 𝑎), 𝑔(𝑥, 𝑦) := 𝑓2(𝛼
−1𝑥, 𝛼−1𝑦),

𝛼𝑥 := ℓ𝑓1(𝑒, 𝑥), ℎ(𝑥, 𝑦) := 𝑓1(𝛼𝑥, 𝑦).

Покладемо в (3.7) 𝑦 = 𝑎:

𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝑒, звiдси 𝑓2(𝑥;𝑥) =
ℓ𝑓1(𝑒, 𝑥) = 𝛼𝑥.

Перетворення 𝛼 є пiдстановкою носiя, позаяк 𝛼 є зсувом оборотної функцiї.

З отриманої рiвностi маємо 𝑥 = 𝑓2(𝛼
−1𝑥, 𝛼−1𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑥). З означення

випливає, що операцiя 𝑔 є iзотопом оборотної операцiї, тому 𝑔 — оборотна

iдемпотентна операцiя.

Лiва частина рiвностi (3.7) дорiвнює 𝑒, тому операцiя 𝑓3 є унiпотентною,

тобто 𝑒 є середнiм нейтральним елементом для операцiї 𝑓3.

З рiвностi 𝛼𝑥 := ℓ𝑓1(𝑒, 𝑥) випливає рiвнiсть 𝑓1(𝛼𝑥, 𝑥) = 𝑒, тобто операцiя

ℎ унiпотентна.
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Навпаки, нехай виконуються умови теореми, тодi

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑥), 𝑥) = 𝑓1(𝑔(𝛼𝑥, 𝛼𝑥), 𝑥) = 𝑓1(𝛼𝑥, 𝑥) =

= ℎ(𝛼−1𝛼𝑥, 𝑥) = ℎ(𝑥, 𝑥) = 𝑒 = 𝑓3(𝑦, 𝑦).

2

Твердження 3.6. Трiйка дiагональних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є

розв’язком функцiйного рiвняння типу (5; 0) тодi i тiльки тодi, коли пара

(𝛿2; 𝛿3) є трансверсаллю операцiї 𝑓1, де 𝛿2(𝑥) := 𝑓2(𝑥, 𝑥), 𝛿3(𝑥) := 𝑓3(𝑥, 𝑥).

Доведення. Згiдно з означенням, трiйка операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.5) тодi i тiльки тодi, коли виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥;𝑥))) = 𝑓3(𝑥;𝑥). Згiдно з позначеннями ця рiвнiсть рiвносильна

рiвностi 𝑓1(𝑥; 𝛿2(𝑥))) = 𝛿3(𝑥). Дiагональнiсть операцiй 𝑓2 i 𝑓3 означає, що i

𝛿2 i 𝛿3 є пiдстановками множини 𝑄. Тому виконання рiвностi означає, що

пара (𝛿2; 𝛿3) є трансверсаллю операцiї 𝑓1. 2

Доведення теореми 3.2. За умовою теореми розглядаємо лише

функцiйнi рiвняння функцiйної довжини 3, тому предметних змiнних,

враховуючи повторення, п’ять. Розглянемо росташування функцiйних

змiнних, не беручи до уваги предметнi змiннi.

Якщо всi три функцiйнi змiннi знаходяться по одну сторону рiвняння,

то таке рiвняння має один iз таких видiв:

𝐹1(𝐹2(𝑢1, 𝑢2), 𝐹3(𝑢3, 𝑢4)) = 𝑢5, 𝐹1(𝑢1, 𝐹2(𝑢2, 𝐹3(𝑢3, 𝑢4))) = 𝑢5.

Обидвi частини першого рiвняння пiдставимо у вираз ℓ𝐹1(𝑧, 𝐹3(𝑢3, 𝑢4)) за-

мiсть змiнної 𝑧, отримаємо рiвнiсть

ℓ𝐹1(𝐹1(𝐹2(𝑢1, 𝑢2), 𝐹3(𝑢3, 𝑢4)), 𝐹3(𝑢3, 𝑢4)) =
ℓ𝐹1(𝑢5, 𝐹3(𝑢3, 𝑢4)).

В лiвiй частинi рiвняння скористаємось однiєю iз первинних тотожностей

(1.7), в результатi маємо 𝐹2(𝑢1, 𝑢2) = ℓ𝐹1(𝑢5, 𝐹3(𝑢3, 𝑢4)). В отриманому

рiвняннi функцiйнi змiннi знаходяться по обидвi сторони рiвняння. До

того ж це рiвняння парастрофно-первинно-рiвносильне вихiдному рiвня-

нню, оскiльки отримане з нього перетворенням зовнiшнього дiлення. Так
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само рiвняння другого типу парастрофно-первинно-рiвносильнi рiвнянням,

в яких функцiйнi змiннi знаходяться по обидвi сторони рiвняння.

Здiйснивши, при необхiдностi, перетворення комутування, отримуємо, що

надалi досить обмежитись рiвняннями виду

𝐹1(𝑢1, 𝐹2(𝑢2, 𝑢3)) = 𝐹3(𝑢4, 𝑢5). (3.8)

Позаяк ми розглядаємо лише нетривiальнi квазiгруповi рiвняння, то, згiдно

iз твердженням 1.1, рiзних незалежних предметних змiнних у рiвняннi

може бути одна або двi.

Якщо незалежна предметна змiнна одна, назвiмо її 𝑥, то за означе-

нням 3.6 рiвняння має тип (5; 0) i це є рiвняння (3.5).

Якщо ж незалежних предметних змiнних двi, то одна з них має три

появи. а iнша — двi. Назвiмо їх 𝑥 та 𝑦 вiдповiдно. Тому за означе-

нням 3.6 рiвняння має тип (3; 2) i 𝑢𝑖 ∈ {𝑥, 𝑦}. Не втрачаючи загальностi,

вважатимемо, що 𝑢2 лексикографiчно менше за 𝑢3, а 𝑢4 — за 𝑢5. Якщо це

не так, то здiйснимо перетворення комутування операцiї 𝐹2 чи 𝐹3.

Нехай 𝑢1 = 𝑥. Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥, то 𝑢4 = 𝑢5 = 𝑦, тому маємо рiвняння

(3.4). Якщо ж 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦, то 𝑢4 = 𝑢5 = 𝑥 i маємо 𝐹1(𝑥, 𝐹2(𝑦, 𝑦)) = 𝐹3(𝑥, 𝑥).

За зовнiшнiм дiленням, отримаємо рiвняння 𝐹2(𝑦, 𝑦) =
ℓ𝐹1(𝑥, 𝐹3(𝑥, 𝑥)), яке

з точнiстю до переiменування функцiйних змiнних, збiгається з (3.4). I,

нарештi, якщо 𝑢2 ̸= 𝑢3, то, враховуючи лексикографiчний порядок, маємо

𝑢2 = 𝑢4 = 𝑥 i 𝑢3 = 𝑢5 = 𝑦, тому в даному випадку маємо рiвняння (3.2).

Припустимо тепер, що 𝑢1 = 𝑦, тодi 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥 або 𝑢4 = 𝑢5 = 𝑥. Обидва

рiвняння комутуванням та зовнiшнiм дiленням зводяться до рiвняння (3.3).

Повне доведення узагальнених рiвнянь типу (3; 2) отримане Р. Коваль

у теоремi 1.4. За перейменуванням предметних змiнних рiвняння теореми

вiдповiдно (1.12)≍(3.3), (1.13)≍(3.4), а рiвняння (1.11) не має квадратiв,

тому (1.11)≍(3.2)≍(1.10).
Доведемо, що рiвняння (3.2)–(3.5) парастрофно-первинно-

нерiвносильнi. Оскiльки жодне з парастрофно-первинних перетворень

не змiнює кiлькостi рiзних предметних змiнних, то парастрофно-первиннi
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перетворення з рiзною кiлькiстю предметних змiнних парастрофно-

первинно-нерiвносильнi. Тому рiвняння (3.5) парастрофно-первинно-

нерiвносильне жодному з рiвнянь (3.2)–(3.4).

Для доведення парастрофно-попарної первинної нерiвносильностi рiв-

нянь (3.2)–(3.4) для кожної невпорядкованої пари цих рiвнянь наведемо

приклад трiйки оборотних операцiй, яка є розв’язком одного рiвняння i

жодна iз трiйок парастрофiв цих операцiй не є розв’язком iншого рiвня-

ння. Зазначенi трiйки операцiй зручно подати в такiй табл. 3.1.

Таблиця 3.1

Попарна парастрофна нерiвносильнiсть рiвнянь довжини 3.

(3.2) (3.3) (3.4)

(3.3) (ℎ, ℎ, ℎ) × ×
(3.4) (𝑘, 𝑓, 𝑘) (ℎ, ℎ, ℎ) ×
(3.5) (ℎ, ℎ, ℎ) (𝑓, 𝑔, ℎ) (ℎ, ℎ, ℎ)

В цiй таблицi 𝑓 , ℎ, 𝑔 — попарно рiзнi (можливо iзоморфнi) квазiгрупи

Штейнера, 𝑘 — лупаШтейнера, якi визначенi на носiєвi𝑄, де |𝑄| > 1. Тут i

далi знак × використовується для усунення повторень. На перетинi одного

рядка i стовпця розташована трiйка функцiй, якi є розв’язком одного рiвня-

ння i не є розв’язком жодного парастрофно-первинно-рiвносильного iншого

рiвняння.

Справдi, трiйка (ℎ, ℎ, ℎ) в табл. 3.1 є розв’язком кожного з рiвнянь (3.3)

i (3.5) за будь-якого носiя, а рiвняння (3.2) i (3.4) ця трiйка задовольняє

лише тодi, коли носiй одноелементний. Тому кожна пара рiнянь (3.2), (3.3);

(3.2), (3.5); (3.3), (3.4); i (3.4), (3.5) парастрофно-первинно-нерiвносильнi.

Оскiльки квазiгрупа Штейнера iдемпотентна, то трiйка (𝑓, 𝑔, ℎ) з

табл. 3.1 є розв’язком рiвняння (3.5). Iз того, що квазiгрупа Штейнера

тотально-симетрична, тобто всi парастрофи однаковi, то трiйка (𝑓 ′, 𝑔′, ℎ′),

яка є перестановкою операцiй 𝑓 , ℎ, 𝑔, мала би бути розв’язком рiвняння

(3.3), але це можливо лише тодi, коли носiй одноелементний. Тому рiняння

(3.3) i (3.5) парастрофно-первинно-нерiвносильнi.
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I нарештi, трiйка (𝑘, 𝑓, 𝑘) з табл. 3.1 є розв’язком рiвняння (3.4), тодi

принаймнi одна iз трiйок (𝑓, 𝑘, 𝑘), (𝑘, 𝑓, 𝑘), (𝑘, 𝑘, 𝑓) є розв’язком рiвняння

(3.2), тобто виконується принаймнi одна iз тотожностей

𝑓(𝑥, 𝑘(𝑥, 𝑦)) = 𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑘(𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑘(𝑥, 𝑘(𝑥, 𝑦)) = 𝑓(𝑥, 𝑦).

В першiй рiвностi замiнимо 𝑘(𝑥, 𝑦) на 𝑦, в другiй — скоротимо на 𝑥, а в

третiй — скористаємося тотожнiстю тотально-симетричної квазiгрупи. В

усiх трьох випадках отримаємо одноелементнiсть носiя. Це означає, що

рiвняння (3.2) i (3.4) парастрофно-первинно-нерiвносильнi. 2

Наслiдок 3.4. Iснує точно одне антиквадратичне узагальнене рiвня-

ння функцiйної довжини 3 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвно-

сильностi, наприклад (3.5).

Доведення випливає з теореми 3.2 i означення 3.3. 2

Результат Р. Коваль [50], а саме теорему 1.4, можна сформулювати як

наслiдок, що випливає з теореми 3.2.

Наслiдок 3.5. Iснує точно три майже квадратичних узагальнених

рiвнянь функцiйної довжини 3 з точнiстю до парастрофно-первинної рiв-

носильностi, наприклад (3.2), (3.3) i (3.4).

Теорема 1.2, отримана В. Д. Бiлоусовим [13], нижче подана як наслiдок

з теореми 3.2 та наслiдку 3.5 i сформульована в новiй редакцiї.

Наслiдок 3.6. Iснує точно одне майже квадратичне узагальнене рiв-

няння без квадратiв функцiйної довжини 2 з точнiстю до парастрофно-

первинної рiвносильностi, наприклад (3.2).

3.3. Класифiкацiя та розв’язування рiвнянь довжини 4

В цьому пiдроздiлi дослiджуються узагальненi рiвняння функцiйної

довжини 4, їх повна класифiкацiя з точнiстю до парастрофно-первинної

рiвносильностi та розв’язування рiвнянь на множинi бiнарних квазiгруп.

Часткову класифiкацiю таких рiвнянь вивчали Коваль, Сохацький та

Крапєж. Коваль дала класифiкацiю рiвнянь, якi тут названi рiвняннями
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типу (2; 2; 2), проте вона дослiдила не всi рiвняння цього типу, лише

чотири класи та навела множини розв’язкiв представникiв цих класiв.

Уточнену класифiкацiю лише квадратичних рiвнянь функцiйної довжини 4

дав Крапєж, користуючись описанням iзоморфних графiв. Вiн встановив,

що таких рiвнянь точно п’ять i видiлив представника п’ятого класу та

знайшов множину його розв’язкiв на бiнарних квазiгрупах. Проте його

метод застосовний лише для квадратичних функцiйних рiвнянь.

Певнi класи неквадратичних рiвнянь видiлила Коваль (теорема 1.6)

Тут цi рiвняння названi рiвняннями предметних типiв (4; 2; 0) та (3; 3; 0).

Але нiяка незалежнiсть цих рiвнянь не дослiджувалась, тобто нiякої

класифiкацiї незроблено.

В цьому пiдроздiлi не лише дана повна класифiкацiя рiвнянь функ-

цiйної довжини 4 за вiдношенням парастрофно-первинної рiвносильностi,

а i класифiковано їх за предметними типами, зокрема встановлена їх

парастрофно-первинна нерiвносильнiсть. До того ж, з кожного отриманого

блока розбиття видiлено представника та знайдено множину всiх його

розв’язкiв на оборотних функцiях довiльної множини.

3.3.1. Класифiкацiя рiвнянь за типами

Лема 3.1. Якщо у функцiйних рiвняннях рiзна кiлькiсть рiзних

незалежних предметних змiнних, то такi рiвняння парастрофно-

первинно-нерiвносильнi.

Доведення. Iстиннiсть цiєї леми випливає з означення про парастрофно-

первиннi перетворення. Як i перейменування предметних змiнних,

так i перейменування функцiйних змiнних не змiнює кiлькостi рiзних

незалежних предметних змiнних. Перетворення комутування теж залишає

на мiсцi цю кiлькiсть. Парастрофнi перетворення дiлення як лiвого, так i

правого збiльшують кiлькiсть появ предметних змiнних, а кiлькiсть рiзних

предметних змiнних залишається сталою. 2
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Лема 3.2. Квазiгруповi нетривiальнi функцiйнi рiвняння функцiй-

ної довжини 4 iснують лише чотирьох типiв: (2; 2; 2), (4; 2; 0), (3; 3; 0),

(6; 0; 0).

Доведення. Оскiльки всi функцiйнi змiннi в рiвняннi бiнарнi, то кiлькiсть

предметних змiнних дорiвнює 6, враховуючи їх повторення. Оскi-

льки рiвняння квазiгрупове i нетривiальне, то кожна предметна змiнна

повторюється принаймнi два рази, тому таке рiвняння має не бiльше, нiж

три рiзнi предметнi змiннi, тобто предметний тип має вигляд (𝑎, 𝑏, 𝑐), де

𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6. Занумеруємо предметнi змiннi так, що змiннi

лексикографiчного порядку мають незростаючу кiлькiсть появ. Тому

досить розглядати лише функцiйнi рiвняння iз змiнними 𝑥, 𝑦, 𝑧, в яких

𝑥 має 𝑎 появ, 𝑦 — 𝑏 появ, а 𝑧 — 𝑐 появ, тобто лише рiвняння типiв (𝑎, 𝑏, 𝑐),

де 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 > 2 i 𝑎+𝑏+𝑐 = 6. Цi умови задовольняють лише такi вибiрки:

(2; 2; 2), (4; 2; 0), (3; 3; 0), (6; 0; 0). 2

Лема 3.3. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує принаймнi 19 узагальнених рiвнянь функцiйної довжини 4, якi

мають розподiл на:

— предметний тип (2; 2; 2) — це рiвняння: (1.14)–(1.18);

— предметний тип (4; 2; 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥; 𝑦))), (3.9)

𝐹1(𝑦; 𝑦) = 𝐹2(𝐹3(𝑥;𝑥);𝐹4(𝑥;𝑥)), (3.10)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑦;𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝑥))), (3.11)

𝐹1(𝑦; 𝑦) = 𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝑥))), (3.12)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑥; 𝑦);𝐹4(𝑥; 𝑦)), (3.13)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥; 𝑦))); (3.14)

— предметний тип (3; 3; 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝐹3(𝑥; 𝑦);𝐹4(𝑥; 𝑦)), (3.15)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦); 𝑦), (3.16)
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𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥; 𝑦)), (3.17)

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝐹3(𝑥;𝑥);𝐹4(𝑦; 𝑦)), (3.18)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑦; 𝑦)), (3.19)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝑥)); (3.20)

— предметний тип (6; 0; 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝑥)), (3.21)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑥;𝑥);𝐹4(𝑥;𝑥)). (3.22)

Доведення. З точнiстю до комутування, всi узагальненi рiвняння функцiй-

ної довжини 4 можна подiлити за довжиною пiдтермiв. Оскiльки рiвняння

бiнарнi, то згiдно з означенням 3.5 предметна довжина такого рiвняння є

6. Оскiльки предметна довжина рiвняння – це сума довжин лiвої i правої

частини рiвняння, то враховуючи лему 1.2, всi такi рiвняння за довжиною

можна подiлити на три види: 1 = 5, 2 = 4, 3 = 3, де 𝑚 = 𝑛 означає, 𝑚 –

предметна довжина терма лiвої частини, а 𝑛 – предметна довжина терма

правої частини рiвняння. Вид 1 = 5 може мати вигляди 1 = 1 + 4 та

1 = 2+3. Перший подiлимо зовнi на одиничний пiдтерм, а другий на терм

довжини два, в результатi отримаємо вид 2 = 4 та вид 3 = 3 вiдповiдно.

Вид 2 = 4 може бути такого вигляду 2 = 1 + (1 + 2) або 2 = 2 + 2. У

першому випадку зовнiшнiм дiленням на терм довжини один, отримаємо

вид 3 = 3, який має вигляд 1 + 2 = 1 + 2. Отже, всi узагальненi рiвняння

досить розглянути за розташуванням дужок таких форм:

𝐴) 2 = 2 + 2, 𝐵) 2 = 1 + (1 + 2).

В межах даного доведення, всi функцiйнi змiннi позначаємо одним i тим

самим символом (·) i вважаємо, що рiзнi появи цього символу позначають
рiзнi функцiйнi змiннi, оскiльки в загальному рiвняннi всi функцiйнi змiннi

є попарно рiзними. Iнколи (·) опускаємо, наприклад, за цих позначень

рiвняння (3.9) мають вигляд: 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦).
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Iз твердження 1.1 випливає, що такi рiвняння предметної довжини 6

можуть мати одну, двi, або три рiзних незалежних предметних змiнних,

кожна з яких має не менше двi появи. За означенням 3.6 — якщо рiвняння

мають одну незалежну предметну змiнну, то їх тип — (6; 0; 0), якщо — двi

незалежних предметних змiнних, то тип таких рiвнянь може бути (4; 2; 0)

та (3; 3; 0). Якщо рiвняння мають три рiзних незалежних предметних

змiнних, то тип рiвняння — (2; 2; 2).

Враховуючи рiзнi розташування дужок та зовнiшнє дiлення термiв,

маємо, що рiвняння типу (6; 0; 0) з точнiстю до парастрофно-первинної рiв-

носильностi можуть мати принаймнi один iз виглядiв (3.21) та (3.22).

Розглянемо рiвняння предметного типу (4; 2; 0). Всi такi рiвняння

класифiкуємо з точнiстю до комутування пiдтермiв. Оскiльки функцiйнi

рiвняння мають двi предметнi змiннi, то враховуючи лексикографiчний

порядок, предметну змiнну, яка має чотири появи, позначимо через 𝑥, а

змiнну, яка має двi появи — через 𝑦.

Спочатку розглянемо функцiйнi рiвняння, якi не мають квадратiв.

Це означає, що пiдтерми довжини два мають появи рiзних предметних

змiнних. Таких рiвнянь з розташуванням дужок для випадку 𝐴) немає,

оскiльки маємо три пiдтерми i чотири появи однiєї i тiєї ж змiнної. Для

випадку 𝐵) таке рiвняння одне: двi появи змiнної 𝑦 знаходяться в рiзних

пiдтермах довжини два, а в усiх iнших термах розташована змiнна 𝑥. З

точнiстю до комутування, отримуємо 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 ·𝑥𝑦), тобто рiвняння (3.9).
Розглянемо функцiйнi рiвняння, в яких є квадрати. Припустимо, що

𝑦2 є пiдтермом рiвняння, тодi на всiх iнших мiсцях знаходиться змiнна 𝑥.

Для випадку 𝐴) маємо три такi рiвняння:

𝑦2 = 𝑥2 · 𝑥2, 𝑥2 = 𝑦2 · 𝑥2, 𝑥2 = 𝑥2 · 𝑦2.

Перше рiвняння збiгається з (3.13), а iншi два -– за допомогою зовнiшнього

дiлення на 𝑥2 злiва i справа вiдповiдно парастрофно-первинно-рiвносильнi

до першого рiвняння. У випадку 𝐵) маємо два такi рiвняння:

𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥2), 𝑥2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑦2).
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Перше рiвняння збiгається з (3.12), а друге — за допомогою зовнiшнього

дiлення двiчi на 𝑥 парастрофно-первинно-рiвносильне до першого рiвня-

ння.

Надалi розглядатимемо рiвняння, в яких 𝑦2 не є пiдтермом, тобто 𝑦

розташований в термах довжини один. Для цього розглянемо квадрати

змiнної 𝑥.

Нехай рiвняння має точно один квадрат, а саме 𝑥2, тодi для

розташування дужок випадку 𝐴) iншi два пiдтерми довжини два будуть

мати вигляд 𝑥𝑦, тому маємо такi три рiвняння:

𝑥2 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, 𝑥𝑦 = 𝑥2 · 𝑥𝑦, 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑥2.

Перше рiвняння збiгається з рiвнянням (3.13), а два iншi рiвняння за допо-

могою зовнiшнього дiлення на терм 𝑥𝑦 парастрофно-первинно-рiвносильнi

до першого рiвняння. Для розташування дужок випадку 𝐵) один iз

пiдтермiв довжини два збiгається з 𝑥2, а iнший з 𝑥𝑦. Якщо 𝑥2 знаходиться

злiва, то маємо такi два рiвняння:

𝑥2 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥𝑦), 𝑥2 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥𝑦).

Перше рiвняння збiгається з (3.14). Друге рiвняння подiлимо на 𝑥 через 𝑦,

отримаємо рiвняння (3.13). Якщо 𝑥2 знаходиться справа, то маємо:

𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑥𝑦 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥2).

Цi рiвняння, послiдовним дiленням зовнi на предметнi змiннi 𝑥 та 𝑦

вiдповiдно та комутуванням частин рiвняння, парастрофно-первинно-

рiвносильнi до двох попереднiх рiвнянь, якi, в свою чергу, з точнiстю до

комутування, парастрофно-первинно-рiвносильнi до рiвнянь (3.14) i (3.13)

вiдповiдно.

Припустимо, що рiвняння має два квадрати, тобто пiдтерм 𝑥2 має двi

появи в рiвняннi. З розташуванням дужок випадку𝐴) таких рiвнянь немає.

З розташуванням дужок 𝐵) маємо одне рiвняння 𝑥2 = 𝑦 · (𝑦 · 𝑥2), яке
збiгається з рiвнянням (3.11).



95

Розглянемо узагальненi рiвняння предметного типу (3; 3; 0). Спочатку

опишемо рiвняння, якi не мають квадратiв. Оскiльки кожна предметна

змiнна має по три появи, то пiдтерми довжини два мають появи рiзних

змiнних, тому таке рiвняння з розташуванням дужок 𝐴) має вигляд (3.15),

а з розташуванням дужок 𝐵), за допомогою зовнiшнього дiлення на

одиничний пiдтерм рiвняння має вигляд (3.16).

Нехай рiвняння має один квадрат, позначимо його 𝐹 (𝑦; 𝑦). Тодi таких

рiвнянь з розташуванням дужок 𝐴) немає, а рiвняння з розташуванням

дужок 𝐵), за допомогою зовнiшнього дiлення на одиничний пiдтерм, має

вигляд (3.17).

Нехай рiвняння має два квадрати, тодi рiвняння з розташуванням

дужок 𝐴) має вигляд (3.18). Справдi, оскiльки в рiвняннi три терми

довжини два, i два квадрати, то нехай обидва квадрати розташованi в

правiй частинi рiвняння, тому рiвняння має вигляд (3.18). Якщо квадрати

розташованi по рiзнi сторони рiвняння, то зовнi подiлимо на квадрат, тому

отримаємо рiвняння (3.18). Рiвнянь з розташуванням дужок 𝐵) з двома

квадратами може бути два: 𝑥2 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑦2), 𝑥2 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑦2). Кожне з

них зовнi подiлимо на одиничний терм, отримаємо рiвняння (3.19), (3.20)

вiдповiдно .

Узагальнених рiвнянь предметного типу (2; 2; 2) iснує п’ять, згiдно з

теоремою 1.4, а саме рiвняння (1.14)–(1.18). 2

3.3.2. Розв’язання рiвнянь типу (4;2;0)

Згiдно з лемою 3.3, рiзних узагальнених функцiйних рiвнянь типу

(4; 2; 0) є принаймнi шiсть. У цьому пiдроздiлi подано їх розв’язки на бi-

нарних оборотних функцiях.

Нехай 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 -– двомiснi оборотнi функцiї, якi визначенi на

множинi 𝑄.

Твердження 3.7. Четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є

розв’язком функцiйного рiвняння (3.9) тодi i тiльки тодi, коли вико-
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нується спiввiдношення 𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥; 𝑦))).

Доведення очевидне. Наприклад, вибiрка (𝑓, 𝑓, 𝑔, 𝑟𝑔) є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.9), якщо операцiї 𝑓 , 𝑔 оборотнi. 2

Твердження 3.8. Четвiрка функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.10) тодi i тiльки тодi, коли iснує елемент 𝑎

з множини 𝑄 такий, що виконуються спiввiдношення:

𝑓1(𝑦; 𝑦) = 𝑎; 𝑓4(𝑥;𝑥) =
𝑟𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑎). (3.23)

Доведення. Нехай четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) двомiсних оборотних функцiй, що

визначенi на множинi 𝑄, є розв’язком функцiйного рiвняння (3.10), тобто

виконується тотожнiсть:

𝑓1(𝑦; 𝑦) = 𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑓4(𝑥;𝑥)). (3.24)

Нехай 𝑐 ∈ 𝑄 i 𝑎 := 𝑓2(𝑓3(𝑐; 𝑐); 𝑓4(𝑐; 𝑐)). Покладемо 𝑥 = 𝑐 в (3.10), отримаємо

𝑓1(𝑦; 𝑦) = 𝑎, тобто першу рiвнiсть з (3.23). Враховуючи це, з (3.24)

отримуємо 𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑓4(𝑥;𝑥)) = 𝑎. Звiдси, враховуючи означення правого

дiлення для функцiї 𝑓2, маємо другу рiвнiсть з (3.23) для всiх 𝑥 ∈ 𝑄.

Навпаки, нехай четвiрка операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) задовольняє умови

теореми, тобто iснує елемент 𝑎 з множини 𝑄 такий, що виконуються

рiвностi (3.23). Тодi

𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑓4(𝑥;𝑥)) = 𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥);
𝑟𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑎)) = 𝑎 = 𝑓1(𝑦; 𝑦).

Отже, (3.24) — тотожнiсть, що й треба було довести. 2

Твердження 3.9. Четвiрка функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.11), тодi i тiльки тодi, коли iснує перетворення

𝛿, пiдстановка 𝛼 множини 𝑄 такi, що виконуються спiввiдношення:

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝛼𝛿𝑥; 𝑓4(𝑥;𝑥) = 𝛿𝑥, 𝑓3(𝑦; 𝛿𝑥) =
𝑟𝑓2(𝑦;𝛼𝛿𝑥). (3.25)

Доведення. Нехай четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) двомiсних оборотних функцiй, що

визначенi на множинi 𝑄, є розв’язком функцiйного рiвняння (3.11), тобто

виконується тотожнiсть:

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝑓2(𝑦; 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥;𝑥))). (3.26)
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Нехай 𝑎 довiльний елемент множини 𝑄. Тодi при 𝑦 = 𝑎 визначимо

𝛼𝑥 := 𝑓2(𝑎; 𝑓3(𝑎;𝑥)). Врахувавши це позначення з тотожностi (3.26) маємо

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝛼𝑓4(𝑥;𝑥). Позначимо 𝛿𝑥 := 𝑓4(𝑥;𝑥), тодi з останньої рiвностi

отримуємо першу рiвнiсть з (3.25). Врахувавши її для (3.26), отримаємо

𝛼𝛿𝑥 = 𝑓2(𝑦; 𝑓3(𝑦; 𝛿𝑥)). Звiдси, за правим дiленням функцiї 𝑓2, отримуємо

третю рiвнiсть з (3.25).

Навпаки, нехай четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) задовольняє

умови теореми, тобто iснують перетворення 𝛿, пiдстановка 𝛼 множини 𝑄

такi, що виконуються рiвностi (3.25). Тодi отримуємо

𝑓2(𝑦; 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥;𝑥))) = 𝑓2(𝑦; 𝑓3(𝑦; 𝛿𝑥)) = 𝑓2(𝑦;
𝑟𝑓2(𝑦;𝛼𝛿𝑥)) = 𝛼𝛿𝑥.

Отже, (3.26) є тотожнiстю, а це означає, що четвiрка оборотних

функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком функцiйного рiвняння (3.11). 2

Твердження 3.10. Четвiрка функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.12), тодi i тiльки тодi, коли iснує пiдстановка

𝛼 та елемент 𝑎 з множини 𝑄 такi, що виконуються спiввiдношення:

𝑓1(𝑦; 𝑦) = 𝑎; 𝑓2(𝑥;𝛼𝑥) = 𝑎, 𝑓4(𝑥;𝑥) =
𝑟𝑓3(𝑥;𝛼𝑥). (3.27)

Доведення. Нехай четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) двомiсних оборотних функцiй, що

визначенi на множинi 𝑄, є розв’язком функцiйного рiвняння (3.12), тобто

виконується тотожнiсть:

𝑓1(𝑦; 𝑦) = 𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥;𝑥))). (3.28)

Нехай 𝑐 довiльний елемент з 𝑄, визначимо 𝑎 := 𝑓2(𝑐; 𝑓3(𝑐; 𝑓4(𝑐; 𝑐))).

Покладемо 𝑥 = 𝑐 в (3.28), отримаємо першу рiвнiсть з (3.27). Врахувавши

її у (3.28), маємо 𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥;𝑥))) = 𝑎. З отриманої рiвностi, за означе-

нням правого дiлення функцiї 𝑓2, отримуємо 𝑟𝑓2(𝑥; 𝑎) = 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥;𝑥)).

Визначимо перетворення 𝛼𝑥 := 𝑟𝑓2(𝑥; 𝑎), яке є пiдстановкою множини

𝑄, позаяк воно визначено як зсув квазiгрупової операцiї. З визначення

перетворення 𝛼 отримуємо другу рiвнiсть iз (3.27). Враховуючи перетво-

рення 𝛼, з рiвностi 𝑟𝑓2(𝑥; 𝑎) = 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥;𝑥)) маємо 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥;𝑥)) = 𝛼𝑥.

Звiдси, за правим дiленням функцiї 𝑓3, випливає третя рiвнiсть з (3.28).
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Навпаки, нехай четвiрка квазiгрупових операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) задоволь-

няє умови теореми, тобто iснують пiдстановка 𝛼 та елемент 𝑎 з множини

𝑄 такi, що виконуються спiввiдношення (3.27). Тодi отримуємо

𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥;𝑥))) = 𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑥;
𝑟𝑓3(𝑥;𝛼𝑥))) = 𝑓2(𝑥;𝛼𝑥) = 𝑎 = 𝑓1(𝑦; 𝑦).

Отже, (3.28) є тотожнiстю, тобто, четвiрка оборотних функцiй

(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком функцiйного рiвняння (3.12). 2

Твердження 3.11. Четвiрка функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.13), тодi i тiльки тодi, коли

𝑓4(𝑥; 𝑦) =
𝑟𝑓2(𝑓3(𝑥; 𝑦); 𝑓1(𝑥;𝑥)). (3.29)

Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) – довiльна четвiрка двомiсних оборот-

них функцiй, що визначенi на множинi 𝑄. Тодi ця четвiрка є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.13), а це означає виконання тотожностi

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝑓2(𝑓3(𝑥; 𝑦); 𝑓4(𝑥; 𝑦)),

яка за означенням правого дiлення функцiї 𝑓2 рiвносильна (3.29). 2

Твердження 3.12. Четвiрка функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком

функцiйного рiвняння (3.14), тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝑓2, 𝑓3

оборотнi, iснує пiдстановка 𝛼 з множини 𝑄 така, що виконуються спiв-

вiдношення:

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝑓2(𝑥;𝛼𝑥), 𝑓4(𝑥; 𝑦) =
𝑟𝑓3(𝑦;𝛼𝑥). (3.30)

Доведення. Нехай четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) двомiсних оборотних функцiй, що

визначенi на множинi 𝑄, є розв’язком функцiйного рiвняння (3.14), тобто

виконується тотожнiсть:

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥; 𝑦))). (3.31)

Нехай 𝑎 ∈ 𝑄 i 𝛼𝑥 := 𝑓3(𝑎; 𝑓4(𝑥; 𝑎)). Покладемо 𝑦 = 𝑎 в (3.31), отримаємо

першу рiвнiсть з (3.30). Враховуючи отримане, рiвнiсть (3.31) має вигляд:

𝑓2(𝑥;𝛼𝑥) = 𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥; 𝑦))).
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Скоротимо лiву i праву частини рiвняння зовнi на 𝑥, в результатi

отримаємо 𝛼𝑥 = 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥; 𝑦)). Звiдси, за означенням правого дiлення

функцiї 𝑓3, отримуємо другу рiвнiсть з (3.30).

Навпаки, нехай четвiрка операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) задовольняє умови

теореми, тобто iснують пiдстановка 𝛼, оборотнi функцiї 𝑓2, 𝑓3 множини

𝑄 такi, що виконуються спiввiдношення (3.30), тодi

𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥; 𝑦))) = 𝑓2(𝑥; 𝑓3(𝑦;
𝑟𝑓3(𝑦;𝛼𝑥))) = 𝑓2(𝑥;𝛼𝑥) = 𝑓1(𝑥;𝑥),

тобто (3.31) є тотожнiстю. 2

3.3.3. Розв’язання рiвнянь типiв (3;3;0)

У цьому роздiлi знайдено розв’язки узагальнених функцiйних рiвнянь

(3.15)–(3.20) на множинi бiнарних квазiгрупових операцiй.

Твердження 3.13. Четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) оборотних бiнарних

функцiй є квазiгруповим розв’язком (3.15) тодi i тiльки тодi, коли вико-

нується спiввiдношення

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓2(𝑓3(𝑥; 𝑦); 𝑓4(𝑥; 𝑦)). (3.32)

Доведення. Якщо (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є квазiгруповим розв’язком (3.15), то

очевидно, що виконується тотожнiсть (3.32). Наприклад, якщо 𝑓3 i 𝑓4

оборотнi, то 𝑓2 оборотна як композицiя оборотних, а 𝑓1 — оборотна з

рiвностi до оборотної функцiї. Таким прикладом є приклад, в якому всi

чотири функцiї є iдемпотентними квазiгрупами. 2

Твердження 3.14. Четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) оборотних бiнарних

функцiй є квазiгруповим розв’язком (3.15) тодi i тiльки тодi, коли iснує

оборотна функцiя 𝑓 така, що виконуються спiввiдношення

𝑓2(𝑥; 𝑦) =
𝑟𝑓1(𝑥; 𝑓(𝑥; 𝑦)), 𝑓4(𝑥; 𝑦) =

ℓ𝑓3(𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦), (3.33)

операцiї 𝑓1, 𝑓2 оберненi та

𝑟𝑓1⊥𝑟𝑓, ℓ𝑓3⊥ℓ𝑓. (3.34)
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Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) буде квазiгруповим розв’язком (3.16),

тобто виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑦)) = 𝑓3(𝑓4(𝑥; 𝑦); 𝑦). (3.35)

Визначимо операцiю 𝑓 :

𝑓(𝑥; 𝑦) := 𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑦)), (3.36)

потiм, вiдповiдно до (3.35), маємо

𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑓3(𝑓4(𝑥; 𝑦); 𝑦). (3.37)

З рiвностей (3.36) i (3.37), згiдно з лемою 1.1, маємо (3.34).

Навпаки, нехай (3.33) i (3.34) є iстинними, то згiдно з лемою 1.1 функцiї

𝑓2 i 𝑓4 є оборотними. Крiм того

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑦)) = 𝑓1(𝑥;
𝑟𝑓1(𝑥; 𝑓(𝑥; 𝑦))) = 𝑓(𝑥; 𝑦),

𝑓3(𝑓4(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑓3(
ℓ𝑓3((𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦); 𝑦) = 𝑓(𝑥; 𝑦).

Таким чином, (3.35) є тотожнiстю, тому четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є

квазiгруповим розв’язком рiвняння (3.16). 2

Наслiдок 3.7. Довiльний парастроф кожної компоненти кожного

розв’язку рiвняння (3.16) має ортогональну пару.

Доведення. Рiвностi (3.33) можна записати таким чином:

𝑓2(𝑥;
𝑟𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑟𝑓1(𝑥; 𝑦), 𝑓4(𝑥;

ℓ𝑓(𝑥; 𝑦)) = ℓ𝑓3(𝑥; 𝑦).

Згiдно з лемою 1.1 та твердженням 3.14, кожна з функцiй 𝑓2 𝑓4, 𝑟𝑓1, ℓ𝑓3

має ортогональну пару. Завдяки теоремi 1.9, всi парастрофи 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4

мають ортогональнi пари. 2

Твердження 3.15. Четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) бiнарних функцiй є

квазiгруповим розв’язком (3.17), тодi i тiльки тодi, коли 𝑓2 є

дiагональною оборотною функцiєю, 𝑓1, 𝑓3 оборотнi та виконуються спiв-

вiдношення:

𝑟𝑓3⊥𝑟𝑓1; (3.38)

𝑓4(𝑥; 𝑦) =
𝑟𝑓3(𝑥; 𝑓1(𝑥; 𝛿𝑓2𝑦)). (3.39)
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Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є квазiгруповим розв’язком (3.17), тобто

виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑦; 𝑦)) = 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥; 𝑦)). (3.40)

Покладемо 𝑥 = 𝑎 ∈ 𝑄 в (3.40): 𝛿𝑓2 =
(︀
𝐿𝑓1
𝑎

)︀−1
𝐿𝑓3
𝑎 𝐿

𝑓4
𝑎 . Операцiя 𝛿𝑓2 є бiєкцiєю

множини 𝑄, тому що це композицiя трансляцiй оборотних функцiй. Це

означає, що 𝑓2 дiагональ, тож з (3.40) маємо

𝑓1(𝑥; 𝛿𝑓2𝑦) = 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑥; 𝑦)). (3.41)

Використовуючи праве дiлення 𝑓3, отримаємо (3.39). З леми 1.1, рiвнiсть

(3.41) означає (3.38).

Навпаки, згiдно з лемою 1.1, функцiя 𝑓4 оборотна. З (3.39) визначимо

𝑓1, використовуючи праве дiлення, 𝑓3, як результат отримаємо (3.41).

Замiнючи 𝛿𝑓2 з 𝑓2(𝑦; 𝑦), матимемо тотожнiсть (3.40). Таким чином, четвiрка

(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є квазiгруповим розв’язком (3.17). 2

Твердження 3.16. Четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) бiнарних функцiй є

квазiгруповим розв’язком (3.18), тодi i тiльки тодi, коли 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4

оборотнi, 𝑓3, 𝑓4 дiагоналi i виконуються такi спiввiдношення:

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓2 (𝛿𝑓3𝑥; 𝛿𝑓4𝑦) . (3.42)

Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є квазiгруповим розв‘язком (3.17), тобто

виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑓4(𝑦; 𝑦)). (3.43)

Замiнимо 𝑥 = 𝑐 ∈ 𝑄 i 𝑦 = 𝑐 в (3.43) по черзi, отримаємо

𝛿𝑓3 =
(︁
𝐿𝑓2
𝑓3(𝑐;𝑐)

)︁−1

𝐿𝑓1
𝑐 , 𝛿𝑓4 =

(︁
𝑅𝑓2

𝑓4(𝑐;𝑐)

)︁−1

𝑅𝑓1
𝑐 . (3.44)

𝛿𝑓3 i 𝛿𝑓4 є бiєкцiями множини 𝑄, тому що вони є композицiєю трансляцiй

оборотних функцiй. Операцiї 𝑓3, 𝑓4 дiагональнi, що випливають з (3.44).

Замiнивши 𝛿𝑓3 i 𝛿𝑓4 в (3.43) для 𝑓3, 𝑓4, як результат отримаємо (3.42).

I навпаки, згiдно з лемою 1.1, функцiя 𝑓1 оберотна. Перевiримо вико-

нання тотожностi (3.43):

𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑓4(𝑦; 𝑦)) = 𝑓2(𝛿𝑓3𝑥; 𝛿𝑓4𝑦) = 𝑓1(𝑥; 𝑦).
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Таким чином, четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є квазiгруповим розв’язком (3.18). 2

Твердження 3.17. Четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) оборотних бiнарних

функцiй є квазiгруповим розв’язком (3.19), тодi i тiльки тодi, коли

функцiї 𝑓2, 𝑓4 дiагональнi та iснує такий елемент 𝑎 з 𝑄, для якого

виконуються спiввiдношення:

𝛿𝑓2 =𝑀 𝑓1
𝑎 , 𝛿𝑓4 =𝑀 𝑓3

𝑎 . (3.45)

Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є квазiгруповим розв’язком (3.17), тобто

має мiсце така тотожнiсть

𝑓1 (𝑥; 𝛿𝑓2(𝑥)) = 𝑓3 (𝑦; 𝛿𝑓4(𝑦)) . (3.46)

Замiнивши 𝑥 елементом 𝑎 носiя, в результатi отримаємо 𝑓1(𝑥; 𝛿𝑓2(𝑥)) = 𝑎,

𝑓3(𝑦; 𝛿𝑓4(𝑦)) = 𝑎. Цi рiвностi еквiвалетнi до (3.45). 2

Твердження 3.18. Четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) оборотних бiнарних

функцiй є квазiгруповим розв’язком (3.20), тодi i тiльки тодi, коли

функцiї 𝑓2, 𝑓4 дiагональнi та виконуються спiввiдношення:

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓3

(︁
𝛿−1
𝑓2
(𝑦); 𝛿𝑓4(𝑥)

)︁
. (3.47)

Доведення. Нехай (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) квазiгруповий розв’язок (3.17), тобто ви-

конується тотожнiсть

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑦; 𝑦)) = 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥;𝑥)). (3.48)

Покладемо 𝑥 = 𝑎 ∈ 𝑄 i 𝑦 = 𝑎 в (3.48):

𝛿𝑓2 =
(︀
𝐿𝑓1
𝑎

)︀−1
𝑅𝑓3

𝑓4(𝑎;𝑎)
, 𝛿𝑓4 =

(︀
𝐿𝑓3
𝑎

)︀−1
𝑅𝑓1

𝑓2(𝑎;𝑎)
.

Перетворення 𝛿𝑓2 i 𝛿𝑓4 є бiєкцiєю множини 𝑄, тому що вони є композицiєю

трансляцiй оборотних операцiй, тобто функцiї 𝑓2, 𝑓4 дiагональнi. Замiнимо

𝛿𝑓2 i 𝛿𝑓4 для 𝑓2, 𝑓4 в (3.48). Як результат отримаємо (3.47).

I навпаки, з цього припущення випливає, що функцiї 𝑓2, 𝑓4

ортогональнi. Отже, 𝑓1(𝑥; 𝛿𝑓2𝑦) = 𝑓3 (𝑦; 𝛿𝑓4(𝑥)), це тотожнiсть (3.48) i

вона правильна. Таким чином, четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є квазiгруповим

розв’язком рiвняння (3.20). 2
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Розглянемо рiвняння

𝐹1(𝐹3(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝐹2(𝑥;𝐹4(𝑦; 𝑦)), (3.49)

яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (3.20). Справдi,

за комутування пiдтермiв, змiною частин рiвняння мiсцями та

перейменуванням функцiйних змiнних, рiвняння (3.20)≍(3.49). З твер-

дження 3.18 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 3.8. Четвiрка оборотних операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4), що

визначенi на множинi 𝑄, є розв’язком рiвняння (3.49) тодi i тiльки тодi,

коли iснують пiдстановки 𝛾, 𝛿 множини 𝑄 такi, шо

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓2(𝛾
−1(𝑥); 𝛿(𝑦)), 𝑓3(𝑥;𝑥) = 𝛾(𝑥), 𝑓4(𝑦; 𝑦) = 𝛿(𝑦).

3.3.4. Розв’язання рiвнянь типiв (6;0;0)

У цьому пiдроздiлi розв’язано функцiйнi рiвняння типу (6; 0; 0) на

множинi дiагональних оборотних операцiй.

Твердження 3.19. Четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є

розв’язком рiвняння (3.21) тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝑓2, 𝑓4

дiагональнi; iснують пiдстановки 𝛼, 𝛽 носiя, iдемпотентнi оборотнi опе-

рацiї 𝑔2, 𝑔4 та оборотнi — 𝑔1, 𝑔3 iз однаковими головними дiагоналями

такi, що

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑔1(𝑥, 𝛼
−1𝑦), 𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔2(𝛼𝑥, 𝛼𝑦),

𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝑔1(𝑥, 𝛽
−1𝑦), 𝑓4(𝑥; 𝑦) = 𝑔4(𝛽𝑥, 𝛽𝑦).

(3.50)

Доведення. Нехай четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком

рiвняння (3.21) i функцiї 𝑓2 i 𝑓4 дiагональнi. Дiагональнiсть означає iсну-

вання пiдстановок 𝛼, 𝛽 носiя таких, що 𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝛼𝑥, 𝑓4(𝑦, 𝑦) = 𝛽𝑦.

Замiнимо в цих рiвностях 𝑥 на 𝛼−1𝑥 та 𝑦 на 𝛽−1𝑦, в результатi матимемо:

𝑓2(𝛼
−1𝑥;𝛼−1𝑥) = 𝑥, 𝑓4(𝛽

−1𝑦, 𝛽−1𝑦) = 𝑦. Це означає, що операцiї, якi

визначенi рiвностями

𝑔2(𝑥; 𝑦) := 𝑓2(𝛼
−1𝑥;𝛼−1𝑦), 𝑔2(𝑥; 𝑦) := 𝑓4(𝛽

−1𝑥, 𝛽−1𝑦),
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є оборотними та iдемпотентними, а з їх означення випливають двi рiвностi

iз (3.50). Знайденi значення для 𝑓2 𝑓4 пiдставимо в (3.21):

𝑓1(𝑥, 𝑔2(𝛼𝑥, 𝛼𝑥)) = 𝑓3(𝑥, 𝑔4(𝛽𝑥, 𝛽𝑥)).

Оскiльки операцiї 𝑔2, 𝑔4 iдемпотентнi, то дана рiвнiсть рiвносильна рiвностi

𝑓1(𝑥, 𝛼𝑥) = 𝑓3(𝑥, 𝛽𝑥). А ця рiвнiсть означає, що операцiї, якi визначенi

спiввiдношеннями

𝑔1(𝑥, 𝑦) := 𝑓1(𝑥, 𝛼𝑦), 𝑔3(𝑥, 𝑦) := 𝑓3(𝑥, 𝛽𝑦)

мають однаковi дiагоналi. Звiдси й випливають двi iншi рiвностi з (3.50).

Навпаки, нехай виконуються умови теореми, тодi

𝑓1(𝑥, 𝑓2(𝑥, 𝑥)) = 𝑔1(𝑥, 𝛼
−1𝑔2(𝛼𝑥, 𝛼𝑥)) = 𝑔1(𝑥, 𝛼

−1𝛼𝑥) = 𝑔1(𝑥, 𝑥) =

= 𝑔2(𝑥, 𝑥) = 𝑔2(𝑥, 𝛽
−1𝛽𝑥) = 𝑔2(𝑥, 𝛽

−1𝑔4(𝛽𝑥, 𝛽𝑥)) = 𝑓3(𝑥, 𝑓4(𝑥, 𝑥)).

Отже, четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння

(3.21) i функцiї 𝑓2, 𝑓4 дiагональнi. 2

Твердження 3.20. Четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є

розв’язком рiвняння (3.22) тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4

дiагональнi; iснують пiдстановки 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 3, 4, носiя та iдемпотентнi

оборотнi операцiї 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 такi, що виконуються спiввiдношення:

𝑓𝑖(𝑥; 𝑦) = 𝑔𝑖(𝛾𝑖𝑥, 𝛾𝑖𝑦), 𝑖 = 1, 3, 4;

𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔2(𝛾1𝛾
−1
3 𝑥, 𝛾1𝛾

−1
4 𝑦).

(3.51)

Доведення. Нехай четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком

рiвняння (3.22) i функцiї 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4 дiагональнi, тобто виконується

тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥) = 𝑓2(𝑓3(𝑥, 𝑥), 𝑓4(𝑥, 𝑥)) (3.52)

та iснують пiдстановки 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 3, 4, носiя такi, що 𝑓𝑖(𝑥, 𝑥) = 𝛾𝑖𝑥, де

𝑖 = 1, 3, 4. Замiнимо в останнiй рiвностi 𝑥 на 𝛾−1
𝑖 𝑥: 𝑓𝑖(𝛾

−1
𝑖 𝑥, 𝛾−1

𝑖 𝑥) = 𝑥,

𝑖 = 1, 3, 4. Це означає, що операцiї, якi визначенi рiвностями

𝑔𝑖(𝑥, 𝑦) := 𝑓𝑖(𝛾
−1
𝑖 𝑥, 𝛾−1

𝑖 𝑥), 𝑖 = 1, 3, 4,
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iдемпотентнi та оборотнi. Очевидно, що з цих рiвностей випливають три

рiвностi iз (3.51). Знайденi значення для 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4 пiдставимо в (3.52):

𝑔1(𝛾1𝑥, 𝛾1𝑥) = 𝑓2(𝑔3(𝛾3𝑥, 𝛾3𝑥), 𝑔4(𝛾4𝑥, 𝛾4𝑥)).

Позаяк операцiї 𝑔1, 𝑔3, 𝑔4 iдемпотентнi, то дана рiвнiсть рiвносильна

рiвностi 𝛾1𝑥 = 𝑓2(𝛾3𝑥, 𝛾4𝑥). Замiнивши 𝑥 на 𝛾−1
1 𝑥, маємо iдемпотентнiсть

операцiї, яка визначена рiвнiстю 𝑔2(𝑥, 𝑦) := 𝑓2(𝛾3𝛾
−1
1 𝑥, 𝛾4𝛾

−1
1 𝑦). З цiєї

рiвностi випливає четверта рiвнiсть iз (3.51).

Навпаки, нехай виконуються спiввiдношення (3.51) для деяких пiдста-

новок 𝛾1, 𝛾3, 𝛾4 носiя i для деяких iдемпотентних оборотних операцiй 𝑔1,

𝑔2, 𝑔3, 𝑔4, тодi

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝑔1(𝛾1𝑥, 𝛾1𝑥) = 𝛾1𝑥 = 𝑔2(𝛾1𝑥, 𝛾1𝑥) = 𝑓2(𝛾3𝛾
−1
1 𝛾1𝑥, 𝛾4𝛾

−1
1 𝛾1𝑥) =

= 𝑓2(𝛾3𝑥, 𝛾4𝑥) = 𝑓2(𝑔3(𝛾3𝑥, 𝛾3𝑥), 𝑔4(𝛾4𝑥, 𝛾4𝑥)) =

= 𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑓4(𝑥;𝑥)).

Отже, четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння (3.22) i функцiї 𝑓1, 𝑓3,

𝑓4 дiагональнi, позаяк функцiї 𝑔1, 𝑔3, 𝑔4 iдемпотентнi. 2

3.3.5. Повна класифiкацiя рiвнянь довжини 4

В цьому пiдроздiлi наведено теорему про повну класифiкацiю узагаль-

нених рiвнянь довжини 4, доведення якої складається з декiлькох частин.

Перша частина доведення викладена в лемi 3.3, друга частина наведена тут

пiсля формулювання теореми i стосується попарної парастрофно-первинної

нерiвносильностi отриманих рiвнянь в лемi 3.3.

Теорема 3.3. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

узагальнених рiвнянь функцiйної довжини 4 iснує точно 19:

— предметного типу (2; 2; 2) — це рiвняння (1.14)–(1.18);

— предметного типу (4; 2; 0) — це рiвняння (3.9)–(3.14);

— предметного типу (3; 3; 0) — це рiвняння (3.15)–(3.20);

— предметного типу (6; 0; 0) — це рiвняння (3.21)–(3.22).
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Доведення. Згiдно з лемою 3.3 кожне функцiйне рiвняння довжини 4

парастрофно-первинно-рiвносильне принаймнi одному iз рiвнянь списку

(1.14)–(1.18), (3.9)–(3.22), якi розпридiленi за предметними типами.

Попарна парастрофно-первинна нерiвносильнiсть рiвнянь типу (2; 2; 2),

тобто рiвнянь (1.14)–(1.18) доведена в теоремi 1.4. Кожне з цих рiвнянь

має три предметних змiнних, а iншi рiвняння iз цього списку мають двi i

одну предметну змiнну вiдповiдно. Тому, згiдно з лемою 3.1, кожне з рiв-

нянь (1.14)–(1.18) парастрофно-первинно-нерiвносильне кожному з рiвнянь

(3.9)–(3.22).

Рiвняння (3.21) та (3.22) мають одну змiнну, а рiвняння (3.9)–(3.20)

мають двi предметних змiнних, тому, згiдно з лемою 3.1, i (3.21), i (3.22)

парастрофно-первинно-нерiвносильнi кожному з рiвнянь (3.9)–(3.20).

Доведемо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiвнянь (3.21) i

(3.22). Кожне рiвняння, яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню

(3.21) з точнiстю до перестановки пiдтермiв, має один iз таких видiв:

1 + 2 = 1 + 2, 2 = 1 + (1 + 2), 1 = 1 + (1 + (1 + 2)). (3.53)

Ця множина таких рiвнянь iнварiантна вiдносно всiх можливих

парастрофно-первинних перетворень. Справдi, застосування внутрiшнього

дiлення до рiвняння (3.21) неможливе, оскiльки це перетворення

передбачає наявнiсть у рiвняннi принаймнi двох рiзних предметних

змiнних. Перейменування предметних, функцiйних змiнних i перестановка

сторiн рiвняння не змiнює його виду з точнiстю до комутування.

Результатом зовнiшнього дiлення на пiдтерм будь-якого рiвняння одного iз

цих видiв є також рiвняння одного iз цих видiв. Отже, будь-яке рiвняння,

яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (3.21) має з точнiстю до

перестановки пiдтермiв один iз видiв (3.53). Рiвняння (3.22) має вид

2 = 2+2, тому воно парастрофно-первинно-нерiвносильне рiвнянню (3.21).

Рiвняння (3.9)–(3.20) розподiленi за двома типами (4; 2; 0) та (3; 3; 0).

Доведення їх попарної парастрофно-первинної нерiвносильнiсть розiб’ємо

на три етапи: спочатку для рiвнянь типу (4; 2; 0), потiм — для рiвнянь типу
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(3; 3; 0), а потiм доведемо для рiвнянь, якi мають рiзний тип.

Розглянемо рiвняння типу (4; 2; 0). Згiдно з лемою 3.3, це рiвня-

ння (3.9)–(3.14). З леми 1.3 випливає, що рiзна кiлькiсть самодостатнiх

послiдовностей спричинює парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiв-

нянь. Тому обчислимо кiлькiсть самодостатнiх множин в кожному iз рiв-

нянь (3.9)–(3.14), а результат подамо в табл. 3.2:

Таблиця 3.2

Кiлькiсть самодостатнiх множин у (3.9)–(3.14).

Рiвняння (3.9) (3.10) (3.11) (3.12) (3.13) (3.14)

Самодостатнi множини 0 2 1 2 0 0

З наслiдку 1.1 випливає первинна нерiвносильнiсть пар рiвнянь, якi

мають рiзну кiлькiсть самодостатнiх множин. Залишилося встановити

первинну нерiвносильнiсть чотирьох пар рiвнянь, що видно iз табл. 3.3:

Таблиця 3.3

Попарна первинна нерiвносильнiсть рiвнянь (3.9)-(3.14).

(3.10) (3.11) (3.12) (3.13) (3.14)

(3.9) табл. 3.2 табл. 3.2 табл. 3.2 пункт 3.1 пункт 3.2

(3.10) × табл. 3.2 пункт 3.3 табл. 3.2 табл. 3.2

(3.11) × × табл. 3.2 табл. 3.2 табл. 3.2

(3.12) × × × табл. 3.2 табл. 3.2

(3.13) × × × × пункт 3.1

Записи в цiй табл. “пункт 3.1”, “пункт 3.2” та “пункт 3.3” означають, що

доведення попарної парастрофно-первинної нерiвносильностi вiдповiдних

пар рiвнянь знаходяться у вiдповiдних частинах доведення теореми. Запис

“табл. 3.2” означає, що вiдповiднi пари рiвнянь парастрофно-первинно-

нерiвносильнi, про що встановлено в табл. 3.2.

Пункт 3.1. Розглянемо первинну нерiвносильнiсть пар рiвнянь (3.13),

(3.9) та (3.13), (3.14). Припустимо, що вони первинно рiвносильнi. Нехай

(𝑄; ·) – довiльна неодноелементна квазiгрупа Штейнера, тодi четвiрка
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функцiй (·, ·, ·, ·) є розв’язком i рiвняння (3.9), i рiвняння (3.14). З леми 1.4

випливає, що ця ж четвiрка квазiгруп є розв’язком рiвняння (3.13), тобто

𝑥 · 𝑥 = (𝑥 · 𝑦) · (𝑥 · 𝑦).

Оскiльки квазiгрупа Штейнера iдемпотентна, то дана тотожнiсть рiв-

носильна тотожностi 𝑥 = 𝑥𝑦, яка виконується лише в одноелементнiй

квазiгрупi. Отримане протирiччя доводить парастрофно-первинну нерiв-

носильнiсть рiвнянь (3.13) i (3.9), а також рiвнянь (3.13) i (3.14).

Пункт 3.2. Припустимо, що рiвняння (3.9) i (3.14) первинно

рiвносильнi. Згiдно з лемою1.4, iснують перестановки 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4 мно-

жини {1, 2, 3} та перестановка 𝜏 множини {1, 2, 3, 4} такi, що для довi-

льного носiя 𝑄 i для довiльного розв’язку (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) рiвняння (3.14)

вибiрка

(𝜎1𝜏𝑓1𝜏 ,
𝜎2𝜏𝑓2𝜏 ,

𝜎3𝜏𝑓3𝜏 ,
𝜎4𝜏𝑓4𝜏)

є розв’язком рiвняння (3.9), тобто виконується тотожнiсть

𝜎1𝜏𝑓1𝜏(𝑥; 𝑦) =
𝜎2𝜏𝑓2𝜏(𝑥;

𝜎3𝜏𝑓3𝜏(𝑥;
𝜎4𝜏𝑓4𝜏(𝑥; 𝑦))). (3.54)

Для доведення парастрофно-первинної нерiвносильностi зазначених рiв-

нянь для кожного значення параметрiв 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝜏 наведемо розв’язок

(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) для якого зазначена тотожнiсть не виконується.

Вiдповiдно до твердження 3.12, четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) операцiй, якi

задовольняють умови

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝑓2(𝑥;𝑥), 𝑓4(𝑥; 𝑦) =
ℓ𝑓3(𝑥; 𝑦). (3.55)

є розв’язком рiвняння (3.14).

Позаяк 𝜏 є перестановкою множини {1, 2, 3, 4}, то множина {3, 4} має

шiсть образiв. Якщо {3, 4} ∈ {{1𝜏, 2𝜏}, {1𝜏, 4𝜏}, {2𝜏, 3𝜏}, {3𝜏, 4𝜏}}, то за

розв’язок вiзьмемо четвiрку функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4), яка задовольняє спiв-

вiдношення (3.55) i в якiй функцiя 𝑓3 є TS-квазiгрупою, а функцiї 𝑓1, 𝑓2,

𝑓3 попарно непарастрофнi (iснування таких квазiгруп встановлено в [25]),

тодi 𝑓3 = 𝑓4.
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Оскiльки в TS-квазiгрупi всi парастрофи однаковi, то, враховуючи

другий вираз iз (3.55) та замiнивши в (3.54) 𝑓3(𝑥; 𝑦) на 𝑦, отримаємо, для

всiх випадкiв, парастрофнiсть двох iнших функцiй 𝑓1, 𝑓2, що суперечить

їх вибору. Справдi, наприклад, для випадку {3, 4} = {1𝜏, 2𝜏} з тотожностi
(3.54) маємо 𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝑓3(𝑥;

𝜎3𝜏𝑓3𝜏(𝑥;
𝜎4𝜏𝑓4𝜏(𝑥; 𝑦))). Отриману рiвнiсть ско-

ротимо на 𝑦, або, що теж саме, замiнимо 𝑓3(𝑥; 𝑦) на 𝑦, в результатi маємо

парастрофнiсть двох iнших функцiй 𝜎3𝜏𝑓3𝜏 i 𝜎4𝜏𝑓4𝜏 , де {3𝜏, 4𝜏} = {1, 2}, що
суперечить їх вибору. Для iнших випадкiв доведення аналогiчне.

Нехай {3, 4} ∈ {{1𝜏, 3𝜏}, {2𝜏, 4𝜏}}, тодi вiзьмемо розв’язок (·, ∘, ·, ∘),
якщо {3, 4} = {1𝜏, 3𝜏} i розв’язок (∘, ·, ∘, ·), якщо {3, 4} = {2𝜏, 4𝜏}, де
(𝑄; ·), (𝑄; ∘) – TS-квазiгрупи, якi визначаються такими таблицями Келi:

· 1 2 3 4 5 6 7

1 1 3 2 5 4 7 6

2 3 2 1 6 7 4 5

3 2 1 3 7 6 5 4

4 5 6 7 4 1 2 3

5 4 7 6 1 5 3 2

6 7 4 5 2 3 6 1

7 6 5 4 3 2 1 7

∘ 1 2 3 4 5 6 7

1 1 7 5 6 3 4 2

2 7 2 6 5 4 3 1

3 5 6 3 7 1 2 4

4 6 5 7 4 2 1 3

5 3 4 1 2 5 7 6

6 4 3 2 1 7 6 5

7 2 1 4 3 6 5 7

В обох випадках (3.54) матиме вигляд 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 ∘ (𝑥 · (𝑥 ∘ 𝑦)). Проте, ця
рiвнiсть не є тотожнiстю. Справдi, обчислимо її лiву i праву частини при

𝑥 = 2 та 𝑦 = 4:

2 · 4 = 6 ̸= 1 = 2 ∘ 7 = 2 ∘ (2 · 5) = 2 ∘ (2 · (2 ∘ 4)).

Отримане протирiччя доводить, що припущення неправильне, тобто рiв-

няння (3.9) i (3.14) не є парастрофно-первинно-рiвносильними.

Пункт 3.3. Залишилося розглянути пару рiвнянь (3.10) i (3.12).

Припустимо, що цi рiвняння парастрофно-первинно-рiвносильнi. Згiдно

з лемою 1.4, виконується така тотожнiсть:

𝜎1𝜏𝑓1𝜏(𝑦; 𝑦) =
𝜎2𝜏𝑓2𝜏(𝑥;

𝜎3𝜏𝑓3𝜏(𝑥;
𝜎4𝜏𝑓4𝜏(𝑥;𝑥))).

Будемо розглядати розв’язки рiвняння (3.10), якi, згiдно з

твердженням 3.8, визначаються такими спiввiдношеннями:

𝑓1(𝑦; 𝑦) = 𝑒, 𝑓4(𝑥;𝑥) =
𝑟𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑒), (3.56)
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де 𝑒 – довiльний фiксований елемент множини 𝑄.

Розглянемо розв’язок (3.56), такий, що 𝑓1 – суто середня лупа (це та,

яка не є нi лiвою, нi правою), 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 – квазiгрупи, якi не є одностороннiми

лупами, нi лiвими, нi правими, нi середнiми. Тодi, з леми 1.4 та твер-

дження 3.10 випливає, що

𝜎1𝜏𝑓1𝜏(𝑦; 𝑦) = 𝑎, 𝜎4𝜏𝑓4𝜏(𝑥;𝑥) =
𝑟𝜎3𝜏𝑓3𝜏(𝑥;

𝑟𝜎2𝜏𝑓2𝜏(𝑥; 𝑎)) (3.57)

для деякого 𝑎 ∈ 𝑄. Це означає, що елемент 𝑎 є середнiм елементом операцiї
𝜎1𝜏𝑓1𝜏 . Оскiльки операцiї 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 не мають нейтральних елементiв, то

кожен з їх парастрофiв також не має нейтральних елементiв, тому 1𝜏 = 1.

Позаяк 𝑓1 є суто середньою лупою, то операцiя 𝜎1𝑓1 з (3.57) буде середньою

лупою лише тодi, коли 𝜎1 ∈ {𝜄; 𝑠}. Звiдси випливає, що 𝑎 = 𝑒. Отже,

надалi вважатимемо, що 1𝜏 = 1, 𝜎1 ∈ {𝜄; 𝑠}.
Розглянемо iнший розв’язок (3.56), вважаючи, що 𝑓3, 𝑓4 – тристороннi

лупи з нейтральним елементом 𝑒 (див. табл. 1.3) i 𝑓2(𝑒; 𝑒) = 𝑒, до того ж,

𝑓2 – квазiгрупа, яка не є лупою. Оскiльки 1𝜏 = 1 i 𝜎1 ∈ {𝜄; 𝑠}, то з (3.57)
випливає

𝜎4𝜏𝑓4𝜏(𝑥;𝑥) =
𝑟𝜎3𝜏𝑓3𝜏(𝑥;

𝑟𝜎2𝜏𝑓2𝜏(𝑥; 𝑒)).

Якщо в цьому спiввiдношеннi 4𝜏 = 2, то 𝜎3𝜏𝑓3𝜏 та 𝜎2𝜏𝑓2𝜏 є тристороннiми

лупами з нейтральним елементом 𝑒, тому 𝜎4𝜏𝑓4𝜏(𝑥;𝑥) = 𝑒, враховуючи це,
𝜎2𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝑒. Отримана рiвнiсть означає, що 𝜎2𝑓2 є середньою лупою,

тобто 𝑓2 є односторонньою лупою, що суперечить припущенню. Це ж саме

протирiччя отримуємо при 3𝜏 = 2 та 2𝜏 = 2.

Отже, припущення про парастрофно-первинну рiвносильнiсть рiвнянь

(3.10) i (3.12) хибне, тому рiвняння парастрофно-первинно-нерiвносильнi.

Розглянемо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiвнянь типу

(3; 3; 0). Згiдно з лемою 3.3, досить довести парастрофно-первинну нерiв-

носильнiсть рiвнянь (3.15)–(3.20). Результат зобразимо у виглядi таблицi,

в якiй в кожнiй iз комiрок наведемо приклад четвiрок квазiгрупових опе-

рацiй, що доводять парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiвнянь, на

перетинi яких знаходиться дана комiрка таблицi. Для цього введемо такi
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позначення: 1) |𝑄| > 1; 2)(𝑄;ℎ) – довiльна квазiгрупа Штейнера, (𝑄; 𝑓)

– TS-квазiгрупа, (𝑄; 𝑔, 𝑒) – лупа Штейнера, (𝑄; 𝑝) довiльна iдемпотентна

жодна TS-квазiгрупа; 3) Z5 є кiльцем за модулем п’ять i 𝑓1(𝑥; 𝑦) := 4𝑥+ 𝑦,

𝑓3(𝑥; 𝑦) := 2𝑥+ 3𝑦, 𝑓2 – операцiя квазiгрупи (·) визначена у прикладi 2.4,

𝑓4 визначається (3.39).

Таблиця 3.4

Попарна парастрофно-первинна нерiвносильнiсть (3.15)–(3.20)

(3.16) (3.17) (3.18) (3.19) (3.20)

(3.15) (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) (𝑓, 𝑝, 𝑓, 𝑓) (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) Пункт 3.4

(3.16) × (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) (𝑔, ℎ, 𝑔, ℎ) (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ)

(3.17) × × (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) (𝑔, ℎ, 𝑔, ℎ) (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ)

(3.18) × × × (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) Пункт 3.5

(3.19) × × × × (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ)

Доведемо, що на перетинi (𝑖)-го рядка i (𝑗)-го стовпця табл. 3.4 iснують

четвiрки функцiї, якi є розв’язком одного з рiвнянь (𝑖) та не є розв’язком

iншого (𝑗) .

Четвiрка операцiй (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) з табл. 3.4 є розв’язком рiвнянь (3.15),

(3.18) та (3.20). Справдi, якщо пiдставити цю четвiрку функцiй в кожне

з рiвнянь (3.15), (3.18) та (3.20): 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦, ·𝑥𝑦, 𝑥𝑦 = 𝑥2𝑦2, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2. Цi

рiвностi справедливi, тому що (𝑄; ·) є iдемпотентною. Припустимо, що ця
четвiрка (ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) є розв’язком рiвнянь (3.16), (3.17) та (3.19). Замiнивши

кожну функцiйну змiнну на (·) в кожному з (3.16), (3.17), (3.19), отримаємо
𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑥 · 𝑥𝑦, 𝑥𝑥2 = 𝑦𝑦2. Кожна з цих рiвностей має на увазi

|𝑄| = 1. Протирiччя з припущення. Отже, вiдповiдно до леми 1.4, четвiрка

(ℎ, ℎ, ℎ, ℎ) не є розв’язком жодного з рiвнянь (3.16), (3.17), (3.19). Таким

чином, доведено попарну парастрофно-первинну нееквiвалентнiсть рiвнянь

(3.15), (3.18), (3.20) з рiвняннями (3.16), (3.17), (3.19) вiдповiдно.

Четвiрка (𝑓, 𝑝, 𝑓, 𝑓) з табл. 3.4 є розв’язком (3.15). Припустимо

(3.15)≍(3.18). З леми 1.4 випливає, що для деякої 𝜎 ∈ 𝑆3 принаймнi одна
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з четвiрок функцiй

(𝜎𝑝, 𝑓, 𝑓, 𝑓); (𝑓, 𝜎𝑝, 𝑓, 𝑓); (𝑓, 𝑓, 𝜎𝑝, 𝑓); (𝑓, 𝑓, 𝑓, 𝜎𝑝) (3.58)

є розв’язком (3.18). Iншими словами, справедливi такi тотожностi

𝜎𝑝(𝑥; 𝑦) = 𝑓(𝑓(𝑥;𝑥); 𝑓(𝑦; 𝑦)) (а), 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝜎𝑝(𝑓(𝑥;𝑥); 𝑓(𝑦; 𝑦)) (б),

𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑓(𝜎𝑝(𝑥;𝑥); 𝑓(𝑦; 𝑦)) (в), 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑓(𝑓(𝑥;𝑥); 𝜎𝑝(𝑦; 𝑦)) (г).

Якщо 𝑓 iдемпотентна, то (а), (б) означають 𝜎𝑝 = 𝑓 . Отже, (𝑄; 𝑝) тотально-

симетрична. Протирiччя з припущенням. Якщо (𝑄; 𝑓, 𝑒) — лупа, то

𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝑒. Отже, (в) i (г) означають 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥 i (𝑄; 𝑓) — не є ква-

зiгрупами. Знову отримали протирiччя. Таким чином, (3.15) i (3.18)

парастрофно-первинно-еквiвалентнi.

Четвiрка (𝑔, ℎ, 𝑔, ℎ) з табл. 3.4 є розв’язком (3.19). Припустимо,

(3.16)≍(3.19) i (3.17)≍(3.19). Завдяки лемi 1.4, розв’язком рiвнянь (3.16) i

(3.17) є, принаймнi одна з таких четвiрок функцiй:

(ℎ, ℎ, 𝑔, 𝑔), (ℎ, 𝑔, ℎ, 𝑔), (ℎ, 𝑔, 𝑔, ℎ),

(𝑔, ℎ, ℎ, 𝑔), (𝑔, ℎ, 𝑔, ℎ), (𝑔, 𝑔, ℎ, ℎ).
(3.59)

Покладемо (3.59) в (3.16), в результатi отримаємо тотожностi:

(𝑎1) : ℎ(𝑥, ℎ(𝑥; 𝑦)) = 𝑔(𝑔(𝑥; 𝑦); 𝑦); (𝑎2) : ℎ(𝑥, 𝑔(𝑥; 𝑦)) = ℎ(𝑔(𝑥; 𝑦); 𝑦);

(𝑎3) : ℎ(𝑥, 𝑔(𝑥; 𝑦)) = 𝑔(ℎ(𝑥; 𝑦); 𝑦); (𝑎4) : 𝑔(𝑥, ℎ(𝑥; 𝑦)) = ℎ(𝑔(𝑥; 𝑦); 𝑦);

(𝑎5) : 𝑔(𝑥, ℎ(𝑥; 𝑦)) = 𝑔(ℎ(𝑥; 𝑦); 𝑦); (𝑎6) : 𝑔(𝑥, 𝑔(𝑥; 𝑦)) = ℎ(ℎ(𝑥; 𝑦); 𝑦),

i пiдставивши (3.59) в (3.17), маємо:

(𝑎7) : ℎ(𝑥, ℎ(𝑦; 𝑦)) = 𝑔(𝑥; 𝑔(𝑥; 𝑦)); (𝑎8) : ℎ(𝑥, 𝑔(𝑦; 𝑦)) = ℎ(𝑥; 𝑔(𝑥; 𝑦));

(𝑎9) : ℎ(𝑥, 𝑔(𝑦; 𝑦)) = 𝑔(𝑥;ℎ(𝑥; 𝑦)); (𝑎10) : 𝑔(𝑥, ℎ(𝑦; 𝑦)) = ℎ(𝑥; 𝑔(𝑥; 𝑦));

(𝑎11) : 𝑔(𝑥, ℎ(𝑦; 𝑦)) = 𝑔(𝑥;ℎ(𝑥; 𝑦)); (𝑎12) : 𝑔(𝑥, 𝑔(𝑦; 𝑦)) = ℎ(𝑥;ℎ(𝑥; 𝑦)).

Тотожностi (𝑎2), (𝑎5), (𝑎8), (𝑎11) означають |𝑄| = 1, для цього замiнюємо:

𝑔(𝑥; 𝑦) з 𝑥 в (𝑎2); ℎ(𝑥; 𝑦) з 𝑥 в (𝑎5); 𝑔(𝑦; 𝑦) з 𝑒 в (𝑎8); i ℎ(𝑦; 𝑦) з 𝑦 в (𝑎11).
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Пiдставивши 𝑥 = 𝑦 в (𝑎3), (𝑎4), (𝑎9), (𝑎10) та використовуючи власти-

востi квазiгрупи Штейнера i лупи Штейнера, отримаємо ℎ(𝑥; 𝑒) = 𝑓(𝑥;𝑥)

або 𝑓(𝑥;𝑥) = ℎ(𝑒;𝑥), тобто ℎ(𝑥; 𝑒) = 𝑒 або ℎ(𝑒;𝑥) = 𝑒. Це означає, що

|𝑄|= 1. Таким чином, (3.16) i (3.19), (3.17) i (3.19) є парастрофно-первинно-

нееквiвалентними.

Встановимо, що четвiрка функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) з табл. 3.4 є

квазiгруповим розв’язком (3.17). Справдi, рiвностi 𝑟𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑥 + 𝑦,
𝑟𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝑥 + 2𝑦 випливають з визначення функцiй 𝑓1, 𝑓3. З

⃒⃒⃒
1 1

1 2

⃒⃒⃒
̸= 0,

тодi (3.40) є iстинним. Зауважимо, що 𝑓2 є дiагональною операцiєю i

𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝛿𝑓2(𝑥) :=
(︁

0 1 2 3 4

4 3 2 1 0

)︁
(𝑥).

Тому четвiрка функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) з табл. 3.4 є квазiгруповим розв’язком

(3.17). Крiм того, вiдповiдно до побудови, 𝑓2 не має ортогональної пари.

Припустимо, що (3.16)≍(3.17). Вiдповiдно до леми 1.4, четвiрка

(𝜎1𝜏𝑓1𝜏 ,
𝜎2𝜏𝑓2𝜏 ,

𝜎3𝜏𝑓3𝜏 ,
𝜎4𝜏𝑓4𝜏) є розв’язком (3.16). Але в силу наслiдкiв 3.7, 𝑓2

має ортогональну пару. Отримане протирiччя доводить, що (3.16) i (3.17)

парастрофно-первинно-нееквiвалентнi.

Пункт 3.4. Доведемо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiв-

нянь (3.15) i (3.20). В рiвняннi (3.20) є двi самодостатнiх пiдмножини

пiдтермiв, а в рiвняннi (3.15) немає жодної, тому згiдно з лемою 1.3 рiвня-

ння (3.15) i (3.20) парастрофно-первинно нерiвносильнi.

Пункт 3.5. Доведемо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiв-

нянь (3.18) i (3.20). Для початку покажемо, що (3.18) i (3.20) дiагонально

парастрофно-первинно-рiвносильнi. Справдi, (3.18) можна записати так:

𝐹1(𝑥; 𝑦) =
𝑠𝐹2(𝛿𝐹4

(𝑦), 𝐹3(𝑥;𝑥)), 𝐹1(𝑥; 𝛿
−1
𝐹4
(𝑦)) = 𝑠𝐹2(𝑦, 𝐹3(𝑥;𝑥)).

Позначимо 𝐹 ′
2(𝑦; 𝑦) := 𝛿−1

𝐹4
(𝑦), 𝐹 ′

3 := 𝑠𝐹2, 𝐹 ′
4 = 𝐹3, як результат отримуємо

𝐹1(𝑥;𝐹
′
2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹 ′

3(𝑦, 𝐹
′
4(𝑥;𝑥)), що збiгається з (3.20).

Проте цi рiвняння (3.18) i (3.20) парастрофно-первинно-нерiвносильнi.

Доведемо цей факт, використовуючи парастрофно-первинно-рiвносильне

рiвняння (3.49), методом припущення.
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Припустимо, що (3.18)≍(3.20). Оскiльки (3.20)≍(3.49) за побудовою,

то й рiвняння (3.18)≍(3.49). Це означає як наслiдок з леми1.4, що iснує

вибiрка перестановок (𝜏, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4) вiд рiвняння (3.18) до рiвняння (3.49)

така, що для довiльного квазiгрупового розв’язку (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) рiвняння

(3.18) вибiрка

(𝜎1𝑓1𝜏 ,
𝜎2𝑓2𝜏 ,

𝜎3𝑓3𝜏 ,
𝜎4𝑓4𝜏), (3.60)

є розв’язком рiвняння (3.49). Виберемо довiльнi попарно рiзнi квазiгрупи

Штейнера, якi можуть бути навiть iзоморфними. Тодi четвiрка цих ква-

зiгруп (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4), де 𝑓1 = 𝑓2 є розв’язком рiвняння (3.18). Оскiльки

квазiгрупа Штейнера за означенням є iдемпотентною квазiгрупою, то всi

парастрофи квазiгрупи Штейнера збiгаються з нею самою. Врахувавши

цей факт, вибiрка з (3.60) має вигляд (𝑓1𝜏 , 𝑓2𝜏 , 𝑓3𝜏 , 𝑓4𝜏) i теж є розв’язком

рiвняння (3.49), тобто виконується така тотожнiсть:

𝑓1𝜏(𝑓3𝜏(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝑓2𝜏(𝑥; 𝑓4𝜏(𝑦; 𝑦)).

Оскiльки операцiя iдемпотентна, то отриманi тотожностi рiвносильнi

рiвностi 𝑓1𝜏 = 𝑓2𝜏 . Оскiльки у вибранiй четвiрцi операцiй лише двi опе-

рацiї збiгаються, то {1𝜏, 2𝜏} = {1, 2}. Тому надалi вважатимемо, що

{1𝜏, 2𝜏} = {1, 2}, {3𝜏, 4𝜏} = {3, 4}. (3.61)

Нехай оборотна операцiя 𝑓 є асиметричною, тобто всi її парастрофи

попарно рiзнi, а ℎ — довiльна iдемпотентна операцiя, тодi четвiрка

(𝑓, 𝑓, ℎ, ℎ) є розв’язком рiвняння (3.18). Враховуючи спiввiдношення (3.61)

вибiрка з (3.60) має вигляд (𝜎1𝑓, 𝜎2𝑓, 𝜎3ℎ, 𝜎4ℎ) i є розв’язком рiвняння (3.49).

Оскiльки всi парастрофи операцiї ℎ iдемпотентнi, то пiдставивши дану

четвiрку в рiвняння (3.49), отримаємо рiвнiсть 𝜎1𝑓 = 𝜎2𝑓 . Оскiльки всi

парастрофи операцiї 𝑓 попарно рiзнi, бо вона асиметрична, то 𝜎1 = 𝜎2,

тому далi розглянемо вибiрку перестановок

(𝜏, 𝜎, 𝜎, 𝜎3, 𝜎4), (3.62)

для яких виконується (3.61).
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Розглянемо адитивну групу кiльця 𝑍3×𝑍3 i 𝛼 автоморфiзм цiєї групи,

який визначений матрицею 𝐴: 𝛼(𝑥̄) := 𝑥̄ · 𝐴, де 𝐴 =
(︁

1 1

1 2

)︁
Оберненою

до цiєї матрицi є матриця 𝐴−1 =
(︁

2 2

2 1

)︁
. Операцiї 𝑓1, 𝑓2 та 𝑓 визначимо

такими рiвностями:

𝑓1(𝑥̄; 𝑦) := 𝑥̄𝐴+ 𝑦𝐴, 𝑓2(𝑥̄; 𝑦) := 𝑥̄+ 𝑦, (3.63)

𝑓(𝑥̄; 𝑦) := 𝑥̄𝐴−1 + 𝑦𝐴−1. (3.64)

Оскiльки 𝑓(𝑥̄; 𝑥̄) = 𝑥̄𝐴−1 + 𝑥̄𝐴−1 = 𝑥̄(2𝐴−1) = 𝑥̄𝐴, то четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓, 𝑓)

є розв’язком рiвняння (3.18). Згiдно з (3.60) та (3.62), розв’язком рiвняння

(3.49) є вибiрка (𝜎𝑓1,
𝜎𝑓2,

𝜎3𝑓, 𝜎4𝑓). Згiдно з наслiдком 3.8 дана вибiрка є

розв’язком рiвняння (3.49) тодi i тiльки тодi, коли iснують пiдстановки 𝛾,

𝛿 такi, що

𝜎𝑓1(𝑥̄; 𝑦) =
𝜎𝑓2(𝛾

−1(𝑥̄); 𝛿(𝑦)), 𝜎3𝑓(𝑥̄; 𝑥̄) = 𝛾(𝑥̄), 𝜎4𝑓(𝑦; 𝑦) = 𝛿(𝑦). (3.65)

Оскiльки останнi двi рiвностi однаковi, тому розглянемо спiввiдношення

𝜏𝑓(𝑥̄; 𝑥̄) = 𝜃(𝑥̄), (3.66)

для якого 𝜏 ∈ {𝜎3, 𝜎4}, 𝜃 ∈ {𝛾, 𝛿}.
Якщо 𝜏 ∈ {𝜄, 𝑠}, то 𝑓(𝑥̄; 𝑥̄) = 𝜃(𝑥̄), тодi з (3.64) випливає, що 𝜃𝑥̄ = 𝑥̄𝐴.

Якщо 𝜏 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ}, то ℓ𝑓(𝑥̄; 𝑥̄) = 𝜃𝑥̄, тобто 𝑓(𝜃𝑥̄; 𝑥̄) = 𝑥̄. Скориставшись

(3.64) маємо 𝜃(𝑥̄) · 𝐴−1 + 𝑥̄𝐴−1 = 𝑥̄. Звiдси знайдемо 𝜃(𝑥̄):

𝜃𝑥̄+ 𝑥̄ = 𝑥̄𝐴, 𝜃𝑥̄ = 𝑥̄𝐴− 𝑥̄ = 𝑥̄(𝐴− 𝐸).

Пiдставивши замiсть матриць їх значення, маємо

𝑥̄
(︁(︁

1 1

1 2

)︁
−

(︁
1 0

0 1

)︁)︁
= 𝑥̄

(︁
0 1

1 1

)︁
.

I нарештi, якщо 𝜏 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ}, то 𝑟𝑓(𝑥̄; 𝑥̄) = 𝜃𝑥̄, тобто 𝑓(𝑥̄; 𝜃𝑥̄) = 𝑥̄. Оскiльки

операцiя 𝑓 комутативна, то дане рiвняння рiвносильне 𝑓(𝜃𝑥̄; 𝑥̄) = 𝑥̄, а цей

випадок розглянуто вище. Отже, (3.66) спричинює таку залежнiсть

𝜃(𝑥̄) =

{︃
𝑥̄𝐴 якщо 𝜏 ∈ {𝜄, 𝑠},
𝑥̄𝐵 якщо 𝜏 ̸∈ {𝜄, 𝑠},
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де 𝐵 :=
(︁

0 1

1 1

)︁
i 𝐵−1 =

(︁
2 1

1 0

)︁
.

Для 𝜎3 i 𝜎4 розглянемо чотири можливих варiанти:

𝜎3 ∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ∈ {𝜄, 𝑠}; 𝜎3 ∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ̸∈ {𝜄, 𝑠};

𝜎3 ̸∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ∈ {𝜄, 𝑠}; 𝜎3 ̸∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ̸∈ {𝜄, 𝑠}.

Застосувавши щойно доведене спiввiдношення до другої i третьої рiвностей

iз (3.65), отримаємо

𝛾𝑥̄ = 𝑥̄𝐴 ∧ 𝛿𝑥̄ = 𝑥̄𝐴; 𝛾𝑥̄ = 𝑥̄𝐴 ∧ 𝛿𝑥̄ = 𝑥̄𝐵;

𝛾𝑥̄ = 𝑥̄𝐵 ∧ 𝛿𝑥̄ = 𝑥̄𝐴; 𝛾𝑥̄ = 𝑥̄𝐵 ∧ 𝛿𝑥̄ = 𝑥̄𝐵.

Тому для першої рiвностi iз (3.65) маємо чотири можливих випадки:

𝜎𝑓1(𝑥̄; 𝑦) =
𝜎𝑓2(𝑥̄𝐴

−1; 𝑦𝐴); 𝜎𝑓1(𝑥̄; 𝑦) =
𝜎𝑓2(𝑥̄𝐴

−1; 𝑦𝐵);

𝜎𝑓1(𝑥̄; 𝑦) =
𝜎𝑓2(𝑥̄𝐵

−1; 𝑦𝐴); 𝜎𝑓1(𝑥̄; 𝑦) =
𝜎𝑓2(𝑥̄𝐵

−1; 𝑦𝐵).
(3.67)

Розглянемо данi рiвностi для всiх можливих 𝜎 ∈ 𝑆3. Точнiше розглянемо

всi рiзнi парастрофи операцiй 𝑓1 та 𝑓2.

Позаяк операцiї 𝑓1 i 𝑓2 комутативнi, тому кожна з них має три рiзнi

парастрофи, тобто сама операцiя, її лiве дiлення та її праве дiлення. Самi

операцiї визначенi рiвностями (3.63), а їх дiлення можна обчислити за

такими формулами:

ℓ𝑓1(𝑥̄; 𝑦) = 𝑥̄𝐴−1 − 𝑦, 𝑟𝑓1(𝑥̄; 𝑦) = −𝑥̄+ 𝑦𝐴−1,

ℓ𝑓2(𝑥̄; 𝑦) = 𝑥̄− 𝑦, 𝑟𝑓2(𝑥̄; 𝑦) = −𝑥̄+ 𝑦.
(3.68)

Кожну iз цих чотирьох рiвностей розглянемо для кожного iз значень

параметра 𝜎 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟}.
Якщо 𝜎 = 𝜄, то iз (3.63), враховуючи (3.67) маємо:

𝑥̄𝐴+ 𝑦𝐴 = 𝑥̄𝐴−1 + 𝑦𝐴; 𝑥̄𝐴+ 𝑦𝐴 = 𝑥̄𝐴−1 + 𝑦𝐵;

𝑥̄𝐴+ 𝑦𝐴 = 𝑥̄𝐵−1 + 𝑦𝐴; 𝑥̄𝐴+ 𝑦𝐴 = 𝑥̄𝐵−1 + 𝑦𝐵.

Покладемо в усiх цих рiвностях 𝑦 = 0̄, в результатi отримаємо 𝐴 = 𝐴−1

або 𝐴 = 𝐵−1. Обидвi рiвностi не виконуються, тому маємо протирiччя.
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Якщо 𝜎 = ℓ, то з (3.68), враховуючи (3.67) маємо:

𝑥̄𝐴−1 − 𝑦 = 𝑥̄𝐴−1 − 𝑦𝐴; 𝑥̄𝐴−1 − 𝑦 = 𝑥̄𝐴−1 − 𝑦𝐵;

𝑥̄𝐴−1 − 𝑦 = 𝑥̄𝐵−1 − 𝑦𝐴; 𝑥̄𝐴−1 − 𝑦 = 𝑥̄𝐵−1 − 𝑦𝐵.

В усiх цих рiвностях при 𝑥̄ = 0̄ маємо 𝐴 = 𝐸 або 𝐵 = 𝐸, тобто в кожному

випадку маємо протирiччя.

I нарештi, якщо 𝜎 = 𝑟, то з (3.68) i (3.67) маємо:

−𝑥̄+ 𝑦𝐴−1 = −𝑥̄𝐴−1 + 𝑦𝐴; −𝑥̄+ 𝑦𝐴−1 = −𝑥̄𝐴−1 + 𝑦𝐵;

−𝑥̄+ 𝑦𝐴−1 = −𝑥̄𝐵−1 + 𝑦𝐴; −𝑥̄+ 𝑦𝐴−1 = −𝑥̄𝐵−1 + 𝑦𝐵.

При 𝑦 = 0̄ з усiх цих рiвностей отримуємо 𝐴 = 𝐸 або 𝐵 = 𝐸. Знову

отримали протирiччя.

Отриманi протирiччя показують, що припущення неправильне, тому

рiвняння (3.18) i (3.49) парастрофно-первинно-нерiвносильнi. А отже,

парастрофно-первинно-нерiвносильними є рiвняння (3.18) i (3.20).

Встановимо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть мiж типами уза-

гальнених рiвнянь теореми. Згiдно Леми 3.1, всi рiвняння типiв (6; 0; 0) i

(2; 2; 2) попарно парастрофно-первинно-нерiвносильнi мiж собою та мiж

всiма iншими типами узагальнених рiвнянь. Залишається дослiдити

парастрофно-первинну нерiвносильнiсть мiж типами рiвнянь (4; 2; 0) i

(3; 3; 0). Як доведено вище, рiвнянь типу (3; 3; 0) та типу (4; 2; 0) є точно по

шiсть, а саме (3.9)–(3.14) та (3.15)–(3.20). Довiльна 𝑇𝑆-лупа є розв’язком

кожного з рiвнянь (3.9)–(3.14), але вона не є розв’язком жодного з рiвнянь

(3.15)–(3.20), оскiльки в результатi отримуємо одноелемнтну квазiгрупу

в кожному з рiвнянь. Справдi, покажемо спочатку, що довiльна 𝑇𝑆-

лупа, нехай (𝑄; ·), є розв’язком кожного з рiвнянь (3.9)–(3.14). Оскiльки

всi парастрофи довiльної 𝑇𝑆-лупи збiгаються, то досить показати, що це

означає, що четвiрка функцiй (·, ·, ·, ·) є розв’язком кожного з рiвнянь (3.9)–

(3.14). Це означає, що виконуються такi тотожностi:

𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥2), 𝑥2 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, 𝑥2 = 𝑥(𝑦 · 𝑥𝑦),

𝑥𝑦 = 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦), 𝑦2 = 𝑥2𝑥2, 𝑥2 = 𝑦(𝑦 · 𝑥2).
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Пiдставимо четвiрку функцiй (·, ·, ·, ·) в кожне з рiвнянь (3.15)–(3.20), в

результатi отримаємо виконання вiдповiдних тотожностей:

𝑥𝑦 = 𝑥2 · 𝑦2, 𝑥 · 𝑥2 = 𝑦 · 𝑦2, 𝑥 · 𝑦2 = 𝑦 · 𝑥2,

𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑥 · 𝑥𝑦.

Згiдно з властивостями 𝑇𝑆-лупи цi тотожностi можливi лише в

одноелементних квазiгрупах, тому згiдно з лемою 1.4, четвiрка операцiй

(·, ·, ·, ·) не є розв’язком жодного з рiвнянь (3.15)–(3.20). Це доводить

попарну парастрофно-первинну нерiвносильнiсть вiдповiдних пар рiвнянь

мiж типами (4; 2; 0) i (3; 3; 0). 2

Наслiдок 3.9. Iснує точно вiсiм антиквадратичних узагальнених

рiвняннь функцiйної довжини 4 з точнiстю до парастрофно-первинної

рiвносильностi, наприклад (3.15)–(3.22), з них точно два рiвняння без

квадратiв, наприклад (3.15), (3.16).

Доведення випливає з доведення теореми 3.3 i означення 3.3. 2

Наслiдок 3.10. Iснує точно шiсть майже квадратичних узагаль-

нених рiвняннь функцiйної довжини 4 з точнiстю до парастрофно-

первинної рiвносильностi, наприклад (3.9)–(3.14), з них точно одне рiв-

няння без квадратiв, наприклад (3.9).

Доведення випливає з доведення теореми 3.3 i означення 3.2. 2

Наслiдок 3.11. Iснує точно п’ять квадратичних узагальнених рiв-

нянь функцiйної довжини 4 з точнiстю до парастрофно-первинної рiв-

носильностi, наприклад (1.14)–(1.18), з них точно два рiвняння без

квадратiв (1.14) та (1.16).

Доведення випливає з доведення теореми 3.3, доведення теореми 1.4 i озна-

чення квадратичного рiвняння. 2

3.4. Розв’язання дистрибутивно-подiбних рiвнянь

В цьому пiдроздiлi описано розв’язки узагальнених рiвнянь довжини 5,

в термах яких немає квадратiв. Вiдомо, що таких рiвнянь є 5, тут наведено
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множини розв’язкiв для чотирьох iз них.

Теорема 3.4. Нехай (𝑄; ·) — група; 𝑔 — квазiгрупа та ℓ𝑔⊥(·); 𝛼, 𝛽,
𝛾, 𝛿, 𝜇 — перестановки множини 𝑄; тодi п’ятiрка операцiй (𝑓1, . . . , 𝑓5)

визначена на 𝑄:

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝛼𝑥 · 𝛿𝑦; 𝑓2(𝑥; 𝑧) = 𝛿−1
(︀
𝑔(𝑧; 𝛾𝑥) · 𝛾𝑥

)︀
;

𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝛽𝑥 · 𝛾𝑦; 𝑓4(𝑥; 𝑦) = 𝛽−1(𝛼𝑥 · 𝜇𝑦); 𝑓5(𝑥; 𝑧) = 𝜇−1𝑔(𝑧; 𝛾𝑥),
(3.69)

є квазiгруповим розв’язком (1.35).

I навпаки, якщо п’ятiрка (𝑓1, . . . , 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком

(1.35), тодi для ∀𝑒 ∈ 𝑄 iснує єдина послiдовнiсть (·, 𝑔, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜇) ква-

зiгрупових операцiй таких, що (𝑄; ·) — група з нейтральним елементом

𝑒, 𝛼𝑒 = 𝛽𝑒 = 𝛿𝑒 = 𝑒, операцiя ℓ𝑔⊥(·), формули (3.69) є правильними та

мають мiсце умови

𝛼𝑥 = 𝑓1(𝑥; 𝑒), 𝛽𝑥 = 𝑓3(𝑥;
𝑟𝑓3(𝑒; 𝑒)), 𝛾𝑥 = 𝑓3(𝑒;𝑥),

𝛿𝑦 = 𝑓1(𝑒; 𝑦), 𝜇𝑥 = 𝑓3(𝑓4(𝑒;𝑥);
𝑟𝑓3(𝑒; 𝑒)),

𝑥 · 𝑦 = 𝑓3(𝛽
−1𝑥; 𝛾−1𝑦), 𝑔(𝑧;𝑥) = 𝜇𝑓5(𝛾

−1𝑥; 𝑧).

(3.70)

Доведення. Нехай (𝑄; ·) — група, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜇 — довiльнi перестановки

множини 𝑄, 𝑔 — довiльна бiнарна квазiгрупова операцiя, ℓ𝑔⊥(·) та опе-

рацiї 𝑓1,. . . , 𝑓5 визначенi в (3.69). Оскiльки операцiї 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4, 𝑓5 є

iзострофами оборотної операцiї, то кожна з них є оборотною. Вiдповiдно

до леми 1.1, ортогональнiсть ℓ𝑔⊥(·) та оборотнiсть 𝑔 спричинюють оборот-
нiсть 𝑓2. Тепер доведемо тотожнiсть

𝑓1(𝑦; 𝑓2(𝑥; 𝑧)) = 𝑓3(𝑓4(𝑦; 𝑓5(𝑥; 𝑧));𝑥). (3.71)

Для цього ми розраховуємо її лiву та праву частини:

𝑓1(𝑦; 𝑓2(𝑥; 𝑧)) = 𝛼𝑦 · 𝛿𝑓2(𝑥; 𝑧) = 𝛼𝑦 · 𝑔(𝑧; 𝛾𝑥) · 𝛾𝑥,

𝑓3(𝑓4(𝑦; 𝑓5(𝑥; 𝑧));𝑥) = 𝛽𝑓4(𝑦; 𝑓5(𝑥; 𝑧)) · 𝛾𝑥 =

= 𝛼𝑦 · 𝜇𝑓5(𝑥; 𝑧) · 𝛾𝑥 = 𝛼𝑦 · 𝑔(𝑧; 𝛾𝑥) · 𝛾𝑥.
Правi частини однаковi, тому i лiвi частини також однаковi. Це означає,

що (𝑓1, . . . , 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком (1.35).
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Навпаки, нехай (𝑓1, . . . , 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком (1.35). Це

означає, що тотожнiсть (3.71) є iстинною.

Нехай 𝑒 — довiльний елемент з множини 𝑄. Об’єднавши (1.3) та

(3.71), де 𝑦 = 𝑒, ми отримуємо 𝑓2(𝑥; 𝑧) = 𝐿−1
1 𝑓3(𝐿4𝑓5(𝑥; 𝑧);𝑥). Покладемо

вираз в (3.71): 𝑓1(𝑦;𝐿
−1
1 𝑓3(𝐿4𝑓5(𝑥; 𝑧);𝑥)) = 𝑓3(𝑓4(𝑦; 𝑓5(𝑥; 𝑧));𝑥). Змiнна

𝑡 := 𝐿4𝑓5(𝑥; 𝑧) разом з 𝑧 приймає всi значення в 𝑄, отже,

𝑓3(𝑓4(𝑦;𝐿
−1
4 𝑡);𝑥) = 𝑓1(𝑦;𝐿

−1
1 𝑓3(𝑡;𝑥)) (3.72)

для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑄. Введемо такi позначення:

𝑔1 := 𝑓3, 𝑔2(𝑦; 𝑡) := 𝑓4(𝑦;𝐿
−1
4 𝑡), 𝑔3(𝑦;𝑢) := 𝑓1(𝑦;𝐿

−1
1 𝑢). (3.73)

(3.72) означає, що четвiрка операцiй (𝑔1; 𝑔2; 𝑔3; 𝑔1) є розв’язком

узагальненого функцiйного рiвняння асоцiативностi (1.14). З теореми 1.5

випливають рiвностi (1.19) та (1.20), де 𝑔4 = 𝑔1. З (3.73) та (1.3) випливає,

що 𝑒 — лiвий нейтральний елемент в 𝑔2 та 𝑔3, тобто

𝑔2(𝑒;𝑥) = 𝑓4(𝑒;𝐿
−1
4 𝑥) = 𝐿4𝐿

−1
4 𝑥 = 𝑥, 𝑔3(𝑒;𝑥) = 𝑓1(𝑒;𝐿

−1
1 𝑥) = 𝐿1𝐿

−1
1 𝑥 = 𝑥.

Отже, ℓ𝑔3(𝑒; 𝑒) = 𝑒 та з (1.20) маємо 𝜈 = 𝜀, 𝛼𝑒 = 𝑒 та 𝛽 = 𝛿:

𝛽𝑥 = 𝛿𝑔2(
ℓ𝑔3(𝑒; 𝑒);𝑥) = 𝛿𝑔2(𝑒;𝑥) = 𝛿𝑥.

Об’єднавши (3.73) та (1.19), отримуємо:

𝑓1(𝑥;𝐿
−1
1 𝑢) = 𝑔3(𝑥;𝑢) = 𝛼𝑥 · 𝑢, 𝑓3(𝑡; 𝑧) = 𝑔1(𝑡; 𝑧) = 𝛽𝑡 · 𝛾𝑧,

𝑓4(𝑥;𝐿
−1
4 𝑦) = 𝑔2(𝑥; 𝑦) = 𝛽−1(𝛼𝑥 · 𝛽𝑦).

Позначивши 𝛿 := 𝐿1, 𝜇 := 𝛽𝐿4, ми отримуємо рiвностi для 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4 з (3.69)

i залежнiсть (3.70) для 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, (·), 𝜇. Тепер повертаємось до (3.71):

𝛼𝑦 · 𝛿𝑓2(𝑥; 𝑧) = 𝛼𝑦 · 𝜇𝑓5(𝑥; 𝑧) · 𝛾𝑥.

Ми зменшуємо рiвнiсть на 𝛼𝑦 та отримуємо 𝛿𝑓2(𝑥; 𝑧) = 𝜇𝑓5(𝑥; 𝑧) · 𝛾𝑥.
Визначимо 𝑔(𝑧;𝑥) := 𝜇𝑓5(𝛾

−1𝑥; 𝑧). Отже, 𝛿𝑓2(𝛾−1𝑥; 𝑧) = 𝑔(𝑧;𝑥) · 𝑥. Оскi-
льки операцiя 𝑓2 оборотна вiдповiдно до леми 1.1, ця рiвнiсть спричинює

ортогональнiсть ℓ𝑔⊥(·). Отже, отримуємо вирази (3.69) для 𝑓2 та 𝑓5. 2
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Теорема 3.5. Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓5 — бiнарнi операцiї, визначенi на

множинi 𝑄. Тодi (𝑓1; . . . ; 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком рiвняння (1.36)

тодi i тiльки тодi, коли 𝑓1, 𝑓3 та 𝑓4 — квазiгруповi операцiї та iснують

перестановки 𝛼 i 𝜃 множини 𝑄 такi, що виконуються тотожностi

𝑓3(𝑥; 𝜃𝑥) = 𝛼𝑥, 𝑓2(𝑥; 𝑦) =
ℓ𝑓1(𝛼𝑥; 𝑦), 𝑓5(𝑥; 𝑦) =

ℓ𝑓4(𝜃𝑥; 𝑦). (3.74)

Доведення. Нехай п’ятiрка квазiгрупових операцiй (𝑓1; . . . ; 𝑓5) є розв’язком

(1.36). Це означає, що

𝑓1(𝑓2(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑓5(𝑥; 𝑧); 𝑧)) (3.75)

є тотожнiстю на 𝑄. Нехай 𝑒 — елемент з 𝑄. Згiдно з позначенням (1.3),

визначимо 𝛼 i 𝜃 таким чином: 𝛼 := 𝑅1𝑅2, 𝜃 := 𝑅4𝑅5.

Якщо 𝑦 = 𝑧 = 𝑒, то з (3.75) випливає перша тотожнiсть в (3.74). Це

означає, що 𝑟𝑓3(𝑥;𝛼𝑥) = 𝜃𝑥. Покладемо 𝑧 = 𝑒 в (3.75) та отримаємо

𝑓1(𝑓2(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑓3(𝑥; 𝜃𝑥) = 𝛼𝑥. Отже, друга тотожнiсть (3.74) iстинна.

Поклавши 𝑦 = 𝑒 в (3.75), ми 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑓5(𝑥; 𝑧); 𝑧)) = 𝛼𝑥. Застосувавши праве

дiлення для 𝑓3, отримуємо 𝑓4(𝑓5(𝑥; 𝑧); 𝑧) = 𝑟𝑓3(𝑥;𝛼𝑥) = 𝜃𝑥. Використавши

означення лiвого дiлення для 𝑓4, ми отримаємо третю тотожнiсть з (3.74).

Навпаки, нехай спiввiдношення (3.74) iстиннi та операцiї 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4 —

оборотнi. Тодi 𝑓2 i 𝑓5 — оборотнi, оскiльки кожна з них є iзострофом

оборотної операцiї. Бiльше того, маємо

𝑓1(𝑓2(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑓1(
ℓ𝑓1(𝛼𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝛼𝑥 = 𝑓3(𝑥; 𝜃𝑥) =

= 𝑓3(𝑥; 𝑓4(
ℓ𝑓4(𝜃𝑥; 𝑧); 𝑧)) = 𝑓3(𝑥; 𝑓4(𝑓5(𝑥; 𝑧); 𝑧)),

тобто (3.75) — тотожнiсть. Отже, п’ятiрка операцiй (𝑓1; . . . ; 𝑓5) є

квазiгруповим розв’язком функцiйного рiвняння (1.36). 2

Зауваження 3.1. Для будь-якого розв’язку (𝑓1; . . . ; 𝑓5) iснує тiльки

одна пара перестановок (𝛼; 𝜃) множини 𝑄 така, що рiвностi (3.74) є

правильними.

Справдi, нехай (𝛼1; 𝜃2) та (𝛼; 𝜃) — пари перестановок множини 𝑄, що
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задовольняють (3.74). Звiдси

𝑓2(𝑥; 𝑦) =
ℓ𝑓1(𝛼1𝑥; 𝑦), 𝑓5(𝑥; 𝑦) =

ℓ𝑓4(𝜃1𝑥; 𝑦),

𝑓2(𝑥; 𝑦) =
ℓ𝑓1(𝛼2𝑥; 𝑦), 𝑓5(𝑥; 𝑦) =

ℓ𝑓4(𝜃2𝑥; 𝑦).

Отже, ℓ𝑓1(𝛼1𝑥; 𝑦) =
ℓ𝑓1(𝛼2𝑥; 𝑦) та ℓ𝑓4(𝜃1𝑥; 𝑦) =

ℓ𝑓4(𝜃2𝑥; 𝑦), звiдки випливає,

що 𝛼1 = 𝛼2, 𝜃1 = 𝜃2.

Теорема 3.6. Нехай 𝑄 — множина та 𝑓1, . . . , 𝑓5 — бiнарнi опера-

цiї, визначенi на 𝑄. Тодi (𝑓1; . . . ; 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком рiвня-

ння (1.37) тодi i тiльки тодi, коли 𝑓1, 𝑓2 та 𝑓4 — квазiгруповi операцiї,

𝑓1 ⊥ 𝑟𝑓2 та iснує перестановка 𝛼 множини 𝑄 така, що виконуються

тотожностi

𝑓3(𝑥; 𝑧) = 𝑓1(𝛼
−1𝑥; 𝑓2(𝛼

−1𝑥; 𝑧)); 𝑓5(𝑥; 𝑦) =
ℓ𝑓4(𝛼𝑥; 𝑦). (3.76)

Доведення. Нехай п’ятiрка (𝑓1; . . . ; 𝑓5) задовольняє умови теореми. Опера-

цiя 𝑓5 є оборотною, оскiльки є iзострофом оборотної операцiї 𝑓4. Згiдно з

лемою 1.1, оборотнiсть 𝑓3 випливає з 𝑓1 ⊥ 𝑟𝑓2. Використовуючи означення

лiвого дiлення для 𝑓6, з вiдношення (3.76) випливає

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑧)) = 𝑓3(𝛼𝑥; 𝑧), 𝑓4(𝑓5(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝛼𝑥. (3.77)

Це означає, що виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑧)) = 𝑓3(𝑓4(𝑓5(𝑥; 𝑦); 𝑦); 𝑧). (3.78)

Таким чином, (𝑓1, . . . , 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком (1.37).

Навпаки, нехай п’ятiрка квазiгрупових операцiй (𝑓1; . . . ; 𝑓5) є

розв’язком (1.37), тодi виконується тотожнiсть (3.78). Нехай 𝑒 — елемент

з 𝑄 та 𝛼 := 𝑅4𝑅5. Виконавши замiну 𝑦 = 𝑒 в (3.78), маємо першу рiвнiсть

з (3.77). Об’єднавши отриману тотожнiсть з (3.78), маємо другу рiвнiсть з

(3.77). З цих тотожностей отримуємо (3.76). Згiдно з лемою 1.1, з першої

рiвностi з (3.77) та оборотностi 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 випливає 𝑓1 ⊥ 𝑟𝑓2. 2

Зауваження 3.2. Для будь-якого розв’язку (𝑓1; . . . ; 𝑓5) з (1.37) iснує

точно одна перестановка 𝛼 така, що виконується (3.76).
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Справдi, нехай 𝛼, 𝛼1 — перестановки множини 𝑄, що задовольняють

(3.76). Отже, 𝑓5(𝑥; 𝑦) = ℓ𝑓4(𝛼𝑥; 𝑦), 𝑓5(𝑥; 𝑦) = ℓ𝑓4(𝛼1𝑥; 𝑦). Порiвнюючи

тотожностi, отримуємо 𝛼1 = 𝛼.

Теорема 3.7. Нехай 𝑄 — множина та 𝑓1, . . . , 𝑓5 — бiнарнi опера-

цiї, визначенi на 𝑄. Тодi (𝑓1; . . . ; 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком рiвняння

(1.38) тодi i тiльки тодi, коли операцiї 𝑓2, 𝑓3 i 𝑓5 є квазiгрупами, 𝑓2 ⊥ 𝑓5

та iснує перестановка 𝛼 множини 𝑄 така, що

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓3(𝑥;𝛼𝑦), 𝑓4(𝑥; 𝑦) = 𝛼𝑓2(𝑥;
𝑟𝑓5(𝑥; 𝑦)). (3.79)

Доведення. Нехай п’ятiрка операцiй (𝑓1; . . . ; 𝑓5) задовольняє умови

теореми. Операцiя 𝑓1 оборотна, оскiльки є iзотопом оборотної операцiї.

Згiдно з лемою 1.1, 𝑓2 ⊥ 𝑓5 спричинює оборотнiсть 𝑓4. Доведемо, що

𝑓1(𝑦; 𝑓2(𝑥; 𝑧)) = 𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥; 𝑓5(𝑥; 𝑧))) (3.80)

є тотожнiстю. Для цього обчислимо її лiву та праву сторони:

𝑓1(𝑦; 𝑓2(𝑥; 𝑧)) = 𝑓3(𝑦;𝛼𝑓2(𝑥; 𝑧)),

𝑓3(𝑦; 𝑓4(𝑥; 𝑓5(𝑥; 𝑧))) = 𝑓3(𝑦;𝛼𝑓2(𝑥;
𝑟𝑓5(𝑥; 𝑓5(𝑥; 𝑧)))) = 𝑓3(𝑦;𝛼𝑓2(𝑥; 𝑧)).

Отримуємо однаковий вираз, тобто (3.80) є iстинним. Це означає, що

(𝑓1; . . . ; 𝑓5) є квазiгруповим розв’язком (1.38).

Навпаки, нехай п’ятiрка квазiгрупових операцiй (𝑓1; . . . ; 𝑓5) є

розв’язком (1.38), тобто тотожнiсть (3.80) iстинна, та нехай 𝑒 ∈ 𝑄.

Об’єднавши (3.80), 𝑦 = 𝑒 та 𝛼 := 𝐿−1
3 𝐿1, отримуємо

𝑓4(𝑥; 𝑓5(𝑥; 𝑧)) = 𝛼𝑓2(𝑥; 𝑧). (3.81)

Використовуючи цю рiвнiсть, робимо замiну в правiй частинi (3.80):

𝑓1(𝑦; 𝑓2(𝑥; 𝑧)) = 𝑓3(𝑦;𝛼𝑓2(𝑥; 𝑧)).

Замiнивши 𝑓2(𝑥; 𝑧) на 𝑡, отримуємо першу тотожнiсть з (3.79). Визначивши

операцiю 𝑓4 з рiвностi (3.81), отримуємо другу тотожнiсть з (3.79). Згiдно

з лемою 1.1, з оборотностi 𝛼−1𝑓4 випливає, що 𝑓2 ⊥ 𝑓5. 2
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Зауваження 3.3. Для будь-якого розв’язку (𝑓1, . . . , 𝑓5) функцiйного

рiвняння (1.38) iснує точно одна перестановка 𝛼 така, що виконуються

рiвностi (3.79).

Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi класифiковано чистi узагальненi нетривiальнi бiнарнi

квазiгруповi функцiйнi рiвняння. Для цього визначено поняття предметної

довжини, предметного типу та уточнено поняття функцiйної довжини рiв-

няння. Основним результатом роздiлу є класифiкацiя узагальнених рiв-

нянь до функцiйної довжини чотири всiх можливих предметних типiв з

точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi. Встановлено, що їх

кiлькiсть є точно 1, 3, 4, 19 вiдповiдно для рiвнянь довжин один, два, три,

чотири. З кожного блока розбиття класифiкацiї видiлено представника та

розв’язано його на множинi бiнарних квазiгрупових операцiй. А саме:

— дано повну класифiкацiю узагальнених рiвнянь функцiйних довжин 1,

2, 3, 4 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi;

— знайденi представники кожного блока розбиття, новими з яких

виявилися узагальненi рiвняння предметного типу (4;0) функцiйної дов-

жини 2, предметного типу (5;0) функцiйної довжини 3 та предметних типiв

(6;0;0), (4;2;0) i (3;3;0) функцiйної довжини 4;

— розв’язанi представники всiх блокiв класифiкацiї, якi ранiше не були

розв’язанi, а саме таких предметних типiв (4; 0), (3; 2), (5; 0), (6; 0; 0),

(4; 2; 0) та (3; 3; 0);

— наведено наслiдки для квадратичних, майже квадратичних та

антиквадратичних рiвнянь;

— розв’язанi чотири iз п’яти вiдомих дистрибутивно-подiбних функцiйних

рiвнянь без квадратiв на квазiгрупах.

Результати цього роздiлу опублiковано в працях [53–56], [58], [60], [61],

[67–69], [72], [73], [75], [76], [119–121].
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РОЗДIЛ 4

КЛАСИФIКАЦIЯ ТОТОЖНОСТЕЙ НА

КВАЗIГРУПАХ

Основними класами квазiгруп, якi розглядаються, є многовиди, тобто

класи квазiгруп, що визначаються тотожностями. Тотожнiсть в класi

квазiгруп можна визначити як квазiгрупове функцiйне рiвняння, в

якому всi функцiйнi змiннi попарно парастрофнi. Множина квазiгрупо-

вих тотожностей замкнена вiдносно парастрофно-первинних перетворень.

Довiльнi парастрофно-первинно рiвносильнi квазiгруповi тотожностi є

парастрофно-рiвносильними, але навпаки це не так. Тому класифiкацiя

узагальнених функцiйних рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної

рiвносильностi спричинює деяку класифiкацiю тотожностей.

В цьому роздiлi, використовуючи класифiкацiю узагальнених функцiй-

них рiвнянь довжини 2 i 3 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвно-

сильностi, дано класифiкацiю тотожностей в класi квазiгруп з точнiстю

до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi. Як наслiдок отримано

опис многовидiв квазiгруп, якi визначаються цими тотожностями, а також

їх розподiл на пучки.

Введемо декiлька означень.

Означення 4.1. Нехай 𝐹 — довiльна функцiйна змiнна, тодi 𝜄𝐹 , ℓ𝐹 ,
𝑟𝐹 , 𝑠𝐹 , 𝑠ℓ𝐹 , 𝑠𝑟𝐹 називаємо парастрофами функцiйної змiнної 𝐹 i вони

набувають значення вiдповiдного парастрофа операцiї 𝑓 , якщо змiнна 𝐹

набуває значення 𝑓 .

Означення 4.2. Узагальненим парастрофом функцiйної змiнної 𝐹

назвемо функцiйну змiнну 𝜎𝐹 , де 𝜎 — змiнна, яка набуває значення в

множинi 𝑆3.

Означення 4.3. Залежнi функцiйнi змiннi назвемо парастрофно-

незалежними, якщо вони незалежно набувають значень в множинi
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парастрофiв однiєї й тiєї ж змiнної.

Означення 4.4. Функцiйне рiвняння назвемо узагальненою

тотожнiстю, якщо всi функцiйнi змiннi є попарно рiзними

узагальненими парастрофами однiєї i тiєї ж функцiйної змiнної.

Вивчаючи узагальненi функцiйнi рiвняння, описуємо їх з точнiстю

до парастрофно-первинної рiвносильностi. В цьому роздiлi вивчаємо

лише функцiйнi рiвняння, якi є тотожностями в класi квазiгруп, тобто

функцiйнi рiвняння, якi мають одну незалежну функцiйну змiнну, а всi

iншi функцiйнi змiннi є її парастрофами. На тотожностях розглядаємо

три вiдношення: парастрофно-первинної рiвносильностi, парастрофної рiв-

носильностi та рiвносильностi. Цi три вiдношення рiзнi.

Рiвносильнi тотожностi визначають один i той самий многовид, а тому

визначають один i то самий пучок многовидiв. Отже, будь-якi рiвносильнi

тотожностi є парастрофно-рiвносильними. Проте, навпаки це не так: якщо

тотожностi визачають рiзнi парастрофнi многовиди, то вони нерiвносильнi,

але парастрофно-рiвносильнi, оскiльки парастрофнi многовиди належать

одному пучку.

Як при перейменуваннi предметних змiнних, так i при застосуваннi

первинних тотожностей, довiльна тотожнiсть перетворюється в

рiвносильну їй тотожнiсть, а при перейменуваннi функцiйних змiнних

довiльна тотожнiсть переходить в парастрофно-рiвносильну їй тотожнiсть.

Тому з парастрофно-первинно-рiвносильних тотожностей випливає

їх парастрофна рiвносильнiсть. Але навпаки це не так, тотожностi

можуть бути парастрофно-рiвносильними, але не парастрофно-первинно-

рiвносильними.

Парастрофно-рiвносильнi тотожностi визначають парастрофнi

многовиди, тобто один i той же пучок многовидiв. Оскiльки кiлькiсть

елементiв в пучку многовидiв дорiвнює 6/|𝐺|, де 𝐺 — група парстрофних

симетрiй довiльного многовида пучка, то тотожностi парастрофно-

нерiвносильнi, якщо групи симетрiй вiдповiдних многовидiв рiзнопотужнi.
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Отже, спочатку будемо класифiкувати тотожностi, якi належать

однiй i тiй же узагальненiй тотожностi, а потiм з’ясуємо парастрофну

рiвносильнiсть мiж тотожностями, якi мають рiвнопотужнi групи симетрiй

вiдповiдних многовидiв.

4.1. Класифiкацiя тотожностей довжини 2

В цьому пiдроздiлi класифiковано тотожностi довжини 2 на квазiгру-

пах з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi та опи-

сано вiдповiднi їм многовиди за групами симетрiй, знайдено пучки рiзних

многовидiв квазiгруп згiдно з законом парастрофної симетрiї.

Тотожнiстю в квазiгрупi ми називаємо функцiйне рiвняння, в якому всi

функцiйнi змiннi попарно парастрофнi. Iнакше кажучи, це функцiйне рiв-

няння, в якому одна незалежна функцiйна змiнна, а iншi є її парастрофами.

Тому множина тотожностей замкнена вiдносно парастрофно-первинних

перетворень. Отже, вiдповiдно до означення 4.4 та з теореми 3.1 випливає

таке твердження.

Наслiдок 4.1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує точно три узагальненi тотожностi довжини 2

𝑥
𝜏· 𝑦 = 𝑥

𝜎· 𝑦, (4.1)

𝑥
𝜈· 𝑥 = 𝑦

𝜋· 𝑦, (4.2)

𝑥
𝛿· 𝑥 = 𝑥

𝜌
· 𝑥, (4.3)

де 𝜏, 𝜎, 𝜈, 𝜋, 𝛿, 𝜌 ∈ 𝑆3.

Якщо тотожнiсть отримана з узагальненої тотожностi наданням

конкретних значень параметрам 𝜏 , 𝜎, 𝜈, 𝜋, 𝛿, 𝜌, то будемо говорити, що

вона належить деякiй узагальненiй тотожностi.

З наслiдку 4.1 випливає, що з довiльної тотожностi довжини 2

шляхом застосування ланцюжка парастрофно-первинних перетворень

можна отримати тотожнiсть, яка належить однiй iз узагальнених тотож-

ностей (4.1)–(4.3). Оскiльки довiльнi парастрофно-первиннi перетворення
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перетворюють тотожнiсть в парастрофно-рiвносильну, то для класифiкацiї

тотожностей з точнiстю до парастрофної рiвносильностi досить розглянути

тотожностi, якi належать узагальненим тотожностям (4.1)–(4.3).

4.1.1. Многовиди розв’язкiв тотожностей довжини 2

У цьому пiдроздiлi знайдено многовиди розв’язкiв узагальнених то-

тожностей (функцiйних рiвнянь) довжини 2, в яких всi функцiйнi змiннi

є узагальненими парастрофами однiєї функцiйної змiнної. Описано

парастрофнi тотожностi довжини 2 з врахуванням груп симетрiй кожного

многовида, який вони визначають.

Розглянемо випадок, коли функцiйнi змiннi залежнi, а саме, коли вони

є парастрофами однiєї i тiєї ж змiнної, наприклад 𝐹1 = 𝜏𝐹 , 𝐹2 = 𝜎𝐹 , де

𝜏𝜎 ∈ 𝑆3. Узагальненi рiвняння функцiйної довжини 2 на квазiгрупах, а

саме (1.8), (1.9) та (3.1) у префiксному позначеннi матимуть вигляд:

𝜏𝐹 (𝑥; 𝑦) = 𝜎𝐹 (𝑥; 𝑦), 𝜈𝐹 (𝑥;𝑥) = 𝜋𝐹 (𝑦; 𝑦), 𝛿𝐹 (𝑥;𝑥) = 𝜌𝐹 (𝑥;𝑥).

В основному користуємося iнфiксним позначенням для узагальнених то-

тожностей, тому цi узагальненi тотожностi довжини 2 мають вигляд (4.1),

(4.2), (4.3). Коли мова йде про функцiйнi рiвняння, то користуємося

префiксним позначенням, наприклад як i в наведених нижче теоремах.

Теорема 4.1. Розв’язком рiвняння (4.1) є многовид:

— всiх квазiгруп, якщо 𝜎 = 𝜏 ∈ 𝑆3;

— правосиметричних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = ℓ;

— лiвосиметричних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = 𝑟;

— напiвсиметричних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = 𝑠ℓ або 𝜎−1𝜏 = 𝑠𝑟;

— комутативних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = 𝑠.

Доведення. Нехай квазiгрупа (𝑄; 𝑓) є розв’язком рiвняння (4.1), тобто в

(𝑄; 𝑓) виконується тотожнiсть 𝜏𝑓 = 𝜎𝑓 . Дана тотожнiсть рiвносильна то-

тожностi 𝜎−1𝜏𝑓 = 𝑓 , яка означає, що 𝜎−1𝜏 належить групi парастрофних

симетрiй операцiї 𝑓 : 𝜎−1𝜏 ∈ Ps(𝑓).
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Отже, розв’язками рiвняння (4.1) є квазiгрупи, група симетрiй яких

мiстить перестановку 𝜎−1𝜏 . Клас всiх таких квазiгруп є многовид, група

симетрiй якого дорiвнює циклiчнiй групi, що породжена елементом 𝜎−1𝜏 .

Оскiльки група 𝑆3 має п’ять циклiчних пiдгруп: {𝜄}, {𝜄, 𝑠}, {𝜄, ℓ}, {𝜄, 𝑟},
{𝜄, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, то й многовидiв також буде п’ять з умови теореми. 2

Теорема 4.2. Розв’язком рiвняння (4.2) є многовид:

— середнiх луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋, де 𝜋 ∈ {𝜄, 𝑠};
— лiвих луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋, де 𝜋 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ};
— правих луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋, де 𝜋 ∈ {𝑟, 𝑠𝑟};
— лiво-середнiх луп, якщо 𝜈 ̸= 𝜋, де {𝜈, 𝜋} ∈ {{𝜄, ℓ}, {𝑠, 𝑠ℓ}, {𝜄, 𝑠ℓ}, {𝑠, ℓ}};
— право-середнiх луп, якщо 𝜈 ̸= 𝜋, {𝜈, 𝜋} ∈ {{𝜄, 𝑟}, {𝑠, 𝑠𝑟}, {𝜄, 𝑠𝑟}, {𝑠, 𝑟}};
— лiво-правих луп, якщо 𝜈 ̸= 𝜋, де {𝜈, 𝜋} ∈ {{ℓ, 𝑟}, {𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, {𝑟, 𝑠ℓ}, {ℓ, 𝑠𝑟}}.

Доведення. Нехай квазiгрупа (𝑄; 𝑓) є розв’язком рiвняння (4.1), тобто в

(𝑄; 𝑓) виконується тотожнiсть 𝜈𝑓 = 𝜋𝑓 . Оскiльки на кожному мiсцi є шiсть

можливих парастрофiв функцiйних змiнних, то всього 36 пар функцiй

можуть бути розв’язком рiвняння (4.1). Дана тотожнiсть рiвносильна то-

тожностi 𝜋−1𝜈𝑓 = 𝑓 , де 𝜋−1𝜈 ∈ 𝑆3. Якщо 𝜈 = 𝜋, то маємо парастрофнi

многовиди одностороннiх луп. Таких пар функцiй буде 4, наприклад для

середнiх луп (𝜄, 𝜄), (𝑠, 𝑠) або (𝜄, 𝑠), (𝑠, 𝜄) та всього для одностороннiх луп

буде 12. Якщо 𝜈 ̸= 𝜋, то маємо парастрофнi многовиди двостороннiх луп

при вiдповiдних наборах множин парастрофiв. Всього таких пар функцiй

буде 24. 2

Теорема 4.3. Розв’язком рiвняння (4.3) є многовид, який визначає-

ться тотожнiстю:

— всiх квазiгруп, якщо 𝛿 = 𝜌 ∈ 𝑆3 або якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = {𝜄, 𝑠};
— 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥, якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = ℓ або 𝛿−1𝜌 = 𝑠ℓ;

— 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥, якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = 𝑟 або 𝛿−1𝜌 = 𝑠𝑟;

— (𝑥
𝑟· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥 або 𝑥 · (𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥 в iнших випадках.

Доведення. Нехай квазiгрупа (𝑄; 𝑓) є розв’язком рiвняння (4.3), тобто

в (𝑄; 𝑓) виконується тотожнiсть 𝛿𝑓 = 𝜌𝑓 . Оскiльки на кожному мiсцi
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можливих шiсть парастрофiв функцiйних змiнних, то всього 36 пар

функцiй можуть бути розв’язком рiвняння (4.3). Дана тотожнiсть рiвно-

сильна тотожностi 𝛿−1𝜌𝑓 = 𝑓 , де 𝛿−1𝜌 ∈ 𝑆3, яка означає, що 𝛿−1𝜌 належить

групi парастрофних симетрiй операцiї 𝑓 : 𝛿−1𝜌 ∈ Ps(𝑓).

Отже, розв’язками рiвняння (4.3) є квазiгрупи, група симетрiй яких

мiстить перестановку 𝛿−1𝜌. Класом всiх таких квазiгруп є многовид, група

симетрiй якого дорiвнює циклiчнiй групi, що породжена елементом 𝛿−1𝜌.

Оскiльки група 𝑆3 має п’ять циклiчних пiдгруп: {𝜄}, {𝜄, 𝑠}, {𝜄, ℓ}, {𝜄, 𝑟},
{𝜄, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, то многовидiв теж буде не бiльше п’яти. Розглянемо всi випадки.

Якщо 𝛿 = 𝜌 ∈ 𝑆3, то маємо многовид всiх квазiгруп. Якщо 𝛿 ̸= 𝜌,

то при 𝜌𝛿−1 = 𝑠 теж маємо многовид всiх квазiгруп. Якщо 𝜌𝛿−1 = ℓ

або 𝜌𝛿−1 = 𝑠ℓ, то в першому випадку (за означенням лiвого дiлення), а

в другому випадку (за означенням комутуваняння та означенням лiвого

дiлення) маємо тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥. Якщо 𝜌𝛿−1 = 𝑟 або 𝜌𝛿−1 = 𝑠𝑟, то в

першому випадку (за означнням правого дiлення), а в другому випадку (за

означеннями комутування та правого дiлення) маємо тотожнiсть 𝑥 ·𝑥2 = 𝑥.

2

4.1.2. Повна класифiкацiя тотожностей довжини 2

В цьому пiдроздiлi описано класифiкацiю узагальнених тотожностей

довжини 2 на квазiгрупах. Описано пучки рiзних многовидiв квазiгруп

згiдно з законом парастрофної симетрiї.

З означення парастрофно-первинної рiвносильностi випливає, що то-

тожностi рiвносильнi, якщо вони парастрофно-первинно рiвносильнi, але

навпаки, це не завжди так. Наприклад, при 𝜏 = 𝜎 = 𝜄 з (4.1) та при

𝛿 = 𝜌 = 𝜄 з (4.3) маємо тотожнiсть, яка визначає клас всiх квазiгруп.

Наприклад, згiдно з наслiдком 4.1, тотожностi (4.1) i (4.3) парастрофно-

первинно нерiвносильнi. Враховуючи це, при класифiкацiї потрiбно

доводити парастрофну нерiвносильнiсть тотожностей, якi отримуємо з

рiзних узагальнених тотожностей наслiдку 4.1. Для цього спочатку кожну
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узагальнену тотожнiсть розiб’ємо на пучки тотожностей, визначимо групу

симетрiй многовидiв у кожному отриманому пучку.

Теорема 4.4. Клас многовидiв квазiгруп, який визначається

узагальненою тотожнiстю (4.1) з точнiстю до парастрофної рiвносиль-

ностi має три рiзних пучки многовидiв:

— клас всiх квазiгруп, якщо 𝜏 = 𝜎 ∈ 𝑆3;

— клас напiвсиметричних квазiгруп, якщо

{𝜏, 𝜎} ∈ {{𝜄, 𝑠ℓ}; {𝜄, 𝑠𝑟}; {𝑠ℓ, 𝑠𝑟}; {𝑠, ℓ}; {𝑠, 𝑟}; {ℓ, 𝑟}};

— клас односторонньо-симетричних квазiгруп в iнших випадках.

Доведення. Покажемо, що узагальнена тотожнiсть (4.1) парастрофно-

рiвносильна точно однiй iз тотожностей односторонньо-симетричних ква-

зiгруп, напiвсиметричних квазiгруп та тотожностi всiх квазiгруп. Iнакше

кажучи, при будь-яких значеннях параметрiв 𝜏, 𝜎 iз 𝑆3 тотожнiсть (4.1)

визначає многовид, який парастрофний одному iз многовидiв, що визначенi

тотожностями (1.47), (1.50) та тотожностi тривiальної квазiгрупи. До того

ж, зазначенi многовиди належать до рiзних пучкiв, тобто вони попарно не

парастрофнi мiж собою.

Оскiльки многовиди маємо визначити з точнiстю до парастрофностi,

то замiну функцiйної змiнної (·) будемо робити не лише використовуючи

первиннi тотожностi, а i замiнюватимемо її на довiльний парастроф.

Якщо 𝜏 = 𝜎 ∈ 𝑆3 в (4.1), то маємо клас тривiальних квазiгруп. Надалi

розглянемо випадок, коли 𝜏 ̸= 𝜎. З теореми 4.1 випливає, що досить

розглянути в однiй частинi тотожностi 𝜏 = 𝜄, а в iншiй всi парастрофи.

Якщо 𝜎 = 𝑠 маємо тотожнiсть (1.47), яка за означенням визначає клас

односторонньо-симетричних квазiгруп.

Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = ℓ, то за означенням лiвого дiлення маємо тотожнiсть

(1.49). Згiдно з результатом Ш. Стейна (див. табл. 1.1), тотожностi

(1.49) i (1.47) визначають парастрофнi многовиди, тому вони парастрофно-

рiвносильнi.
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Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = 𝑟, то за означенням правого дiлення маємо

тотожнiсть (1.48). Згiдно з результатом Ш. Стейна (див. табл. 1.1), то-

тожностi (1.48) i (1.47) визначають парастрофнi многовиди, тому вони

парастрофно-рiвносильнi.

Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = 𝑠ℓ, то за означенням спочатку комутування, а потiм

лiвого дiлення маємо тотожнiсть (1.50), яка визначає клас напiвсиметрич-

них квазiгруп.

Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = 𝑠𝑟, то за означенням спочатку комутування, а

потiм правого дiлення маємо тотожнiсть (2.4), яка, згiдно з лемою 2.1,

рiвносильна тотожностi (1.50).

Щоб отримати всi множини парастрофiв для тотожностей, якi виз-

начають клас напiвсиметричних квазiгруп, досить перейти в тотожностi

до 𝜎−1-парастрофа. Наприклад, за основну множину вiзьмемо {𝜄, 𝑠ℓ},
тодi обчислимо множини для всiх парастрофiв. Для 𝜄 маємо цю ж саму

множину. Для 𝑠-парастрофа — {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠 = {𝑠, 𝑠ℓ𝑠} = {𝑠, 𝑟}.
Для 𝑟-парастрофа маємо {𝜄, 𝑠ℓ}𝑟−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑟 = {𝑟, 𝑠ℓ𝑟} = {𝑟, ℓ}. Для ℓ-

парастрофа — {𝜄, 𝑠ℓ}ℓ−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}ℓ = {ℓ, 𝑠ℓℓ} = {ℓ, 𝑠}. Для 𝑠ℓ-парастрофа
маємо {𝜄, 𝑠ℓ}(𝑠ℓ)−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠𝑟 = {𝑠𝑟, 𝑠ℓ𝑠𝑟} = {𝑠𝑟, 𝜄}. Для 𝑠𝑟-парастрофа

маємо {𝜄, 𝑠ℓ}(𝑠𝑟)−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠ℓ = {𝑠ℓ, 𝑠ℓ𝑠ℓ} = {𝑠ℓ, 𝑠𝑟}.
Для всiх iнших множин парастрофiв отримуємо тотожностi, якi визна-

чають клас односторонньо-симетричних квазiгруп.

Оскiльки група симетрiй многовида одностороньо-симетричних квазi-

груп складається з трьох елементiв, а група симетрiї напiвсиметричних

квазiгруп з одного елемента, тому цi класи парастрофно-нерiвносильнi. 2

Деякий результат отримала Т. Попович [23], [96]. Вона не розглядала

класифiкацiї тотожностей, лише виписувала множини парастрофiв для

мiнiмальних тотожностей. Наведене нижче твердження дає класифiкацiю

непарастрофних тотожностей, якi визначають многовиди, а точнiше пучки

многовидiв з рiзних класiв розбиття.

Твердження 4.1. Будь-яка тотожнiсть виду (4.1) на квазiгрупах
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парастрофно-рiвносильна точно однiй iз таких тотожностей (1.47),

(1.50) та тотожностi тривiальної квазiгрупи.

Доведення. Це твердження є наслiдком з теореми 4.4, тому що тотожностi

одностороннiх квазiгруп парастрофно-рiвносильнi мiж собою. Наприклад,

ℓ-парастроф тотожностi (1.47) буде тотожнiсть (1.48). Справдi, замiнимо

головну операцiю (·) в (1.47) на її 𝜎−1 парастроф. Оскiльки ℓ−1 = ℓ, то

маємо тотожнiсть 𝑥
ℓ· 𝑦 = 𝑦

ℓ· 𝑥. За означенням лiвого дiлення отримаємо

(𝑥
ℓ· 𝑦) · 𝑥 = 𝑦. Скориставшись позначенням 1.43 та перейменуванням

змiнних, матимемо тотожнiсть (1.48). 2

Парастрофнi многовиди, якi визначаються тотожнiстю (1.47), виписав

у 1957 роцi Стейн [124], а пiсля нього iншi автори, наприклад В. Дудек [33],

який вивчав iзотопiзм парастрофiв, що характеризуються тотожностями

комутативностi, симетрiї злiва та симетрiї справа (див. табл. 1.1).

Наслiдок 4.2. Будь-яка тотожнiсть виду (4.1) рiвносильна точно

однiй iз таких 5 тотожностей (1.47), (1.48), (1.49), (1.50) та 𝑥 = 𝑥.

Доведення випливає з теореми 4.1, твердження 4.1 та табл. 1.1. 2

Теорема 4.5. Клас многовидiв квазiгруп, який визначається

узагальненою тотожнiстю (4.2) з точнiстю до парастрофної рiвносиль-

ностi має два рiзних пучки многовидiв:

— клас одностороннiх луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋, де 𝜋 ∈ 𝑆3;

— клас двостороннiх луп в iнших випадках.

Доведення. При описаннi тотожностей (4.2), користуємося первинними

тотожнотями (1.2)–(1.42). Згiдно з наслiдком 1.5 та означенням 1.9, досить

розглядати тотожностi з (4.2), якi мають вигляд 𝑥
𝜋−1𝜈· 𝑥 = 𝑦2. Звiдси при

𝜋−1𝜈 ∈ {𝜄, 𝑠}, отримуємо тотожнiсть, яка визначає клас одностороннiх луп
(див. табл. 1.3). При 𝜋−1𝜈 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ} маємо тотожнiсть лiво-середньої лупи.
Якщо 𝜋−1𝜈 ∈ {𝑟, 𝑠𝑟}, то отримуємо тотожнiсть право-середньої лупи, тобто
яка визначає клас двостороннiх луп (див. табл. 1.3).

Отже всього рiзних два пучки многовидiв. Справдi, нехай маємо

квазiгрупу (Z5; ⋆), яка визначена 𝑥 ⋆ 𝑦 := 2𝑥 + 3𝑦. Вона задовольняє
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тотожнiсть одностороннiх луп, а саме, тотожнiсть середньо-симетричних

луп та не задовольняє жодну тотожнiсть з пучка двостороннiх луп.

Справдi, виберемо довiльну пару чисел, наприклад, (1; 2), пiдставимо в

кожну тотожнiсть, яка визначає пучок двостороннiх луп, в результатi

отримаємо протирiччя. 2

Твердження 4.2. Будь-яка тотожнiсть виду (4.2) на квазiгрупах

парастрофно-рiвносильна тотожностi або 𝑥2 = 𝑦2 або 𝑥2𝑦 = 𝑦.

Доведення. Це твердження є наслiдком з теореми 4.5, тому що многовиди,

якi визначаються тотожностями одностороннiх луп парастрофнi мiж

собою, а це означає, що тотожностi лiвих луп, правих та середнiх луп 𝜎-

парастрофно-рiвносильнi мiж собою, де 𝜎 ∈ 𝑆3. Аналогiчно тотожностi,

якi визначають многовиди лiво-правих луп, лiво-середнiх та право-середнiх

луп попарно парастрофно-первинно-рiвносильнi. 2

Пiдсумовуючи теорему 4.5 та твердження 4.1, iз врахуванням закону

парастрофної симетрiї, отримуємо результати iз табл. 1.3.

Наслiдок 4.3. Будь-яка тотожнiсть виду (4.2) рiвносильна точно

однiй iз таких 6 тотожностей 𝑥2 = 𝑦2, (𝑥
ℓ· 𝑥)𝑦 = 𝑦, 𝑥(𝑦

𝑟· 𝑦) = 𝑥,

𝑥(𝑦
ℓ· 𝑦) = 𝑥, 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦, 𝑥 · 𝑦2 = 𝑦.

Доведення випливає з теореми 4.2, твердження 4.1 та табл. 1.3. 2

Теорема 4.6. Клас многовидiв квазiгруп, який визначається

узагальненою тотожнiстю (4.3) з точнiстю до парастрофної рiвносиль-

ностi має два рiзних пучки парастрофних многовидiв:

— клас всiх квазiгруп, якщо 𝛿 = 𝜌 ∈ 𝑆3 або якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = 𝑠;

— клас квазiгруп, який визначається тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 в iнших

випадках.

Доведення. Ця теорема випливає з теореми 4.3 тому, що многовид ква-

зiгруп, який визначається тотожнiстю 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 є 𝑠-парастрофним

многовидом до многовида, який визначається тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥. За

означенням цi многовиди належать одному пучку многовидiв. 2
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Твердження 4.3. Будь-яка тотожнiсть виду (4.3) на квазiгрупах

парастрофно-рiвносильна точно однiй iз тотожностей 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 та

тотожностi тривiальної квазiгрупи.

Доведення. Це твердження є наслiдком з теореми 4.6 тому, що тотожнiсть

𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 отримується з тотожностi 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 замiною головного її

парастрофа на 𝑠-парастроф. 2

Наслiдок 4.4. Будь-яка тотожнiсть виду (4.3) рiвносильна точно

однiй iз таких тотожностей 𝑥 = 𝑥, 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥, 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥, 𝑥(𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑥.

Доведення випливає з теореми 4.3, твердження 4.3 та такої таблицi

Парастрофнi многовиди A = ℓA 𝑠A = 𝑠ℓA 𝑟A = 𝑠𝑟A

Тотожностi з (4.3) 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 (𝑥
𝑟· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥

𝑥 · (𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥,

З цiєї таблицi видно, що такий пучок є односторонньо-симетричний, а

тотожнiсть 𝑥 = 𝑥 визначає тотально-симетричний пучок. Покажемо, що

три многовиди з цiєї таблицi рiзнi.

Розглянемо квазiгрупу (Z7; ∘), що визначена рiвнiстю 𝑥 ∘ 𝑦 = 6𝑥+ 5𝑦 i

задовольняє тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥. Справдi,

(1 ∘ 1) ∘ 1 = 6(6 + 5) + 5 = 8 = 1 (mod 7).

Квазiгрупа (Z7; ∘) не задовольняє жодну iз парастрофних тотожностей

вiдповiдних парастрофних многовидiв. Дiйсно,

1 ∘ (1 ∘ 1) = 6 + 5(6 + 5) = 5 ̸= 1 (mod 7),

тобто квазiгрупа не задовольняє тотожнiсть 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥. Оскiльки 𝑟-

парастроф квазiгрупи (Z7; ∘) має вигляд 𝑥
ℓ∘ 𝑦 = 3𝑥 + 3𝑦, то пiдставивши

його у тотожнiсть (𝑥
𝑟· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥, отримуємо теж невиконання тотожностi

в квазiгрупi (Z7; ∘).
Розглянемо квазiгрупу (Z7; *), яка визначена рiвнiстю 𝑥 * 𝑦 = 5𝑥+ 6𝑦.

Тотожнiсть 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 виконується в квазiгрупi (Z7; *), а тотожнiсть в

𝑟-парастрофi: (𝑥
𝑟· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥 не виконується. Цим самим показали, що

всi многовиди квазiруп, якi визначаються узагальненою тотожнiстю (4.3)

рiзнi. 2
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Теорема 4.7. Будь-яка квазiгрупова тотожнiсть довжини 2 рiв-

носильна точно однiй iз таких 14 тотожностей та парастрофно-

рiвносильна точно однiй iз 6 тотожностей, що мають рiзнi цифри:

1) 𝑥 = 𝑥, 2) 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦,

3) 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 4) 𝑥2 = 𝑦2, 5) 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦, 6) 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥,

ℓ3) 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦, ℓ4) (𝑥
ℓ· 𝑥)𝑦 = 𝑦, 𝑠5) 𝑥 · 𝑦2 = 𝑥, 𝑠6) 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥,

𝑟3) 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥, 𝑟4) 𝑥(𝑦
𝑟· 𝑦) = 𝑥, ℓ5) 𝑥(𝑦

ℓ· 𝑦) = 𝑥, ℓ6) 𝑥(𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑥.

Доведення. Ця теорема є узагальнюючим наслiдком з теорем 4.4, 4.5,

4.6. Доведення рiвносильностi тотожностей довжини 2 поєднує доведення

наслiдкiв 4.2, 4.3, 4.4 з вилученням повторення. А доведення парастрофної

рiвносильностi поєднує доведення тверджень 4.1, 4.2 та 4.3, теж з

вилученням повторення.

Кiлькiсть всiх рiзних тотожностей обчислюємо як суму рiзних тотож-

ностей iз наслiдкiв 4.2, 4.3, 4.4. Всього рiзних тотожностей отримано

14. Оскiльки кожна тотожнiсть визначає многовид, то покажемо, що

всi цi многовиди рiзнi. Вiднiмаючи повторення маємо, що рiзних пучкiв

многовидiв є 6. Тотожностi, отриманi з множини узагальнених тотож-

ностей, не можуть бути парастрофно-рiвносильними, якщо групи симет-

рiй їх вiдповiдних многовидiв мають рiзну потужнiсть. З наслiдку 4.1

випливає, що досить показати, що многовиди вiдрiзняються в серединi

кожного отриманого пучка. Два пучки є тотально-симетричними пучками,

бо згiдно з означенням всi парастрофи визначають один i той самий

многовид, а саме многовид всiх квазiгруп та многовид всiх напiвсимет-

ричних квазiгруп. Рiзницю мiж многовидами лiвосиметричних квазi-

груп, правосиметричних квазiгруп та комутативних квазiгруп показанi ще

Ш. Стейном (див. табл. 1.1). Рiзницю мiж многовидами одностороннiх

луп та многовидами двостороннiх луп знайдено Ф. Сохацьким (див. в’язку

многовидiв луп в табл. 1.3). Рiзницю мiж многовидами квазiруп, якi

визначаються тотожностями iз (4.3) знайдено в наслiдку 4.4.

Залишається встановити, що всi 6 пучкiв многовидiв рiзнi. Два пучки

тотально-симетричнi, а саме, клас всiх квазiгруп та клас напiвсиметрич-

них квазiгруп. Вони очевидно рiзнi, оскiльки напiвсиметричнi квазiгрупи
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iснують. Чотири пучки односторонньо-симетричнi, покажемо, що вони теж

рiзнi. Для цього побудуємо табл. 4.1, в якiй вкажемо приклад, що вiдрiзняє

один многовид вiд iншого.

Таблиця 4.1

Парастрофна нерiвносильнiсть тотожностей довжини 2

𝑥2 = 𝑦2 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥

𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 𝑆3 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 𝑥𝑦 𝑆3 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 𝑦𝑥−1 Z7 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥+ 5𝑦

𝑥2 = 𝑦2 × Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 3𝑦 Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥+ 3𝑦

𝑥2 · 𝑦 = 𝑦 × × Z5 : 𝑥 · 𝑦 := 3𝑥+ 3𝑦

В групi 𝑆3 виконуються тотожностi 𝑥2 = 𝑦2 та 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦. Справдi

(𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑦 = 𝑦(𝑥 ∘ 𝑥)−1 = 𝑦(𝑥 · 𝑥−1)−1 = 𝑦.

Оскiльки 𝑆3 не комутативна, то жодна тотожнiсть з табл. 1.1 в

стовпчику “комутативнiсть” не виконується. Це означає, що пучки класiв

комутативних квазiгруп та класiв одностороннiх, двостороннiх луп рiзнi.

Аналогiчно доводиться, що тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 виконується в

квазiгрупi, яка визначена 𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥 + 5𝑦 над Z7, а жодна тотожнiсть

комутативностi, симетрiї злiва та симетрiї справа, не виконується. I так

для всiх квазiгруп, якi наведенi в табл. 4.1.

Наприклад, тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 виконується в квазiгрупi, яка

визначена 𝑥∘𝑦 := 3𝑥+3𝑦 над Z7, вона iдемпотентна, а тому не має нi лiвого,

нi правого, нi середнього елементiв, а також iдемпотентнi всi її парастрофи.

А жодна тотожнiсть iз табл. 1.3 не виконується в цiй квазiгрупi тому, що

вони мають одностороннi елементи. Це означає, що тотожностi з рiзних

пучкiв парастрофно-нерiвносильнi, а самi пучки многовидiв рiзнi.

Отже, всi 14 отриманих многовидiв квазiгруп, якi визначються

тотожностями довжини 2 рiзнi. 2

З цiєї теореми випливає такий наслiдок.

Наслiдок 4.5. Всi квазiгруповi узагальненi тотожностi довжини

2 визначають 14 рiзних многовидiв, якi розподiленi в 6 пучкiв за

законом парастрофної симетрiї. Серед яких: напiвсиметричних та
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асиметричних пучкiв немає; 2 — тотально-симетричних: 1), 2); 4 —

односторонньо-симетричних: 3), 4), 5), 6).

Зауважимо, що будь-яка тотожнiсть довжини 2 визначає з точнiстю

до парастрофно-первинної рiвносильностi точно один iз таких пучкiв мно-

говидiв: 1) пучок всiх квазiгруп; 2) напiвсиметричних квазiгруп; 3)

комутативних квазiгруп; 4) одностороннiх луп; 5) двостороннiх луп; 6)

пучок квазiгруп, якi визначаються тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥.

Пiдсумковий результат класифiкацiї складений в такiй таблицi.

Таблиця 4.2

Тотожностi довжини 2 за парастрофною симетрiєю

Многовид A 𝑠A ℓA 𝑟A 𝑠ℓA 𝑠𝑟A

всiх квазiгруп 𝑥 = 𝑥 A A A A A

комутативних квазiгруп 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 A 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 ℓA 𝑟A

напiвсиметричних 𝑥𝑦 ·𝑥=𝑦 A A A A A

квазiгруп 𝑥·𝑦𝑥=𝑦

одностороннiх луп 𝑥2 = 𝑦2 A (𝑥
ℓ·𝑥)𝑦= 𝑦 𝑥(𝑦

𝑟· 𝑦)=𝑥 ℓA 𝑟A

двостороннiх луп 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦 𝑥 · 𝑦2 = 𝑦 A 𝑥(𝑦
ℓ·𝑦) = 𝑥 𝑠A 𝑟A

x2 · x = x x · x2 = x x(x
ℓ·x)=x, A A A

(x
r·x)x=x

У цiй таблицi видiленi жирним шрифтом тотожностi знайденi здобувачем.

В однiй довiльнiй комiрцi записано рiвносильнi тотожностi. У двох

довiльних комiрках одного рядка — парастрофнi тотожностi. У рiзних

стовпцях одного довiльного рядка розмiщенi парастрофно-рiвносильнi

тотожностi, якi визначають один пучок, де стовпчики показують

парастрофнi многовиди квазiгруп. У рiзних рядках записанi тотож-

ностi, якi визначають рiзнi пучки многовидiв. Мiж подвiйними лiнiями

розташовано парастрофно-первинно-рiвносильнi тотожностi, якi визна-

чають одину множину узагальнених тотожностей.

4.2. Класифiкацiя тотожностей довжини 3

В цьому пiдроздiлi класифiковано тотожностi довжини 3 на квазiгру-

пах з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi та опи-
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сано вiдповiднi їм многовиди за групами симетрiй, знайдено пучки рiзних

многовидiв квазiгруп iз врахуванням закону парастрофної симетрiї.

З теореми 3.2 випливає таке твердження.

Наслiдок 4.6. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi

iснує точно чотири узагальнених тотожностей довжини 3:

𝑥
𝛿· (𝑥 𝜏· (𝑥 𝜈· 𝑦)) = 𝑦; (4.4)

(𝑥
𝛿· 𝑥) 𝜏· 𝑦 = 𝑥

𝜈· 𝑦; (4.5)

(𝑥
𝛿· 𝑥) 𝜏· 𝑥 = 𝑦

𝜈· 𝑦; (4.6)

(𝑥
𝛿· 𝑥) 𝜏· 𝑥 = 𝑥

𝜈· 𝑥, (4.7)

де 𝛿, 𝜏, 𝜈 ∈ 𝑆3.

Якщо тотожнiсть отримана з узагальненої тотожностi наданням

конкретних значень параметрам 𝛿, 𝜏 , 𝜈, то будемо говорити, що вона

належить данiй узагальненiй тотожностi. З означення парастрофно-

первинної рiвносильностi випливає, що тотожностi рiвносильнi, якщо

вони парастрофно-первинно рiвносильнi, але навпаки, це не завжди так.

Наприклад, при 𝛿 = 𝜏 = 𝜈 = 𝜄 тотожностi (4.5) та (4.7) парастрофно-

рiвносильнi, але не є не парастрофно-первинно-рiвносильними.

З наслiдку 4.6 випливає, що з довiльної тотожностi довжини 3

шляхом застосування ланцюжка парастрофно-первинних перетворень

можна отримати тотожнiсть, яка належить однiй iз узагальнених тотож-

ностей (4.4)–(4.7). Оскiльки довiльнi парастрофно-первиннi перетворення

зводять тотожнiсть до парастрофно-рiвносильної, то для класифiкацiї то-

тожностей з точнiстю до парастрофної рiвносильностi досить розглянути

тотожностi з (4.4)–(4.7).

Спочатку кожну узагальнену тотожнiсть розiб’ємо на пучки тотожнос-

тей, визначимо групу симетрiй многовидiв у кожному отриманому пучку,

а потiм доведемо парастрофну нерiвносильнiсть мiж ними, враховуючи

парастрофну симетрiю вiдповiдних пучкiв многовидiв.
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4.2.1. Класифiкацiя тотожностей на пучки

Парастрофнi тотожностi виду (4.4) класифiкував В. Бiлоусов [20] на

квазiгрупах. В своїй теоремi вiн отримав три тотожностi Стейна (I, II та

III закони Стейна), двi тотожностi Шредера та ще двi нових тотожностi, якi

сьогоднi ми називаємо законами Бiлоусова. Над цим питанням працював

T. Iванс [36], який довiв, що таких класiв 14. Паралельно iз В. Бiлоусовим,

результати T. Iванса спростовує Ф. Бенет [8] i встановлює, що їх 8. Проте,

всього їх виявилося точно сiм, як доведено у В. Бiлоусова [13]. Його

уточнена теорема про класифiкацiю мiнiмальних нетривiальних тотожнос-

тей має такий вигляд.

Теорема 4.8 (В. Бiлоусов [20, с. 16]). Будь-яка тотожнiсть виду (4.4)

на квазiгрупах парастрофно-рiвносильна точно однiй iз тотожностей:

I закон Бiлоусова-Бенета 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑦; (4.8)

II закон Бiлоусова-Бенета 𝑦(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑥; (4.9)

I закон Стейна 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥; (4.10)

II закон Стейна 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥𝑦; (4.11)

III закон Стейна 𝑦𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥; (4.12)

I закон Шредера 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 · 𝑥𝑦; (4.13)

II закон Шредера 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥; (4.14)

одноелементнi квазiгрупи 𝑥 = 𝑦. (4.15)

Доведемо нижче теореми про розбиття множини iнших трьох узагаль-

нених тотожностей з наслiдку 4.6 на пучки.

Теорема 4.9. Будь-яка тотожнiсть виду (4.5) на квазiгрупах

парастрофно-рiвносильна точно однiй iз таких систем тотожностей:

(1.41);

𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥; (4.16)

𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥; (4.17)

(𝑦 · 𝑥2) · 𝑦 = 𝑥; (4.18)
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𝑥 · (𝑦 · 𝑥2) = 𝑦; (4.19)

𝑥2 · 𝑥𝑦 = 𝑦. (4.20)

Доведення. Покажемо, що кожна тотожнiсть узагальненої тотожностi (4.5)

парастрофно-рiвносильна точно однiй системi тотожностей (1.41), (4.16)–

(4.20). Iнакше кажучи, при будь-яких значеннях параметрiв 𝛿, 𝜏, 𝜈 iз 𝑆3

тотожнiсть (4.5) визначає многовид, який парастрофний одному iз много-

видiв, що визначенi системами тотожностей (1.41) та (4.16)–(4.20). До того

ж, зазначенi многовиди належать до рiзних пучкiв, тобто вони попарно

непарастрофнi мiж собою. Оскiльки многовиди визначаємо з точнiстю до

парастрофностi, то функцiйну змiнну (·) замiнюватимемо на її довiльний
парастроф, використовуючи первиннi тотожностi.

В узагальненiй тотожностi (4.5) виберемо за головну операцiю (
𝜏·), тобто

пiдставимо (
𝜏−1

· ) в тотожнiсть замiсть (·): (𝑥 𝛿𝜏−1

· 𝑥) · 𝑦 = 𝑥
𝜈𝜏−1

· 𝑦. Оскiльки

𝑥
𝑠· 𝑥 = 𝑥 · 𝑥, то дана узагальнена тотожнiсть парастрофно-рiвносильна

тотожностi (𝑥
𝜋· 𝑥) · 𝑦 = 𝑥

𝜅· 𝑦, де 𝜋 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟}, 𝜅 ∈ 𝑆3. В отриманiй рiвностi

тепер вибираємо головною операцiю (
𝜋·), в результатi замiни 𝜏 := 𝜅𝜋−1 ∈ 𝑆3

маємо 𝑥2
𝜋−1

· 𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦, де 𝜋−1 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟}. Отже, маємо три тотожностi:

𝑥2𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦, 𝑥2

ℓ· 𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦, 𝑥2

𝑟· 𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦. Звiдси, за означенням лiвого i

правого дiлення, маємо:

𝑥2𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦 (а), (𝑥

𝜏· 𝑦) · 𝑦 = 𝑥2 (б), 𝑥2 · (𝑥 𝜏· 𝑦) = 𝑦 (в).

Проаналiзуємо кожну з них:

Тотожнiсть (а) при 𝜏 = 𝜄 рiвносильна iдемпотентностi, оскiльки її

можна скоротити на 𝑦, тому маємо (1.41). Якщо 𝜏 = 𝑠, то тотожнiсть (а)

має вигляд 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥. Поклавши 𝑦 = 𝑟𝑥2 отримаємо 𝑥·𝑥 = 𝑟𝑥2 ·𝑥. Скоротимо
на 𝑥: 𝑥 = 𝑟𝑥2. Домножимо злiва на 𝑥2 : 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 · 𝑥. Скоротивши на 𝑥,

отримаємо iдемпотентнiсть, яка разом з 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥 дає (4.16).

Якщо 𝜏 = ℓ, то (а) рiвносильна 𝑥2 = 𝑥 при 𝑦 = 𝑟𝑥2, тому тотожнiсть

парастрофно-рiвносильна системi (4.16). Якщо 𝜏 = 𝑟, то (а) рiвносильна

𝑥 · 𝑥2𝑦 = 𝑦. Це лiвa IР-квазiгрупа, тому отримаємо (4.20).
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Якщо 𝜏 = 𝑠ℓ, то (а) рiвносильна тотожностi 𝑥2𝑦 = 𝑦
ℓ· 𝑥. За означенням

лiвого дiлення: 𝑥2𝑦 · 𝑥 = 𝑦. При 𝑦 = 𝑥2 отримаємо (𝑥2)2 = 𝑥. Враховуючи

отримане, пiдставимо 𝑥2 замiсть 𝑥: 𝑥𝑦 · 𝑥2 = 𝑦. Домножимо злiва на 𝑥 i

замiнимо 𝑥𝑦 на 𝑦, в результатi отримаємо (4.19). Якщо 𝜏 = 𝑠𝑟, то (а) має

вигляд 𝑥2𝑦 = 𝑦
𝑟· 𝑥. Звiдси 𝑦 · 𝑥2𝑦 = 𝑥. Замiнимо (·) на (

𝑠·), отримаємо
𝑦

𝑠· ((𝑥 𝑠· 𝑥) 𝑠· 𝑦) = 𝑥, тобто за комутуванням виконується (4.18).

Тотожнiсть (б) при 𝜏 = 𝜄 має вигляд 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥2, пiдставивши в

яку 𝑦 = 𝑟𝑥, маємо iдемпотентнiсть, тому виконується (1.49), а 𝑟-парастроф

тотожностi (1.49) є комутативнiстю, тому виконується (4.16). Якщо 𝜏 = 𝑠,

то (б) має вигляд 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥2. При 𝑦 = 𝑥 отримуємо iдемпотентнiсть, тому

(4.17) виконується.

Якщо 𝜏 = 𝑟, то (б) має вигляд (𝑥
𝑟· 𝑦) · 𝑦 = 𝑥2. Врахувавши замiну

(1.43), отримуємо 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑥2. При 𝑦 = 𝑥 отримуємо iдемпотентнiсть, тому

виконується (4.17). Якщо 𝜏 = ℓ, то (б) має вигляд (𝑥
ℓ· 𝑦)𝑦 = 𝑥2, звiдки,

згiдно iз замiною (1.43), маємо (1.41).

Якщо 𝜏 = 𝑠ℓ, то (б) має вигляд (𝑦
ℓ· 𝑥)𝑦 = 𝑥2. Врахувавши замiну

(1.43), маємо 𝑦 ·𝑦𝑥 = 𝑥2, звiдки при 𝑦 = 𝑥 маємо 𝑥 = 𝑥2, тобто виконується

тотожнiсть (1.48), яка парастрофна комутативностi. Отже, виконується

(4.16). Якщо 𝜏 = 𝑠𝑟, то (б) має вигляд (𝑦
𝑟· 𝑥)𝑦 = 𝑥2. Позаяк 𝑟𝑥 = 𝑥

𝑟· 𝑥,
то при 𝑦 = 𝑥 маємо 𝑟𝑥 · 𝑥 = 𝑥 · 𝑥, тобто 𝑟𝑥 = 𝑥. Врахувавши замiну (1.44),

отримуємо комутативнiсть. Отже, (б) парастрофно-рiвносильна (4.16).

Тотожнiсть (в) при 𝜏 = 𝜄 має вигляд (4.20). Якщо 𝜏 = 𝑠, то (в) має

вигляд 𝑥2 · 𝑦𝑥 = 𝑦. Звiдси при 𝑦 = 𝑥 маємо (𝑥2)2 = 𝑥, тому, замiнивши 𝑥

на 𝑥2, отримаємо (4.19).

Якщо 𝜏 = ℓ, то (в) рiвносильна тотожностi 𝑥2(𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑦. За замiною

(1.43) маємо (𝑥𝑦)2 · 𝑥 = 𝑦. Отриману рiвнiсть домножимо злiва на 𝑥, а

потiм, замiнивши 𝑥𝑦 на 𝑦, в результатi отримаємо 𝑠-парастроф тотожностi

(4.18). Якщо 𝜏 = 𝑟, то (в) має вигляд 𝑥2 · (𝑥 𝑟· 𝑦) = 𝑦. Скориставшись

замiною (1.44), маємо тотожнiсть 𝑥2𝑧 = 𝑥𝑧. Скоротивши на 𝑧, отримаємо

iдемпотентнiсть, тому дана тотожнiсть рiвносильна (1.41).
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Якщо 𝜏 = 𝑠ℓ, то (в): 𝑥2(𝑦
ℓ· 𝑥) = 𝑦. Згiдно з замiною (1.43), маємо

𝑥2𝑧 = 𝑧𝑥. При 𝑧 = 𝑟𝑥2 маємо 𝑥 · 𝑥 = 𝑟𝑥2 · 𝑥. Звiдси 𝑥 = 𝑟𝑥2 домножимо на

𝑥2 злiва, маємо 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥2. Скоротивши на 𝑥, отримаємо iдемпотентнiсть.

Тому з 𝑥2𝑧 = 𝑧𝑥 випливає комутативнiсть. Отже, виконується (4.16). Якщо

𝜏 = 𝑠𝑟, то (в): 𝑥2(𝑦
𝑟· 𝑥) = 𝑦. Скориставшись замiною (1.44), маємо

(𝑦𝑧)2 · 𝑧 = 𝑦. Домножимо отриману рiвнiсть на 𝑧 справа, а потiм замiнимо

𝑦𝑧 на 𝑦, в результатi отримаємо 𝑦2𝑧 · 𝑧 = 𝑦. Звiдси при 𝑧 = 𝑟𝑦2 отримуємо

iдемпотентнiсть. Це означає, що виконується тотожнiсть 𝑦𝑧 · 𝑧 = 𝑦, яка

парастрофна комутативностi. Отже, виконується (4.16).

Для доведення парастрофної нерiвносильностi використаємо такi

таблицi Келi для квазiгруп рiзних порядкiв:

* 1 2 3 4

1 1 3 4 2

2 4 2 1 3

3 2 4 3 1

4 3 1 2 4

(𝑄4; *)

◇ 1 2 3 4 5

1 1 5 2 3 4

2 5 2 4 1 3

3 2 4 3 5 1

4 3 1 5 4 2

5 4 3 1 2 5

(𝑄5; ◇)

∘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 2 3 1 8 9 5 4 7 6

3 3 1 2 7 6 9 8 4 5

4 4 9 6 5 1 8 3 2 7

5 5 8 7 1 4 3 9 6 2

6 6 5 9 2 8 7 1 3 4

7 7 4 8 9 2 1 6 5 3

8 8 7 4 6 3 2 5 9 1

9 9 6 5 3 7 4 2 1 8

(𝑄9; ∘)

Результати попарної парастрофної нерiвносильностi можна подати в

наступнiй таблицi, де на перетинi рядкiв та стовбцiв знаходиться вiдповiдна

квазiгрупа, яка задовольняє одну тотожнiсть i не задовольняє другу.

Таблиця 4.3

Попарна парастрофна нерiвносильнiсть тотожностей виду (4.5)

(4.16) (4.17) (4.18) (4.19) (4.20)

(1.41) (𝑄4; *) (𝑄5; ◇) (𝑄5; ◇) Z3 Z3

(4.16) × (𝑄4; *) (𝑄5; ◇) Z3 Z3

(4.17) × × (𝑄; ∘) Z3 Z3

(4.18) × × × Z3 Z3

(4.19) × × × × (𝑄9; ∘)

Тотожнiсть (1.41) iнварiантна при парастрофнiй рiвносильностi (див.

табл. 1.1). Група Z3 задовольняє тотожностi (4.19) та (4.20), проте

вона неiдемпотентна, тому тотожностi (4.19) та (4.20) не парастрофно-
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рiвносильнi жоднiй з тотожностей (1.41), (4.16), (4.17), (4.18). Квазi-

група (𝑄; ∘) над Z5, яка визначена рiвнiстю 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥 + 𝑦 задовольняє

(4.18). Оскiльки кожен парастроф (𝑄; ∘) неiдемпотентний, то (4.17) не ви-
конується, тобто (4.17) i (4.18) парастрофно-нерiвносильнi.

Розглянемо тотожностi (1.41), (4.16) та (4.17). Системи тотожнос-

тей (1.41), (4.17) iнварiантнi при парастрофiї. Якщо припустити, що

пари тотожностей (1.41) i (4.16) та (4.16) i (4.17) парастрофно-рiвносильнi,

то це означає, що в кожнiй квазiгрупi, в якiй виконуються (1.41),

(4.17), має виконуватися принаймнi один iз парастрофiв тотожностей, якi

парастрофно-рiвносильнi (4.16). Iз тотожностей (4.16): iдемпотентнiсть

iнварiантна при парастрофiї, комутативнiсть парастрофно-рiвносильна

сама собi, або (1.48), або (1.49). В (𝑄4; *) виконуються (1.41), (4.17), але

не виконуються (4.16). Справдi, очевидно, що комутативнiсть з (𝑄4; *)
не виконується, для тотожностi (1.48) вiзьмемо довiльну пару з (𝑄4; *),
наприклад, 2 · (2 · 3) = 2 · 1 = 4 ̸= 3, отримали суперечнiсть. Для тотож-

ностi (1.49) з (𝑄4; *) маємо (3 · 4) · 4 = 1 · 4 = 2 ̸= 3, теж суперечнiсть.

Отже, (1.41) i (4.16) та (4.16) i (4.17) попарно парастрофно-нерiвносильнi.

Розглянемо пару тотожностей (1.41) i (4.17). Оскiльки iдемпотентнiсть

i напiвсиметричнiсть iнварiантна при парастрофiї, то для доведення

парастрофної нерiвносильностi (1.41) i (4.17) необхiдно побудувати

iдемпотентну квазiгрупу, в якiй не виконується напiвсиметричнiсть. Такою

квазiгрупою є (𝑄5; ◇). Справдi, (3 · 2) · 3 = 4 · 3 = 5 ̸= 2. Отже, (1.41) i

(4.17) парастрофно-нерiвносильнi.

Розглянемо пари тотожностей (1.41) i (4.18), (4.16) i (4.18). В квазiгрупi

(𝑄5; ◇), тотожностi (1.41) i (4.16) виконуються. Доведемо, що квазiгрупа

(𝑄5; ◇) не виконується в жодному парастрофi тотожностi (4.18). Справдi,

для 𝜄-парастрофа маємо (3 · (5 · 5)) · 3 = (3 · 5) · 3 = 1 · 3 = 2 ̸= 5, для

𝑠-парастрофа маємо тотожнiсть 𝑦 · (𝑥2 · 𝑦) = 𝑥, а з квазiгрупи (𝑄5; ◇)
отримуємо 5 · ((4 · 4) · 5) = 5 · (4 · 5) = 5 · 2 = 3 ̸= 4. В ℓ-парастрофi, згiдно з

означенням лiвого дiлення маємо тотожнiсть 𝑥𝑦 · (𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑦, а з квазiгрупи
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(𝑄5; ◇) отримуємо (3·2)·(3
ℓ· 3) = 4·3 = 5 ̸= 2. Для 𝑟-парастрофа за означе-

нням правого дiлення отримуємо тотожнiсть (𝑦
𝑟· (𝑥 𝑟· 𝑥)) ·𝑥 = 𝑦, а з квазiг-

рупи (𝑄5; ◇) маємо (2
𝑟· (5 𝑟· 5))·5 = (2

𝑟· 5)·5 = 1·5 = 4 ̸= 2. В 𝑠𝑟-парастрофi

за комутуванням та означенням правого дiлення отримуємо тотожнiсть

(𝑥
𝑟· 𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦, а з квазiгрупи (𝑄5; ◇) маємо (5

𝑟· 5) · (3 · 5) = 5 · 1 = 4 ̸= 3. I

нарештi, для 𝑠ℓ-парастрофа за означенням комутування та лiвого дiлення

отримуємо тотожнiсть 𝑥 · ((𝑥 ℓ· 𝑥) ℓ· 𝑦) = 𝑦, а з квазiгрупи (𝑄5; ◇) маємо
3 · ((3 ℓ· 3) ℓ· 2) = 3 · (3 ℓ· 2) = 3 · 5 = 1 ̸= 2. Отже, (1.41) i (4.18) та (4.16) i

(4.18) парастрофно-нерiвносильнi.

Розглянемо пару тотожностей (4.19) i (4.20). Вони рiзнi, оскi-

льки тотожнiсть (4.20) виконується в квазiгрупi 9-го порядку (𝑄; ∘), а
тотожнiсть (4.19) в цiй квазiгрупi не виконується. Справдi, нехай вiзьмемо

будь-яку пару чисел з квазiгрупи (𝑄; ∘) i перевiримо чи виконується

тотожнiсть (4.19): 5 ∘ (8 ∘ (5 ∘ 5)) = 5 ∘ (8 ∘ 4) = 5 ∘ 6 = 3 ̸= 8. Отже,

тотожностi (4.19) i (4.20) незалежнi. 2

Теорема 4.10. Будь-яка тотожнiсть виду (4.6) на квазiгрупах

парастрофно-рiвносильна точно однiй iз таких тотожностей:

𝑥𝑦2 · 𝑥 = 𝑥; (4.21)

(𝑥2 · 𝑥)𝑦 = 𝑦; (4.22)

(𝑥 · 𝑥2)𝑦 = 𝑦. (4.23)

Доведення. При описаннi тотожностей (4.6) скористаємося первинними

тотожностями, для цього перепозначимо вiдповiдно операцiї 𝛿−1𝜏 на 𝜏 , 𝛿−1𝜈

на 𝜈, 𝛿−1𝛿 на (·). Тодi (4.6) матиме вигляд:

𝑥2
𝜏· 𝑥 = 𝑦

𝜈· 𝑦, (4.24)

яка визначає многовид з того ж пучка. Замiнивши 𝑥 = 𝑒, отримаємо, що

дана тотожнiсть рiвносильна системi:{︃
𝑥2

𝜏· 𝑥 = 𝑒,

𝑦
𝜈· 𝑦 = 𝑒;

(4.25)
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для деякого елемента 𝑒 носiя. Замiнимо в системi (·) на (
𝑠·), отримаємо{︃

𝑥2
𝜏𝑠· 𝑥 = 𝑒,

𝑦
𝜈𝑠· 𝑦 = 𝑒;

При фiксованих 𝜏 , 𝜈 дана система визначає многовид, який належить

тому самому пучку, що i многовид, який визначається системою (4.25).

Не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що 𝜏 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟}.
Оскiльки 𝑦

𝜈· 𝑦 та 𝑦 𝜈𝑠· 𝑦 рiвносильнi, то досить розглянути 𝜈 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟}.
Якщо 𝜈 = 𝜄, то перша тотожнiсть iз системи (4.25), iз врахуванням

другої, має вигляд 𝑒
𝜏· 𝑥 = 𝑒, а це означає, що квазiгрупа, в якiй вона

виконується одноелементна.

Нехай 𝜈 = ℓ, то друга тотожнiсть iз (4.25) рiвносильна 𝑒𝑥 = 𝑥, тобто

𝑒 є лiвим нейтральним елементом. Якщо 𝜏 = 𝜄, то маємо нетривiальний

многовид iз системи (4.25), який мiстить групи експоненти три, тобто виз-

начається тотожнiстю (4.22). Якщо 𝜏 = ℓ, то перша тотожнiсть iз системи

(4.25) рiвносильна тотожностi 𝑒𝑥 = 𝑥2, тобто 𝑥 = 𝑒, тому вона тривiальна.

Якщо 𝜏 = 𝑟, то отримуємо тотожнiсть 𝑥 = 𝑥2𝑒, тобто 𝑥 = 𝑥2 · (𝑦 ℓ· 𝑦).
Дана тотожнiсть нетривiальна, бо виконується в квазiгрупi (Z11; *), яка
визначена рiвнiстю 𝑥 * 𝑦 := 7𝑥 + 𝑦 + 4. Справдi, елемент 1 є лiвим

нейтральним в цiй квазiгрупi: 1 * 𝑦 = 7 · 1 + 𝑦 + 4 = 𝑦, а також вико-

нується i сама тотожнiсть:

(𝑥 * 𝑥) * 1 = 7(7𝑥+ 𝑥+ 4) + 1 + 4 = 56𝑥+ 33 = 𝑥 (mod 11).

Ця тотожнiсть в ℓ-парастрофi має вигляд 𝑥 = (𝑥
ℓ· 𝑥) ℓ· 𝑦2, яка за означе-

нням лiвого дiлення рiвносильна (4.21).

Нехай 𝜈 = 𝑟, то друга тотожнiсть iз (4.25) означає, що 𝑒 є правим

нейтральним елементом. Якщо 𝜏 = 𝜄, то дана тотожнiсть нетривiальна,

оскiльки довiльна група експоненти три їй задовольняє, тобто многовид

визначається тотожнiстю (4.23), яку отримуємо з (4.25) в 𝑠-парастрофi.

Якщо 𝜏 = ℓ, то перша тотожнiсть iз системи (4.25) рiвносильна тотожностi

𝑒𝑥 = 𝑥2, тобто тривiальнiй. Якщо 𝜏 = 𝑟, то отримуємо тотожнiсть 𝑥2𝑒 = 𝑥,
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тобто 𝑥2 = 𝑥 або 𝑥2 = 𝑥𝑒. Це означає, що тотожнiсть знову тривiальна.

Отже, нетривiальними є такi системи тотожностей:{︃
𝑒𝑦 = 𝑦,

𝑥2 · 𝑥 = 𝑒;

{︃
𝑥2𝑒 = 𝑥,

𝑒𝑦 = 𝑦;

{︃
𝑥2 · 𝑥 = 𝑒,

𝑦𝑒 = 𝑦;

тобто тотожностi з умови теореми.

Доведемо попарну парастрофну нерiвносильнiсть отриманих тотожнос-

тей, яку подамо в табл. 4.4.

Таблиця 4.4

Парастрофна нерiвносильнiсть тотожностей виду (4.6)

(4.22) (4.23)

(4.21) Z11 : 𝑥 * 𝑦 = 8𝑥+ 3𝑦 + 1 Z11 : 𝑥 * 𝑦 = 8𝑥+ 3𝑦 + 1

(4.22) × Z7 : 𝑥 ⋆ 𝑦 = 2𝑥+ 𝑦

Квазiгрупа (Z11; *), яка визначена рiвнiстю 𝑥*𝑦 := 8𝑥+3𝑦+1 задовольняє

тотожнiсть (4.21). Жоден iз парастрофiв цiєї квазiгрупи не задовольняє нi

(4.22), нi (4.23). Справдi, випишемо парастрофи квазiгрупи (Z11; *):

𝑥 * 𝑦 = 8𝑥+ 3𝑦 + 1, 𝑥
ℓ* 𝑦 = 7𝑥+ 𝑦 + 4, 𝑥

𝑟* 𝑦 = 𝑥+ 4𝑦 + 7;

𝑥
𝑠* 𝑦 = 3𝑥+ 8𝑦 + 1, 𝑥

𝑠ℓ* 𝑦 = 𝑥+ 7𝑦 + 4, 𝑥
𝑠𝑟* 𝑦 = 4𝑥+ 𝑦 + 7,

якi по черзi пiдставимо в (4.22) i (4.23) та обчислимо, в результатi

отримаємо невиконання жодної iз цих тотожностей, наприклад,

(𝑥2 · 𝑥) · 𝑦 = 8(8(8𝑥+ 3𝑥+ 1) + 3𝑥+ 1) + 3𝑦 + 1 ̸= 𝑦 (mod 11).

Решта парастрофiв для кожної тотожностi перевiряється аналогiчно.

Отже, (4.21), (4.22) та (4.21), (4.23) попарно парастрофно-нерiвносильнi.

Для доведення парастрофної нерiвносильностi тотожностей (4.22) та

(4.23) вiзьмемо квазiгрупу (Z7; ⋆), яка визначена рiвнiстю 𝑥 ⋆ 𝑦 := 2𝑥 + 𝑦.

Ця квазiгрупа задовольняє тотожнiсть (4.22), справдi,

(𝑥2 · 𝑥) · 𝑦 = 2(2(2𝑥+ 𝑥) + 𝑥) + 𝑦 = 𝑦 (mod 7),

але жоден iз її парастрофiв не задовольняє тотожнiсть (4.23). Цим самим

доводиться, що тотожностi (4.22) та (4.23) парастрофно-нерiвносильнi. 2
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Теорема 4.11. Будь-яка тотожнiсть виду (4.7) на квазiгрупах

парастрофно-рiвносильна точно однiй iз таких тотожностей: (1.41);

𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥; (4.26)

(𝑥2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥; (4.27)

(𝑥 · 𝑥2)𝑥 = 𝑥. (4.28)

Доведення аналогiчне доведенню теореми 4.9 та теореми 4.10. А саме,

перепозначивши вiдповiдно операцiї з (4.7) маємо (𝑥
𝛿· 𝑥) 𝜏· 𝑥 = 𝑥2. Якщо

𝜏 ∈ {𝜄, 𝑠}, то скоротивши на 𝑥, маємо (1.41). Якщо 𝜏 ∈ {ℓ, 𝑠𝑟, 𝑟, 𝑠ℓ}, то

𝑥2 · 𝑥 = 𝑥
𝛿· 𝑥, (а) 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥

𝛿· 𝑥, (б) (𝑥
𝛿· 𝑥)𝑥2 = 𝑥, (в) 𝑥2(𝑥

𝛿· 𝑥) = 𝑥. (ґ)

Не втрачаючи загальностi можемо вважати, що 𝛿 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟}. Якщо 𝛿 = 𝜄,

то з тотожностей (а), (б), (в) та (ґ) маємо (1.41), (1.41), (4.26) та (4.26)

вiдповiдно. Якщо 𝛿 = ℓ, то з тотожностi (а) маємо (4.27), а з тотожностi

(б) отримуємо (4.28), а з (в) та (ґ) маємо (𝑥
ℓ· 𝑥)𝑥2 = 𝑥 та 𝑥2(𝑥

ℓ· 𝑥) = 𝑥

вiдповiдно. З цих всiх тотожностей в ℓ-парастрофi отримуємо вiдповiдно:

𝑥2
ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥, та (𝑥

ℓ· 𝑥) ℓ· 𝑥2 = 𝑥. Звiдси, згiдно з лiвим дiленням, маємо

𝑥 · (𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥2 та 𝑥 ·𝑥2 = 𝑥
ℓ· 𝑥 вiдповiдно. У першому випадку, скоротивши

на 𝑥, маємо (1.41), а з другої тотожностi в 𝑠-парастрофi маємо (4.27).

Якщо 𝛿 = 𝑟, то з тотожностей (а) та (б) маємо 𝑥 ·𝑥2𝑥 = 𝑥 та 𝑥 ·𝑥𝑥2 = 𝑥

вiдповiдно. Обидвi тотожностi в 𝑠-парастрофi парастрофно-рiвносильнi

(4.28) та (4.27) вiдповiдно. А з тотожностей (в) та (ґ) маємо (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑥2 = 𝑥

та 𝑥2(𝑥
𝑟· 𝑥) = 𝑥. З них в 𝑟-парастрофi вiдповiдно 𝑥2

𝑟· (𝑥
𝑟· 𝑥) = 𝑥,

(𝑥
𝑟· 𝑥) 𝑟· 𝑥2 = 𝑥. Звiдси вiдповiдно за правим дiленням маємо 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥

𝑟· 𝑥
та (𝑥

𝑟· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥2. З першої тотожностi в 𝑠-парастрофi маємо (4.28), а з

другої, скоротивши на 𝑥, маємо (1.41).

Результати попарної парастрофної нерiвносильностi поданi в табл. 4.5,

де на перетинi рядкiв та стовпцiв знаходиться канонiчний розклад

групового iзотопу квазiгрупи (Z7; ∘), яка задовольняє одну тотожнiсть i

не задовольняє жодної парастрофної тотожностi до неї. Наприклад, ква-

зiгрупа з розкладом 𝑥 ∘ 𝑦 := 4𝑥 + 2𝑦 задовольняє (4.26), (4.27) та не за-
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довольняє жоден iз парастрофiв тотожностi (4.28). Це означає, що пари

тотожностей (4.26) i (4.28), (4.27) i (4.28) парастрофно-нерiвносильнi.

Таблиця 4.5

Парастрофна нерiвносильнiсть тотожностей виду (4.7)

(4.26) (4.27) (4.28)

(1.41) Z7 : 𝑥 ∘ 𝑦 = 4𝑥+ 2𝑦 Z7 : 𝑥 ∘ 𝑦 = 4𝑥+ 5𝑦 Z3

(4.26) × Z7 : 𝑥 ∘ 𝑦 = 4𝑥+ 5𝑦 Z7 : 𝑥 ∘ 𝑦 = 4𝑥+ 2𝑦

(4.27) × × Z7 : 𝑥 ∘ 𝑦 = 4𝑥+ 2𝑦

Оскiльки кожна квазiгрупа (𝑄; ∘) в табл. 4.5 неiдемпотентна, тому не за-

довольняє (1.41). Тотожнiсть (4.27) виконується в квазiгрупi з розкладом

𝑥 ∘ 𝑦 := 4𝑥 + 5𝑦, тодi як (4.26) не виконується в жодному парастрофi цiєї

квазiгрупи. Цим самим доводиться попарна парастрофна-нерiвносильнiсть

пучкiв, якi визначенi в теоремi. 2

4.2.2. Класифiкацiя тотожностей в пучках

В цьому пiдроздiлi дослiджено тотожностi з точнiстю до парастрофної

рiвносильностi, якi визначають парастрофнi многовиди та описано тотож-

ностi з точнiстю до рiвносильностi, якi визначають один многовид в пучку.

Тотожностi виду (4.4) дослiджували Т. Iванс [36], Ф. Бенет [8] та

В. Бiлоусов [13]. Остаточний результат отримав В. Бiлоусов, який описав

7 пучкiв многовидiв. Проаналiзуємо всi 7 пучкiв, випишемо всi многовиди

та рiвносильнi i парастрофно-рiвносильнi тотожностi, якi визначають їх.

Твердження 4.4. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.8), тодi його парастрофи визначаються вiдповiдною тотожнiстю:

A = 𝑟A : 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑦; (4.29)

𝑠A = 𝑠𝑟A : (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑥 = 𝑦; (4.30)

ℓA = 𝑠ℓA : 𝑥(𝑦𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑦𝑥, або (𝑥

𝑟· 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑦𝑥. (4.31)

Доведення. З наслiдку 1.4 випливає, що 𝑟-парастроф 𝑟A многовида A

визначається тотожнiстю 𝑥
𝑟· (𝑥

𝑟· (𝑥
𝑟· 𝑦)) = 𝑦. Скориставшись

правим дiленням тричi, отримуємо тотожнiсть (4.29), яка збiгається з
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(4.8), тобто тотожнiсть (4.29) визначає многовид A = 𝑟A. 𝑠-парастроф
𝑠A многовида A визначається тотожнiстю 𝑥

𝑠· (𝑥 𝑠· (𝑥 𝑠· 𝑦)) = 𝑦. За озна-

ченням комутування, переставивши пiдтерми, отримаємо (4.30). Згiдно з

наслiдком 1.5, 𝑠-парастроф тотожностi (4.30) визначає многовид 𝑠A = 𝑠𝑟A.

А це означає iстиннiсть пункту (4.30). ℓ-парастроф ℓA многовида A виз-

начається тотожнiстю 𝑥
ℓ· (𝑥 ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑦)) = 𝑦. Звiдси, за означенням лiвого

дiлення з лiвої частини, маємо 𝑦(𝑥
ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑦)) = 𝑥. В отриманiй тотожностi

скористаємося замiною (1.43): 𝑦(𝑧𝑦
ℓ· 𝑧) = 𝑧𝑦. Перейменуємо вiдповiдно

предметнi змiннi 𝑦 на 𝑥, 𝑧 на 𝑦, в результатi отримаємо першу тотожнiсть

з (4.31). В тотожностi (4.31) використаємо праве дiлення злiва, отримаємо

𝑥
𝑟· 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥

ℓ· 𝑦, звiдси за означенням лiвого дiленя з правої сторони маємо

другу тотожнiсть з (4.31). Отже, тотожностi в (4.31) рiвносильнi i визна-

чають многовид ℓA. Згiдно з наслiдком 1.5, 𝑠-парастроф тотожностi (4.31),

визначає многовид ℓA = 𝑠ℓA. 2

Твердження 4.5. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.9), тодi його парастрофи визначаються кожною iз тотожностей, що

зазначенi у вiдповiдному рядку:

A : 𝑦(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑥, 𝑥𝑦(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑦; (4.32)

𝑠A : (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑦 = 𝑥, (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦𝑥 = 𝑦; (4.33)

ℓA : 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥; (4.34)

𝑟A : 𝑥(𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑦, (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑦, 𝑥(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑦; (4.35)

𝑠ℓA : (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑦𝑥; (4.36)

𝑠𝑟A : (𝑥𝑦 · 𝑥)𝑥 = 𝑦, 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑦, (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑥 = 𝑦. (4.37)

Доведення. Для знаходження тотожностей, якi визначають парастрофи

многовида A, застосовуватимемо наслiдок 1.4. Отже, 𝑠-парастроф 𝑠A

визначається тотожнiстю 𝑦
𝑠· (𝑥

𝑠· (𝑥
𝑠· 𝑦)) = 𝑥. Згiдно з комутува-

нням, переставивши пiдтерми, отримуємо першу тотожнiсть (4.33). Отже,

многовид 𝑠A визначається тотожнiстю (4.33). ℓ-парастроф ℓA многовида

A визначається тотожнiстю 𝑦
ℓ· (𝑥 ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑦)) = 𝑥. За означенням лiвого



151

дiлення отримуємо: 𝑥 · (𝑥 ℓ· (𝑥
ℓ· 𝑦)) = 𝑦. Використовуючи (1.43) для

(𝑥
ℓ· 𝑦) маємо 𝑥 · (𝑥 ℓ· 𝑡) = 𝑡

𝑟· 𝑥. За означенням правого дiлення маємо

𝑡(𝑥 · (𝑥 ℓ· 𝑡)) = 𝑥. Скориставшись замiною (1.43) для терма (𝑥
ℓ· 𝑡) та вiд-

повiдним перейменуванням змiнних, в результатi отримаємо тотожнiсть з

(4.34). Отже, многовид ℓA визначається тотожнiстю (4.34).

Замiнивши в тотожностi (4.34) головну операцiю на 𝑠-парастроф,

отримаємо тотожнiсть 𝑥
𝑠· ((𝑦 𝑠· 𝑥) 𝑠· 𝑦) = 𝑦

𝑠· 𝑥, яка, згiдно з наслiдком 1.5,

є 𝑠ℓ-парастрофом тотожностi (4.9), тобто визначає многовид 𝑠ℓA.

Скориставшись означенням комутування термiв, в результатi

отримаємо першу тотожнiсть з (4.36). Отже, многовид 𝑠ℓA визначає-

ться тотожнiстю (4.36). 𝑟-парастроф 𝑟A многовида A визначається

тотожнiстю 𝑦
𝑟· (𝑥 𝑟· (𝑥 𝑟· 𝑦)) = 𝑥. Звiдси, за означенням правого дiлення

лiвої частини тричi пiдряд, маємо першу тотожнiсть з (4.35). Це означає,

що 𝑟A визначається першою тотожнiстю з (4.35).

Замiнивши в тотожностi (4.35) головну операцiю на 𝑠-парастроф, потiм

згiдно з комутуванням отримаємо (4.37). Це означає, що многовид 𝑠𝑟A

визначається першою тотожнiстю з (4.37).

Доведемо рiвносильнiсть тотожностей в кожному многовидiв. Розгля-

немо многовид A. В першiй тотожностi (4.32) скористаємося означенням

правого дiлення злiва: 𝑦
𝑟· 𝑥 = 𝑥 · 𝑥𝑦. Скориставшись замiною (1.44) для

лiвої частини отриманої рiвностi та перейменувавши вiдповiдно предметнi

змiннi, отримуємо другу тотожнiсть з (4.32).

Розглянемо многовид 𝑠A. В першiй рiвностi (4.33) за означенням лiвого

дiлення злiва маємо 𝑥
ℓ· 𝑦 = 𝑦𝑥 · 𝑥. Скориставшись замiною (1.43) для

лiвої частини отриманої рiвностi та перейменувавши вiдповiдно предметнi

змiннi, отримуємо другу тотожнiсть з (4.33).

Розглянемо многовид 𝑟A. Домножимо обидвi частини рiвностi (4.34) на

𝑥 справа та замiнимо в отриманiй рiвностi 𝑦𝑥 на 𝑥, в результатi отримаємо

другу рiвнiсть з (4.34). Домножимо другу рiвнiсть з (4.34) на 𝑥 злiва та

замiнимо 𝑥𝑦 на 𝑦, в результатi матимемо третю рiвнiсть з (4.34). Оскiльки
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рухалися за рiвносильнiстю, то всi тотожностi (4.34) рiвносильнi i визна-

чають многовид 𝑟A.

Аналогiчно доводиться рiвносильнiсть тотожностей многовида 𝑠𝑟A. 2

Твердження 4.6. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.10), тодi його парастрофи визначаються кожною iз тотожностей,

що зазначенi у вiдповiдному рядку:

𝑠A : 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑥𝑦; (4.38)

ℓA : 𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥; (4.39)

𝑟A : 𝑥𝑦 · (𝑥𝑦 · 𝑦) = 𝑥, (𝑥 · 𝑥𝑦) · 𝑦 = 𝑥; (4.40)

𝑠ℓA : (𝑥𝑦 · 𝑦) · 𝑥 = 𝑥𝑦; (4.41)

𝑠𝑟A : (𝑥 · 𝑥𝑦) · 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑦 · (𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑥. (4.42)

Доведення. Для знаходження тотожностей, якi визначають парастрофи

многовида A, застосовуватимемо наслiдок 1.4. Отже, 𝑠-парастроф 𝑠A виз-

начається тотожнiстю 𝑥
𝑠· (𝑥

𝑠· 𝑦) = 𝑦
𝑠· 𝑥. Згiдно з комутуванням,

переставивши пiдтерми, отримаємо (4.38).

ℓ-парастроф ℓA многовида A визначається тотожнiстю, в якiй головна

операцiя замiнена на лiве дiлення, а потiм за означенням лiвого дiлення

отримуємо: (𝑦
ℓ· 𝑥) · (𝑥 ℓ· 𝑦) = 𝑥. Для (𝑦

ℓ· 𝑥) скористаємося замiною (1.43),

в результатi отримаємо 𝑡 · (𝑥 ℓ· 𝑡𝑥) = 𝑥. З цiєї тотожностi за означенням

правого дiлення маємо: 𝑡
𝑟· 𝑥 = 𝑥

ℓ· 𝑡𝑥, а за означенням лiвого дiлення

отримуємо: (𝑡
𝑟· 𝑥) · 𝑡𝑥 = 𝑥. Для цiєї рiвностi, згiдно з (1.44), використаємо

замiну 𝑡
𝑟· 𝑥 =: 𝑦, тобто 𝑡𝑦 = 𝑥. В результатi отримаємо 𝑦 · (𝑡 · 𝑡𝑦) = 𝑡𝑦.

Перейменувавши 𝑦 через 𝑥 та 𝑡 через 𝑦, отримаємо тотожнiсть з (4.39).

Отже, многовид ℓA визначається тотожнiстю (4.39).

Замiнивши в (4.39) головну операцiю на 𝑠-парастроф, отримаємо

тотожнiсть, яка, згiдно з наслiдком 1.5, є 𝑠ℓ-парастрофом тотож-

ностi (4.10), тобто визначає многовид 𝑠ℓA. Скориставшись означенням

комутування термiв, в результатi отримаємо тотожнiсть з (4.41).

𝑟-парастроф 𝑟A многовида A визначається так: 𝑥
𝑟· (𝑥

𝑟· 𝑦) = 𝑦
𝑟· 𝑥.
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Звiдси за правим дiленням лiвої частини 𝑥 · (𝑦 𝑟· 𝑥) = 𝑥
𝑟· 𝑦. В цiй то-

тожностi за правим дiленням правої частини, маємо 𝑥 · (𝑥 · (𝑦 𝑟· 𝑥)) = 𝑦.

Скориставшись замiною (1.44), отримуємо тотожнiсть, в якiй перейменуємо

вiдповiдно предметнi змiннi, в результатi отримаємо першу тотожнiсть з

(4.40). Отже, тотожнiсть (4.40) визначає многовид 𝑟A.

Оскiльки тотожнiсть (4.42) є 𝑠-парастрофом тотожностi (4.40), то,

згiдно з наслiдком 1.5, тотожнiсть (4.42) визначає многовид 𝑠𝑟A.

Згiдно з означенням 1.9, 𝑠ℓ-парастроф 𝑠ℓA многовида A визначається

тотожнiстю 𝑥
𝑠𝑟· (𝑥

𝑠𝑟· 𝑦) = 𝑦
𝑠𝑟· 𝑥 тому, що (𝑠ℓ)−1 = 𝑠𝑟. Звiдси, за означе-

нням комутування, маємо (𝑦
𝑟· 𝑥) 𝑟· 𝑥 = 𝑥

𝑟· 𝑦. Скористаємося в цiй тотож-

ностi означенням правого дiлення для лiвої частини: (𝑦
𝑟· 𝑥) · (𝑥 𝑟· 𝑦) = 𝑥. В

цiй тотожностi скористаємося замiною (1.44) для терма (𝑦
𝑟· 𝑥), в результатi

отримаємо 𝑡 · (𝑦𝑡 𝑟· 𝑦) = 𝑦𝑡. За означенням правого дiлення маємо

𝑡
𝑟· 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡

𝑟· 𝑦. В отриманiй тотожностi введемо замiну, а саме 𝑦𝑡 =: 𝑥, тобто

𝑥
ℓ· 𝑡 = 𝑦. В результатi маємо рiвносильну тотожнiсть 𝑡

𝑟· 𝑥 = 𝑥
𝑟· (𝑥 ℓ· 𝑡).

В цiй тотожностi спочатку за означення правого, а потiм лiвого дiлення

з правої частини отримуємо (𝑥 · (𝑡 𝑟· 𝑥)) · 𝑡 = 𝑥. Скористаємося замiною

(1.44) для терма (𝑡
𝑟· 𝑥) iз взаємним перейменуванням предметних змiнних,

маємо тотожнiсть (4.41). Отже, (4.41) визначає многовид 𝑠ℓA.

Згiдно з означенням 1.9, 𝑠𝑟-парастроф 𝑠𝑟A многовида A визначається

тотожнiстю 𝑥
𝑠ℓ· (𝑥

𝑠ℓ· 𝑦) = 𝑦
𝑠ℓ· 𝑥, де (𝑠𝑟)−1 = 𝑠ℓ. Звiдси за комутуванням

маємо (𝑦
ℓ· 𝑥) ℓ· 𝑥 = 𝑥

ℓ· 𝑦. За означенням правого дiлення для лiвої частини

тотожностi маємо (𝑦
ℓ· 𝑥) 𝑟ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦) = 𝑥, оскiльки 𝑟ℓ = 𝑟ℓ𝑟𝑟 = 𝑠𝑟, то, за

комутатуванням, маємо (𝑥
ℓ· 𝑦) 𝑟· (𝑦

ℓ· 𝑥) = 𝑥. В отриманiй тотожностi,

скористаємося замiною (1.43) для терму (𝑦
ℓ· 𝑥), матимемо: (𝑥 ℓ· 𝑡𝑥) 𝑟· 𝑡 = 𝑥.

За означенням лiвого дiлення для лiвої частини маємо: 𝑥
ℓ· 𝑡𝑥 = 𝑥

ℓ𝑟· 𝑡.
Оскiльки ℓ𝑟 = ℓ𝑟ℓℓ = 𝑠ℓ, то, скориставшись комутуванням, отримуємо

𝑥
ℓ· 𝑡𝑥 = 𝑡

ℓ· 𝑥. Згiдно з лiвим дiленням для лiвої частини цiєї рiвностi

маємо (𝑡
ℓ· 𝑥) · 𝑡𝑥 = 𝑥. В отриманiй тотожностi покладемо 𝑡

ℓ· 𝑥 =: 𝑦, тобто

𝑦𝑥 = 𝑡. В результатi маємо другу тотожнiсть з (4.42), тому вона визначає
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многовид 𝑠𝑟A.

Для отримання iнших тотожностей скористаємося наслiдком 1.5. А

саме, друга тотожнiсть iз (4.42) визначає многовид 𝑠𝑟A, тому її 𝑠-парастроф

визначає многовид 𝑠𝑠𝑟A = 𝑟A, тобто отримали другу тотожнiсть з (4.40).

ℓ-парастроф другої тотожностi з (4.42) 𝑦
ℓ· ((𝑦

ℓ· 𝑥) ℓ· 𝑥) = 𝑥. За

лiвим дiленням 𝑥 · ((𝑦 ℓ· 𝑥) ℓ· 𝑥) = 𝑦. Покладемо 𝑡 := (𝑦
ℓ· 𝑥) ℓ· 𝑥, звiдси

𝑦 = 𝑡𝑥 · 𝑥, тобто маємо тотожнiсть (4.38). Знову згiдно з наслiдком 1.5,

дана тотожнiсть визначає ℓ𝑠𝑟-парастроф многовида A, тобто многовид 𝑠A,

позаяк ℓ𝑠𝑟 = 𝑠.

𝑟-парастроф другої тотожностi з (4.42) 𝑦
𝑟· ((𝑦 𝑟· 𝑥) 𝑟· 𝑥) = 𝑥. За правим

дiленням зовнi маємо 𝑦𝑥 = (𝑦
𝑟· 𝑥) 𝑟· 𝑥, тобто 𝑥 = (𝑦

𝑟· 𝑥) · 𝑦𝑥. Замiнивши
𝑦

𝑟· 𝑥 на 𝑦, отримаємо тотожнiсть з (4.39). За наслiдком 1.5, вона визначає

многовид ℓA, оскiльки 𝑟𝑠𝑟 = ℓ.

𝑠𝑟-парастроф другої тотожностi з (4.42): 𝑦
𝑠ℓ· ((𝑦

𝑠ℓ· 𝑥) 𝑠ℓ· 𝑥) = 𝑥, тобто

(𝑥
ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑦)) ℓ· 𝑦 = 𝑥. За лiвим дiленням зовнi маємо 𝑥𝑦 = 𝑥

ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑦), тобто
𝑥𝑦 · (𝑥 ℓ· 𝑦) = 𝑥. Покладемо 𝑡 := 𝑥

ℓ· 𝑦, тобто 𝑥 = 𝑡𝑦: (𝑡𝑦 ·𝑦)𝑡 = 𝑡𝑦. Отримана

тотожнiсть збiгається з тотожнiстю з (4.41), тому (4.41) визначає многовид
𝑠ℓA, оскiльки 𝑠𝑟𝑠𝑟 = 𝑠ℓ.

𝑠ℓ-парастроф другої тотожностi з (4.42) має вигляд (4.10). 2

Твердження 4.7. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.11), тодi його парастрофнi многовиди визначаються вiдповiдною

тотожнiстю

A = 𝑠A 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥𝑦; (4.43)

ℓA = 𝑠𝑟A 𝑦 · (𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑥; (4.44)

𝑟A = 𝑠ℓA (𝑥𝑦 · 𝑥) · 𝑦 = 𝑥. (4.45)

Доведення. З наслiдку 1.4 випливає, що многовид 𝑠A визначається

тотожнiстю (𝑥
𝑠· 𝑦) 𝑠· 𝑥 = 𝑦

𝑠· (𝑥 𝑠· 𝑦), тобто 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥 · 𝑦, яка збiгається

з (4.43). Це означає, що A = 𝑠A. З цiєї рiвностi випливають такi рiвностi
ℓA = ℓ𝑠A = 𝑠𝑟A, 𝑟A = 𝑟𝑠A = 𝑠ℓA.
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Скориставшись знову наслiдком 1.4, отримуємо, що многовид ℓA визна-

чається тотожнiстю (𝑥
ℓ· 𝑦) ℓ· 𝑥 = 𝑦

ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑦). В цiй тотожностi використаємо

замiну (1.43), отримаємо 𝑧
ℓ· 𝑧𝑦 = 𝑦

ℓ· 𝑧, звiдси за означенням лiвого дiлення

лiвої частини маємо (𝑦
ℓ· 𝑧) · 𝑧𝑦 = 𝑧. Знову скористаємося замiною (1.43), а

саме, 𝑦
ℓ· 𝑧 =: 𝑢, 𝑢𝑧 = 𝑦, в результатi отримаємо тотожнiсть 𝑢 · (𝑧 · 𝑢𝑧) = 𝑧.

Перейменувавши 𝑦 := 𝑢, 𝑥 := 𝑧, отримаємо (4.44).

З наслiдку 1.5 випливає, що многовид 𝑠ℓA визначається 𝑠-парастрофом

тотожностi (4.44), тобто 𝑦
𝑠· (𝑥 𝑠· (𝑦 𝑠· 𝑥)) = 𝑥, яка рiвносильна (4.45). 2

Твердження 4.8. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.12), тодi його парастрофнi многовиди визначаються вiдповiдною

тотожнiстю

A = 𝑠A 𝑦𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥; (4.46)

ℓA = 𝑠𝑟A (𝑥𝑦 · 𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦; (4.47)

𝑟A = 𝑠ℓA 𝑥𝑦 · (𝑦 · 𝑥𝑦) = 𝑥. (4.48)

Доведення. З наслiдку 1.4 випливає, що многовид 𝑠A, визначається 𝑠-

парастрофом тотожностi (4.46), яка збiгаться з (4.46). Це означає, що

A = 𝑠A, яка, в свою чергу, спричинює iншi рiвностi многовидiв.

ℓ-парастроф ℓA многовида A (𝑦
ℓ· 𝑥) ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦) = 𝑥, звiдси, за лiвим

дiленням з лiвої частини, отримуємо 𝑥 · (𝑥 ℓ· 𝑦) = 𝑦
ℓ· 𝑥, потiм знову за лiвим

дiленням з правої частини, маємо (𝑥 · (𝑥 ℓ· 𝑦)) · 𝑥 = 𝑦. В отриманiй тотож-

ностi скористаємося замiною (1.43) та перейменуємо вiдповiдно предметнi

змiннi. В результатi отримаємо (4.47), тобто тотожнiсть (4.47) визначає

многовид ℓA. Згiдно з наслiдком 1.5 𝑠-парастроф тотожностi (4.47), тобто

тотожнiсть (4.48), визначає многовид 𝑠ℓA = 𝑟A. А це означає iстиннiсть

пунктiв твердження (4.47) та (4.48). 2

Твердження 4.9. Многовид, що визначається тотожнiстю (4.13),

тотально-симетричний.

Доведення. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (4.13). За

наслiдком 1.4, многовид 𝑠A визначається так: (𝑥
𝑠· 𝑦) 𝑠· 𝑦 = 𝑥

𝑠· (𝑥 𝑠· 𝑦).
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За комутуванням, замiною лiвої i правої частин мiсцями та взаємним

перейменуванням предметних змiнних 𝑥, 𝑦 маємо тотожнiсть (4.13). Це

означає, що виконується рiвнiсть A = 𝑠A, тому група парастрофних симет-

рiй многовида A мiстить перестановку 𝑠.

Згiдно з наслiдком 1.4, многовид ℓA: (𝑥
ℓ· 𝑦) ℓ· 𝑦 = 𝑥

ℓ· (𝑥
ℓ· 𝑦). В

отриманiй тотожностi скористаємося замiною (1.43): 𝑧
ℓ· 𝑦 = 𝑧𝑦

ℓ· 𝑧. За

лiвим дiленням для правої частини маємо (𝑧
ℓ· 𝑦) · 𝑧 = 𝑧𝑦. Покладемо

𝑡 := 𝑧
ℓ· 𝑦, тобто 𝑡𝑦 = 𝑧: 𝑡 · 𝑡𝑦 = 𝑡𝑦 · 𝑦, тобто отримали тотожнiсть (4.13).

Це означає, що виконується рiвнiсть A = ℓA, тому група парастрофних

симетрiй многовида A мiстить перестановку ℓ. Оскiльки перестановки ℓ, 𝑠 є

твiрними групи 𝑆3, то група парастрофних симетрiй многовида A дорiвнює

𝑆3, а це означає, що многовид A є тотально-симетричним. 2

Твердження 4.10. Многовид, що визначається тотожнiстю (4.14),

тотально-симетричний.

Доведення. Нехай A — многовид, який визначається тотожнiстю (4.14).

Очевидно, що 𝑠-парастроф цiєї тотожностi збiгається з нею самою, тому

A = 𝑠A, тобто 𝑠 належить групi парастрофних симетрiй многовида A. Тодi

ℓ-парастроф ℓA визначається тотожнiстю (𝑥
ℓ· 𝑦) ℓ· (𝑦 ℓ· 𝑥) = 𝑥, звiдки, за

означенням лiвого дiлення маємо 𝑥 · (𝑦 ℓ· 𝑥) = 𝑥
ℓ· 𝑦, ще раз, згiдно з лiвим

дiленням отримуємо (𝑥 · (𝑦 ℓ· 𝑥)) · 𝑦 = 𝑥. Покладемо 𝑡 := 𝑦
ℓ· 𝑥, тобто 𝑦 = 𝑡𝑥.

В результатi отримаємо тотожнiсть 𝑥𝑡 · 𝑡𝑥 = 𝑥, тому ℓ також належить

групi парастрофних симетрiй многовида A. Оскiльки ця група мiстить

твiрнi групи 𝑆3, то вона дорiвнює 𝑆3, тобто A тотально-симетричний. 2

Опишемо пучки тотожностей виду (4.5). Многовид, що визначається

тотожнiстю (1.41), тотально-симетричний. Многовид, що визначається

системою тотожностей (4.16) є односторонньо-симетричний. Справдi, в

системi тотожностей (4.16) є тотожнiсть iдемпотентностi, її група симет-

рiй одноелементна, та тотожнiсть комутативностi, група симетрiй якої

двоелементна. Об’єднавши цi двi групи симетрiй, отримуємо, що пучок

є односторонньо-симетричним, група симетрiй якого двоелементна. Цi
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результати отриманi Ш. Стейном в 1957 роцi [124] (див. табл.1.1.)

Твердження 4.11. Многовид, що визначається тотожнiстю (4.17),

тотально-симетричний.

Доведення. В системi тотожностей (4.17) є тотожнiсть iдемпотентностi

та тотожностi напiвсиметричностi, група симетрiй кожної з них

одноелементна, тому об’єднавши їх отримуємо теж одноелементну групу

симетрiй, яка означає, що пучок є тотально-симетричним. 2

Твердження 4.12. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.18), тодi його парастрофи визначаються кожною iз тотожностей,

що зазначенi у вiдповiдному рядку:

A : 𝑦𝑥2 · 𝑦 = 𝑥, 𝑦 · (𝑥𝑦)2 = 𝑥; (4.49)

𝑠A : 𝑦 · 𝑥2𝑦 = 𝑥, (𝑦𝑥)2 · 𝑦 = 𝑥; (4.50)

ℓA : 𝑥𝑦 · (𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑦, 𝑥 · 𝑦(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑦; (4.51)

𝑟A : 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑥; (4.52)

𝑠ℓA : (𝑥
𝑟·𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦, (𝑥

𝑟·𝑥)𝑦 · 𝑥 = 𝑦; (4.53)

𝑠𝑟A : (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑥. (4.54)

Доведення першого стовпця парастрофних тотожностей аналогiчне

доведенню твердження 4.6, тобто пiдставляємо замiсть головної операцiї

кожен парастроф та здiйснюємо вiдповiднi парастрофнi перетворення.

Покажемо, що тотожностi в одному рядку рiвносильнi. У тотожнiсть

(4.18) замiсть 𝑥 пiдставимо 𝑥𝑦, отриману рiвнiсть скоротимо на 𝑦: маємо

другу тотожнiсть з (4.49). Друга тотожнiсть з (4.50) отримується

аналогiчно, враховуючи комутування. Першу тотожнiсть з (4.51)

домножимо на 𝑥 злiва, а потiм перепозначимо 𝑥𝑦 на 𝑦, в результатi маємо

другу тотожнiсть з (4.51). Аналогiчно отримується друга тотожнiсть

з (4.53).

Далi встановимо, що всi отриманi многовиди рiзнi. Для цього виберемо

квазiгрупу (Z5; ∙), яка визначена рiвнiстю 𝑥∙𝑦 := 2𝑥+𝑦. Тотожнiсть (4.18)
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виконується в цiй квазiгрупi: 2(2𝑦 + (2𝑥+ 𝑥)) + 𝑦 = 𝑥 (mod 7). Але жодна

парастрофна тотожнiсть не виконується в нiй. Для цього визначимо всi

парастрофи цiєї квазiгрупи: 𝑥
𝑠· 𝑦 = 𝑥+ 2𝑦, 𝑥

ℓ· 𝑦 = 3𝑥+ 𝑦, 𝑥
𝑟· 𝑦 = 3𝑥+ 2𝑦,

𝑥
𝑠ℓ· 𝑦 = 𝑥 + 3𝑦, 𝑥

𝑠𝑟· 𝑦 = 2𝑥 + 3𝑦. Пiдставимо їх в (4.18), отримаємо

протирiччя, а саме, досить показати для будь-якої пари, наприклад:

𝑥 = 𝑦 = 1 : (1 + 2 · (1 + 2 · 1)) + 2 · 1 = 4 ̸= 1 (mod 7),

𝑥 = 1, 𝑦 = 0 : 3(3 · 0 + 2 · (3 · 1 + 2 · 1)) + 2 · 0 = 0 ̸= 1 (mod 7),

𝑥 = 𝑦 = 1 : 3(3 · 1 + (3 · 1 + 1)) + 1 = 2 ̸= 1 (mod 7),

𝑥 = 0, 𝑦 = 1 : (1 + 3(0 + 3 · 0)) + 3 · 1 = 4 ̸= 1 (mod 7),

𝑥 = 𝑦 = 1 : 2(2 · 1 + 3 · (2 · 1 + 3 · 1)) + 3 · 1 = 2 ̸= 1 (mod 7).

2

Далi випишемо твердження, доведення яких аналогiчнi до доведення

твердження 4.6 та твердження 4.12.

Твердження 4.13. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.19), тодi його парастрофи визначаються кожною iз тотожностей,

що зазначенi у вiдповiдному рядку:

A = 𝑠A : 𝑥𝑦 · 𝑥2 = 𝑦, 𝑥2𝑦 · 𝑥 = 𝑦, 𝑥 · 𝑦𝑥2 = 𝑦, 𝑥2 · 𝑦𝑥 = 𝑦; (4.55)

ℓA= 𝑠𝑟A : 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦)=𝑦𝑥 · 𝑦, (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥=𝑦 · 𝑥𝑦, (4.56)

𝑦(𝑥
ℓ·𝑥) · 𝑦=𝑥, 𝑦 · (𝑥 𝑟·𝑥)𝑦=𝑥; (4.57)

𝑟A = 𝑠ℓA : 𝑥(𝑦 · 𝑥𝑦) = 𝑥; (𝑦𝑥 · 𝑦)𝑥 = 𝑥. (4.58)

Твердження 4.14. Нехай многовид A визначається тотожнiстю

(4.20), тодi його парастрофи визначаються кожною iз тотожностей,
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що зазначенi у вiдповiдному рядку:

𝑠A : 𝑦𝑥 · 𝑥2 = 𝑦, (4.59)

ℓA : 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥, (4.60)

𝑟A : 𝑥 · (𝑥 𝑟·𝑥)𝑦 = 𝑦; 𝑥(𝑦
ℓ· 𝑥𝑦) = 𝑥, (4.61)

𝑠ℓA : 𝑦(𝑥
ℓ·𝑥) · 𝑥 = 𝑦, (𝑦𝑥

𝑟· 𝑦)𝑥 = 𝑥, (4.62)

𝑠𝑟A : 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦. (4.63)

Пучки тотожностей виду (4.6) знайденi в такому твердженнi.

Твердження 4.15. Узагальнена тотожнiсть (4.6) визначає три

пучки асиметричних многовидiв:

Парастрофнi

многовиди

Пучок (4.21) Пучок (4.22) Пучок (4.23)

A 𝑥𝑦2 · 𝑥 = 𝑥 (𝑥2 · 𝑥)𝑦 = 𝑦 (𝑥 · 𝑥2)𝑦 = 𝑦
𝑠A 𝑥 · 𝑦2𝑥 = 𝑥 𝑦(𝑥 · 𝑥2) = 𝑦 𝑦(𝑥2 · 𝑥) = 𝑦

ℓA 𝑥2(𝑦
ℓ·𝑦) = 𝑥 (𝑦2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥 𝑦2 · (𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑥

𝑟A 𝑦 · 𝑥(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑦 (𝑥
𝑟· 𝑥)(𝑦 ℓ·𝑦) = 𝑥 𝑥 · 𝑥(𝑦 ℓ·𝑦) = 𝑥

𝑠ℓA (𝑦
𝑟· 𝑦)𝑥2 = 𝑥 𝑥 · 𝑥𝑦2 = 𝑥 (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑦2 = 𝑥

𝑠𝑟A (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑥 · 𝑦 = 𝑦 (𝑦

𝑟· 𝑦)(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑥 (𝑦
𝑟· 𝑦)𝑥 · 𝑥 = 𝑥

Доведення. В таблицi цього твердження в однiй довiльнiй комiрцi

розташовано тотожнiсть, яка визначає вiдповiдний многовид. В двох

довiльних комiрках одного стовпця знаходяться парастрофнi тотожностi.

В рiзних рядках одного довiльного стовпця розмiщенi парастрофно-

рiвносильнi тотожностi, якi визначають один пучок многовидiв, де рядки

показують парастрофнi многовиди квазiгруп.

Доведення кожного стовпця, тобто встановлення тотожностей одного

пучка аналогiчне доведенню твердження 4.6. Те, що вони визначають рiзнi

пучки доведено в теоремi 4.10. Покажемо, що многовиди рiзнi в пучках.

Розглянемо пучок (4.21). Квазiгрупа (Z11; ∘), яка визначається

рiвнiстю 𝑥 ∘ 𝑦 := 8𝑥+3𝑦+1 задовольняє тотожнiсть 𝑥𝑦2 ·𝑥 = 𝑥 та не задо-

вольняє жодну парастрофну тотожнiсть до неї. Доведення аналогiчне як

в теоремi 4.10, тобто знаходяться всi парастрофи квазiгрупи i їх канонiчнi

вирази пiдставляються в тотожнiсть, яка визначає пучок.
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Розглянемо пучок (4.22). Квазiгрупа (Z7; ∘), яка визначається рiвнiстю
𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 𝑦 над задовольняє тотожнiсть (𝑥2 · 𝑥)𝑦 = 𝑦 та не задовольняє

жодну парастрофну тотожнiсть до неї, записану у вiдповiдному стовпцi

таблицi даного твердження. Доведення аналогiчне теоремi 4.10.

Розглянемо пучок (4.23). Квазiгрупа (Z7; ∘), яка визначається рiвнiстю
𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥 + 𝑦 задовольняє тотожнiсть (𝑥 · 𝑥2)𝑦 = 𝑦 та не задовольняє

жодну парастрофну тотожнiсть до неї. Доведення аналогiчне теоремi 4.10.

2

Пучки тотожностей виду (4.7) описанi в такому твердженнi:

Твердження 4.16. Узагальнена тотожнiсть (4.7) визначає три

пучки многовидiв, якi поданi в такiй таблицi, два з яких односторонньо-

симетричнi, а один — асиметричний:

Парастрофнi

многовиди

Пучок (4.26) Пучок (4.27) Пучок (4.28)

A 𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥 𝑥2𝑥 · 𝑥 = 𝑥 𝑥𝑥2 · 𝑥 = 𝑥
𝑠A A 𝑥 · 𝑥𝑥2 = 𝑥 𝑥 · 𝑥2𝑥 = 𝑥

ℓA 𝑥 · (𝑥𝑟· 𝑥)𝑥 = 𝑥 A 𝑥2 · (𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑥

𝑟A 𝑥(𝑥
ℓ·𝑥) · 𝑥 = 𝑥 (𝑥

𝑟· 𝑥)(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑥 𝑥 · 𝑥(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥
𝑠ℓA ℓA 𝑟A (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑥2 = 𝑥
𝑠𝑟A 𝑟A 𝑠A (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑥 · 𝑥 = 𝑥

Доведення цього твердження та елементiв його таблицi аналогiчне

доведенню попереднього твердження та характеристицi його таблицi. Те,

що вони визначають рiзнi пучки доведено в теоремi 4.11. Покажемо, що цi

многовиди рiзнi в кожному пучку.

Для пучка (4.26) вiзьмемо квазiгрупу (Z7; *), яка визначається рiвнiстю
𝑥 * 𝑦 := 4𝑥 + 2𝑦, вона задовольняє тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥 та не задо-

вольняє жодну парастрофну їй тотожнiсть. Доведення аналогiчне як в

теоремi 4.11. Аналогiчно для пучка (4.28) ця сама квазiгрупа (Z7; *) задо-
вольняє тотожнiсть 𝑥𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 та не задовольняє жодну парастрофну їй

тотожнiсть. Для пучка (4.27) квазiгрупа (Z7; ◇), яка визначається рiвнiстю
𝑥 ◇ 𝑦 := 4𝑥+5𝑦 задовольняє тотожнiсть 𝑥2𝑥 ·𝑥 = 𝑥 i не задовольняє жодну

парастрофну їй тотожнiсть з пучка. Для цього визначимо парастофи ква-

зiгрупи, пiдставимо їх у тотожнiсть, в результатi маємо протирiччя. 2
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4.2.3. Повна класифiкацiя тотожностей довжини 3

У цьому пiдроздiлi сформульовано основний результат класифiкацiї

тотожностей довжини 3 на квазiгрупах з точнiстю до рiвносильностi та

парастрофної рiвносильностi та описано пучки вiдповiдних многовидiв ква-

зiгруп з їх розподiлом на пучки за законом парастрофної симетрiї.

Теорема 4.12. Будь-яка квазiгрупова тотожнiсть довжини 3 рiв-

носильна точно однiй iз таких 74 тотожностей та парастрофно-

рiвносильна точно однiй iз 20 тотожностей, що мають рiзнi цифри:

1) 𝑥 = 𝑦 2) 𝑥2 = 𝑥 3) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥

4) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, ℓ4) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑟4) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥,

5) 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑠5) 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑥𝑦, ℓ5) 𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥,
𝑟5) (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑦 = 𝑥, 𝑠ℓ5) 𝑦(𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑥, 𝑠𝑟5) (𝑥𝑦 · 𝑦)𝑥 = 𝑥𝑦,

6) 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥𝑦, ℓ6) 𝑦(𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑥, 𝑟6) (𝑥𝑦 · 𝑥)𝑦 = 𝑥,

7) 𝑦𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥, ℓ7) 𝑦(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑥, 𝑟7) (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑥,

8) 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑦, 𝑠8) (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑥 = 𝑦, ℓ8) 𝑥(𝑦𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑦𝑥,

9) 𝑦(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑥, 𝑠9) (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑦 = 𝑥, ℓ9) 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥,
𝑟9) (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑦, 𝑠ℓ9) (𝑥𝑦 · 𝑥)𝑥 = 𝑦, 𝑠𝑟9) (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑦𝑥,

10) 𝑥2 · 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑠10) 𝑦𝑥 · 𝑥2 = 𝑦, ℓ10) 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥,

𝑟10) 𝑥 · (𝑥 𝑟· 𝑥)𝑦 = 𝑦, 𝑠ℓ10) 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦, 𝑠𝑟10) 𝑦(𝑥
ℓ· 𝑥) · 𝑥 = 𝑦,

11) 𝑥𝑦 · 𝑥2 = 𝑦, ℓ11) 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥 · 𝑦, 𝑟11) 𝑥(𝑦 · 𝑥𝑦) = 𝑥,

12) 𝑦𝑥2 · 𝑦 = 𝑥, 𝑠12) 𝑦 · 𝑥2𝑦 = 𝑥, ℓ12) 𝑥𝑦 · (𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑦,
𝑟12) 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑥, 𝑠ℓ12) (𝑥

𝑟· 𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦, 𝑠𝑟12) (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑥,

13) 𝑥𝑦2 · 𝑥 = 𝑥, 𝑠13) 𝑥 · 𝑦2𝑥 = 𝑥, ℓ13) 𝑥2(𝑦
ℓ· 𝑦) = 𝑥,

𝑟13) 𝑦 · 𝑥(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑦, 𝑠ℓ13) (𝑦
𝑟· 𝑦)𝑥2 = 𝑥, 𝑠𝑟13) (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑥 · 𝑦 = 𝑦,

14) 𝑥2𝑥 · 𝑦 = 𝑦, 𝑠14) 𝑦 · 𝑥𝑥2 = 𝑦, ℓ14) 𝑦2𝑥 · 𝑥 = 𝑥,

𝑟14) (𝑥
𝑟· 𝑥)(𝑦 ℓ· 𝑦) = 𝑥, 𝑠ℓ14) 𝑥 · 𝑥𝑦2 = 𝑥, 𝑠𝑟14) (𝑦

𝑟· 𝑦)(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥,

15) 𝑥𝑥2 · 𝑦 = 𝑦, 𝑠15) 𝑦 · 𝑥2𝑥 = 𝑦, ℓ15) 𝑦2(𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑥,

𝑟15) 𝑥 · 𝑥(𝑦 ℓ· 𝑦) = 𝑥, 𝑠ℓ15) (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑦2 = 𝑥, 𝑠𝑟15) (𝑦

𝑟· 𝑦)𝑥 · 𝑥 = 𝑥,

16) 𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥, ℓ16) 𝑥 · (𝑥 𝑟· 𝑥)𝑥 = 𝑥, 𝑟16) 𝑥(𝑥
ℓ· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥,

17) 𝑥2𝑥 · 𝑥 = 𝑥, 𝑠17) 𝑥 · 𝑥𝑥2 = 𝑥, 𝑟17) (𝑥
𝑟· 𝑥)(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥,

18) 𝑥𝑥2 · 𝑥 = 𝑥, 𝑠18) 𝑥 · 𝑥2𝑥 = 𝑥, ℓ18) 𝑥2(𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑥,

𝑟18) 𝑥 · 𝑥(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥, 𝑠ℓ18) (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑥2 = 𝑥, 𝑠𝑟18) (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑥 · 𝑥 = 𝑥,

19) 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 · 𝑥𝑦, 20) 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥.

Зауважимо, що тотожнiсть 1) визначає пучок тривiальних квазi-

груп; 2) — пучок iдемпотентних квазiгруп; 3) — пучок iдемпотентно-

напiвсиметричних квазiгруп; 4) — пучок iдемпотентно-комутативних квазi-

груп; 10)— пучок IP-квазiгруп з оборотним елементом 𝑥2; 11)— пучок CIP-

квазiгруп з оборотним елементом 𝑥2; 13) — пучок лiвих луп з тотожнiстю

𝑥2𝑒 = 𝑥; 14) — пучок лiвих луп з тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑒; 15) — пучок лiвих



162

луп з тотожнiстю 𝑥 · 𝑥2 = 𝑒, де 𝑒 — нейтральний елемент лупи.

Тотожностi 5), 𝑟5), 𝑠𝑟5), 6), 𝑟6), 7), 𝑟7), 𝑠8), 𝑠9), 𝑟9), 𝑠ℓ9), 19), 20) знайшов

Т. Iванс [36], вивчаючи парастрофну ортогональнiсть. При описаннi

мiнiмальних нетривiальних тотожностей, якi теж спричинюють ортого-

нальнiсть парастрофiв, тотожностi 5), 6), 7), 8), 9), 19), 20) отриманi

В. Бiлоусовим [13]. Незалежно вiд нього, тотожностi 5), 6), 𝑟6), 7), 𝑠8),
𝑟9), 19), 20) видiлив Ф. Бенет [8]. Парастрофнi тотожностi 5), 𝑠5), ℓ5),
𝑟5), 𝑠ℓ5), 𝑠𝑟5) описанi Ш. Стейном [124]. Тотожнiсть 5) вiдома як I закон

Стейна, 6)— II закон Стейна, 7)— III закон Стейна, 19)— I законШредера,

20) — II закон Шредера. Тотожнiсть 8) називатимемо I законом Бiлоусова,

а тотожнiсть 9) — II законом Бiлоусова.

Доведення теореми 4.12 є сумарним наслiдком результатiв з теорем 4.8,

4.9, 4.10, 4.11 та тверджень 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11,

4.12, 4.13, 4.14, 4.15, 4.16 вiдповiдно та результатiв для iдемпотентностi,

комутативностi з табл. 1.1. В цих теоремах та твердженнях сумарно

всього многовидiв отримано 75, два з них визначають один i той самий

многовид iдемпотентних квазiгруп, а саме в теоремах 4.9 та 4.11, тому

досить розглянути 74 многовиди. Всього рiзних тотожностей отримано 74.

Оскiльки кожна тотожнiсть визначає многовид, то покажемо, що всi цi 74

многовиди рiзнi. Вiднiмаючи повторення маємо, що рiзних пучкiв много-

видiв є 20. Тотожностi, отриманi з множини узагальнених тотожностей,

не можуть бути парастрофно-рiвносильними, якщо вiдповiднi многовиди

їх групи симетрiй мають рiзну потужнiсть. З наслiдку 4.6 випливає,

що досить показати, що многовиди вiдрiзняються в серединi кожного

отриманого пучка. Крiм того, покажемо рiзницю мiж многовидами, групи

симетрiй яких мають однакову потужнiсть.

Серед всiх пучкiв п’ять — є тотально-симетричними, бо згiдно з озна-

ченням всi парастрофи визначають один i той самий многовид, а саме 1) —

многовид тривiальних квазiгруп (4.15), 2)— многовид iдемпотентних квазi-

груп (1.41), 3) — многовид iдемпотентно-напiвсиметричних квазiгруп (4.17)
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та 19), 20)— многовиди I та II законiв Шредера (4.13) та (4.14). Для кожної

пари многовидiв знайдено протирiччя, яке записано в такiй таблицi.
2) 3) 19) 20)

1) тривiал. тривiал. тривiал. тривiал.

2) × Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 4𝑦 Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 4𝑦 Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 4𝑦

3) × × Z19 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 12𝑥+ 8𝑦 Z19 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 12𝑥+ 8𝑦

19) × × × Iванс

Квазiгрупи, якi вiдрiзняють один многовид вiд iншого для обох законiв

Шредера, тобто для 19) i 20), знайшов T. Iванс [36]. Оскi-

льки iдемпотентнi квазiгрупи, iдемпотентно-напiвсиметричнi квазiгрупи

iснують, то тривiальнi вiдрiзняються вiд iнших чотирьох. Квазiгрупа,

яка визначена вiдповiдною рiвнiстю в цiй таблицi над вiдповiдною групою,

наприклад Z5 є iдемпотентною, а тому задовольняє (1.41) i не задовольняє

жодного парастрофа кожної iз тотожностей (4.13), (4.14), (4.15), (4.17).

Квазiгрупа (Z19; ∘), яка визначена так: 𝑥 ∘ 𝑦 := 12𝑥 + 8𝑦 задовольняє

тотожнiсть (4.17), а не задовольняє жодну парастрофну тотожнiсть до то-

тожностей (4.13), (4.14), (4.15). Це означає, що многовиди 1), 2), 3), 19),

20), якi визначають тотально-симетричнi многовиди попарно рiзнi.

Розглянемо односторонньо-симетричнi пучки многовидiв: 4) —

многовид iдемпотентно-комутативних квазiгруп (4.16); 6) — многовид II

закону Стейна (4.11); 7)— многовид III закону Стейна (4.12); 8)— многовид

I закону Бiлоусова (4.8); 11) — многовид CIP-квазiгруп з оборотним

елементом 𝑥2, який визначається тотожнiстю (4.19); 16) — многовид квазi-

груп, який визначається тотожнiстю (4.26); 17)— многовид квазiгруп, який

визначається тотожнiстю (4.27). Приклади квазiгруп, якi вiдрiзняють один

многовид вiд всiх парастофiв iншого запишемо в таку таблицю:
6) 7) 8) 11) 16) 17)

4) Z7 : 4𝑥+ 4𝑦 Z5 : 2𝑥+ 3𝑦 Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z3 Z3 Z3

6) × Бiлоусов Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z3 Z3 Z3

7) × × Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z3 Z3 Z3

8) × × × Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z7 : 𝑥+ 2𝑦

11) × × × × Z7 : 4𝑥+ 4𝑦 Z7 : 4𝑥+ 4𝑦

16) × × × × × Z7 : 4𝑥+ 5𝑦

Квазiгрупи, якi вiдрiзняють многовиди II та III законiв Стейна, тобто

для 6) i 7) знайшов В. Д. Бiлоусов [13]. Група Z3 задовольняє тотож-
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ностi (4.19), (4.26), (4.27), якi визначають вiдповiдно многовиди 11), 16),

17) i не задовольняють жодної парастрофної тотожностi, якi визначають

пучки 4), 6), 7). Квазiгрупа (Z7; ∘), яка визначена рiвнiстю 𝑥∘𝑦 := 4𝑥+4𝑦,

задовольняє тотожностi (4.16), (4.26), (4.27), якi визначають вiдповiдно

многовиди 4), 16), 17) i не задовольняє жодної парастрофної тотожностi,

якi визначають пучки 6) та 11). Квазiгрупа (Z7; ⋆), де 𝑥 ⋆ 𝑦 := 𝑥 + 2𝑦,

задовольняє (4.8), яка визначає 8) i не задовольняє жодної парастрофної

тотожностi, якi визначають пучки 4), 6), 7), 16), 17). Квазiгрупа (Z5; ∘),
де 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥 + 3𝑦, задовольняє (4.16), яка визначає 4) i не задоволь-

няє жодної парастрофної тотожностi iз пучка 7). Квазiгрупа (Z7; ∘), де
𝑥 * 𝑦 := 4𝑥 + 5𝑦, задовольняє (4.27), яка визначає 17) i не задовольняє

жодної парастрофної тотожностi iз пучка 16). Цим самим доводиться, що

всi односторонньо-симетричнi многовиди попарно рiзнi.

Розглянемо асиметричнi пучки многовидiв: 5) — I закону Стейна (4.10);

9) — многовид II закону Бiлоусова (4.9); 10) — многовид IP-квазiгруп

з оборотним елементом 𝑥2 (4.20); 12) — многовид, який визначається

тотожнiстю (4.18); 13) — пучок лiвих луп з тотожнiстю 𝑥2𝑒 = 𝑥, тобто

(4.21); 14) — пучок лiвих луп з тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑒, тобто (4.22);

15) — пучок лiвих луп з тотожнiстю 𝑥 · 𝑥2 = 𝑒, тобто (4.23), де 𝑒 —

нейтральний елемент лупи; 18) — многовид квазiгруп, який визначається

тотожнiстю (4.28). Приклади квазiгруп, якi вiдрiзняють один з многовидiв

пучка вiд всiх парастрофiв многовиду iншого пучка, аналогiчно запишемо

в наступну таблицю:

9) 10) 12) 13) 14) 15) 18)

5) (Z7; ◇) Z7 : 5𝑥+𝑦 Z5 : 2𝑥+𝑦 (Z11; ∘) (Z7; ⋆) (Z7; *) (Z11; ∘)
9) × (Z7; ◇) (Z7; ◇) (Z11; ∘) (Z7; ⋆) (Z7; *) (Z11; ∘)
10) × × Z3 (Z11; ∘) Z7 : 5𝑥+𝑦 (Z7; *) (Z11; ∘)
12) × × × (Z11; ∘) (Z7; ⋆) (Z7; *) (Z11; ∘)
13) × × × × (Z11; ∘) (Z11; ∘) Z7 : 2𝑥+2𝑦

14) × × × × × (Z7; ⋆) (Z11; ∘)
15) × × × × × × (Z11; ∘)

де 𝑥 ∘ 𝑦 := 8𝑥 + 3𝑦 + 1, 𝑥 * 𝑦 := 3𝑥 + 𝑦, 𝑥 ⋆ 𝑦 := 2𝑥 + 𝑦, 𝑥 ◇ 𝑦 := 6𝑥 + 2𝑦.

Квазiгрупа (Z11; ∘) задовольняє тотожностi (4.21) i (4.27), якi визначають
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вiдповiдно многовиди 13) i 18), але не задовольняє жодної парастрофної

тотожностi, якi визначають всi iншi пучки цiєї таблицi. Мiж собою пучки

многовидiв 13) i 18) теж рiзнi, бо квазiгрупа (Z7; ∘), де 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥 + 2𝑦,

задовольняє тотожнiсть (4.27) i не задовольняє жодної парастрофної то-

тожностi до (4.21). Квазiгрупа (Z7; ⋆) задовольняє тотожнiсть (4.22), яка

визначає многовид 14), але не задовольняє жодну парастофну тотожнiсть,

яка визначає пучки 5), 9), 10), 12), 15). Квазiгрупа (Z7; ⋆) задовольняє

тотожнiсть (4.23), яка визначає многовид 15), але не задовольняє жодну

парастофну тотожнiсть, яка визначає пучки 5), 9), 10), 12). Квазiгрупа

(Z11; ◇) задовольняє тотожнiсть (4.9), яка визначає многовид 9), але не

задовольняє жодну парастофну тотожнiсть, яка визначає пучки 5), 10),

12). Група Z3 задовольняє тотожнiсть (4.20) i не задовольняє жодну

парастрофну тотожнiсть з (4.18). Квазiгрупа (Z7; ·), де 𝑥 ·𝑦 := 5𝑥+𝑦, задо-

вольняє тотожнiсть (4.20), яка визначає многовид 10), але не задовольняє

жодну парастофну тотожнiсть, яка визначає пучок 5). Квазiгрупа (Z5; ∙),
де 𝑥 ∙ 𝑦 := 2𝑥 + 𝑦 задовольняє тотожнiсть (4.18), яка визначає многовид

12), але не задовольняє жодну парастофну тотожнiсть, яка визначає пучок

5). Цим самим доводиться, що всi асиметричнi многовиди попарно рiзнi.

Отже, всi 74 многовиди рiзнi. 2

Наслiдок 4.7. Всi квазiгруповi тотожностi довжини 3 визначають

74 рiзнi многовиди, якi розподiленi в 20 пучкiв за законом парастрофної

симетрiї. Серед яких: напiвсиметричних пучкiв немає; тотально-

симетричних п’ять: 1), 2), 3), 19), 20); асиметричних вiсiм: 5), 9), 10),

12), 13), 14), 15), 18); односторонньо-симетричних сiм: 4), 6), 7), 8), 11),

16), 17).

Пiдсумковий результат класифiкацiй тотожностей довжини 3 та

вiдповiдних їм многовидiв за парастрофною симетрiєю дано у табл. 4.6.
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Таблиця 4.6

Тотожностi довжини 3 за парастрофною симетрiєю

Многовид A 𝑠A ℓA 𝑟A 𝑠ℓA 𝑠𝑟A

I з. Бiлоусова x(x·xy) = y (yx ·x)x = y 𝑥(𝑦𝑥
ℓ·𝑦)=𝑦𝑥 A ℓA 𝑠A

(𝑥
𝑟· 𝑦𝑥)𝑦=𝑦𝑥

II з. Бiлоусова y(x·xy) = x (yx·x)y = x 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥 𝑥(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑦 (xy·x)x = y (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑦𝑥

𝑥𝑦·(𝑥𝑦·𝑥)=𝑦 (𝑥·𝑦𝑥)·𝑦𝑥 = 𝑦 𝑦(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑥𝑦 𝑥(𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑦 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑦 (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑥𝑦

(x·xy)x = y (x·yx)x = y

I з. Стейна x · xy = yx yx · x = xy x(y ·yx) = yx (x · xy)y = x y(yx · x) = x (xy·y)x=xy

𝑥𝑦·(𝑥𝑦 · 𝑦) = 𝑥 (𝑥 ·𝑥𝑦)·𝑥𝑦 = 𝑦

II з. Стейна xy·x = y·xy A 𝑦(𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑥 (xy·x)y = x 𝑟A ℓA

III з. Стейна yx · xy = x A (𝑥𝑦 ·𝑥)·𝑥𝑦 = 𝑦 𝑥𝑦·(𝑦 ·𝑥𝑦) = 𝑥 𝑟A ℓA

𝑦(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑥 (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑥

I з. Шредера xy·y = x·xy A A A A A

II з. Шредера xy · yx = y A A A A A

iдемпотентн. x2 = x A A A A A

iдемпотентн. 𝑥2 = 𝑥 ∧ A 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑟A ℓA

та комутат. xy = yx x · xy = y xy · y = x

iдемпотентн. 𝑥2 = 𝑥 ∧ A A A A A

та напiв- (xy ·x = y ∨
симетр. x · yx = y)

𝑦𝑥2 · 𝑦 = 𝑥 𝑦 · 𝑥2𝑦 = 𝑥 𝑥𝑦 ·(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑦 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑥 (𝑥
𝑟· 𝑥)·𝑦𝑥 = 𝑦 (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑥

𝑦(𝑥𝑦)2 = 𝑥 (𝑦𝑥)2𝑦 = 𝑥 𝑥 · 𝑦(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑦 (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑦 · 𝑥=𝑦

CIP-квазiгруп x · yx2 = y A 𝑥(𝑦𝑥·𝑦)=𝑦𝑥·𝑦 ℓA 𝑥(𝑦 · 𝑥𝑦) = 𝑥 𝑟A

з обор. ел. 𝑥2 xy · x2 = y (𝑦 ·𝑥𝑦)𝑥=𝑦 ·𝑥𝑦 (𝑦𝑥 · 𝑦)𝑥 = 𝑥

x2y · x = y 𝑦(𝑥
ℓ· 𝑥) · 𝑦=𝑥

yx2 · x = y 𝑦 · (𝑥 𝑟· 𝑥)𝑦=𝑥

IP-квазiгруп x2 · xy = y 𝑦𝑥 · 𝑥2 = 𝑦 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥 𝑥 · (𝑥𝑟· 𝑥)𝑦 = 𝑦 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦 𝑦(𝑥
ℓ·𝑥) · 𝑥 = 𝑦

з обор. ел. 𝑥2 x · x2y = y 𝑦𝑥2 · 𝑥 = 𝑦 𝑥(𝑦
ℓ· 𝑥𝑦) = 𝑥 (𝑦𝑥

𝑟· 𝑦)𝑥 = 𝑥

LL з 𝑥2𝑒 = 𝑥 𝑥𝑦2 · 𝑥 = 𝑥 𝑥 · 𝑦2𝑥 = 𝑥 𝑥2(𝑦
ℓ·𝑦) = 𝑥 𝑦 · 𝑥(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑦 (𝑦

𝑟· 𝑦)𝑥2 = 𝑥 (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑥 ·𝑦 = 𝑦

LL з 𝑥2 · 𝑥 = 𝑒 𝑥2𝑥 · 𝑦 = 𝑦 𝑦 · 𝑥𝑥2 = 𝑦 𝑦2𝑥 · 𝑥 = 𝑥 (𝑥
𝑟· 𝑥)(𝑦 ℓ·𝑦)=𝑥 𝑥(𝑥 · 𝑦2) = 𝑥 (𝑦

𝑟· 𝑦)(𝑥 ℓ·𝑥)=𝑥

LL з 𝑥 · 𝑥2 = 𝑒 𝑥𝑥2 · 𝑦 = 𝑦 𝑦 · 𝑥2𝑥 = 𝑦 𝑦2(𝑥
ℓ·𝑥) = 𝑥 𝑥 · 𝑥(𝑦 ℓ·𝑦) = 𝑥 (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑦2 = 𝑥 (𝑦
𝑟· 𝑦)𝑥·𝑥 = 𝑥

тривiальн. x = y A A A A A

𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥 A 𝑥 · (𝑥𝑟· 𝑥)𝑥 = 𝑥 𝑥(𝑥
ℓ·𝑥) · 𝑥 = 𝑥 𝑟A ℓA

𝑥2𝑥 · 𝑥 = 𝑥 𝑥 · 𝑥𝑥2 = 𝑥 A (𝑥
𝑟· 𝑥)(𝑥 ℓ·𝑥)=𝑥 𝑠A 𝑟A

𝑥𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 𝑥 · 𝑥2𝑥 = 𝑥 𝑥2(𝑥
ℓ·𝑥) = 𝑥 𝑥 · 𝑥(𝑥 ℓ·𝑥) = 𝑥 (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑥2 = 𝑥 (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑥 ·𝑥 = 𝑥

У цiй таблицi, тотожностi, видiленi жирним шрифтом, знайденi

рiзними авторами в рiзнi роки. В однiй довiльнiй комiрцi записано

рiвносильнi тотожностi або систему тотожностей. У двох довiльних

комiрках одного рядка — парастрофнi тотожностi. У рiзних стовпцях

одного довiльного рядка розмiщенi парастрофно-рiвносильнi тотожностi,

якi визначають один пучок, де стовпцi показують парастрофнi многовиди
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квазiгруп. У рiзних рядках записанi тотожностi, якi визначають рiзнi

пучки многовидiв. Мiж подвiйними лiнiями в таблицi в усiх рядках i

стовпцях знаходяться парастрофно-первинно рiвносильнi тотожностi, якi

визначають один клас узагальнених тотожностей.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi дослiджуються тотожностi довжини 2 i 3 на ква-

зiгрупах та вiдповiднi многовиди, якi визначаються ними. Основним

результатом є класифiкацiя всiх квазiгрупових тотожностей довжини 2 та

3 з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi та опис

вiдповiдних многовидiв, якi визначаються цими тотожностями згiдно з

парастрофною симетрiєю. Доведено, що тотожностi довжини два виз-

начають 14, а тотожностi довжини три — 74 многовиди, якi розподiленi

згiдно з законом парастрофної симетрiї, в 6 та 20 пучкiв вiдповiдно. З

використанням iнструментiв парастрофної симетрiї:

— описано многовиди розв’язкiв узагальнених рiвнянь довжини 2;

— класифiковано всi узагальненi тотожностi довжини 2 та 3 з точнiстю до

рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi;

— знайдено рiвносильнi та парастрофно-рiвносильнi тотожностi довжини

2 та 3;

— класифiковано многовиди квазiгруп, якi визначаються отриманими

мiнiмальними тотожностями довжини 2 та 3 за групами парастрофних си-

метрiй;

— проаналiзовано пучки парастрофних многовидiв та вiдповiдних їм то-

тожностей за групами парастрофних симетрiй;

— для кожної пари парастрофних многовидiв знайдено приклади квазi-

груп, якi вiдрiзняють один многовид вiд iншого мiж собою в одному пучку

та один пучок многовидiв вiд iншого.

Результати цього роздiлу опублiковано в працях [54], [55], [57], [59], [67],

[62], [63], [64], [65], [70], [74].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота має теоретичний характер, де вивчаються

функцiйнi рiвняння, тотожностi та вiдповiднi многовиди, що визначаються

ними. Встановлено, що з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-

ностi iснує точно 1, 3, 4, 19 узагальнених нетривiальних функцiйних рiв-

нянь без функцiйних i предметних сталих функцiйної довжини один, два,

три, чотири вiдповiдно; знайдено їх розв’язки на бiнарних оборотних

функцiях довiльної множини. За допомогою отриманого результату дано

двi класифiкацiї тотожностей довжини 2 i 3 на квазiгрупах з точнiстю

до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi. Доведено, що тотож-

ностi довжини 2 визначають 14 многовидiв, а тотожностi довжини 3 виз-

начають 74 многовиди, якi розподiленi, згiдно з парастрофною симетрiєю,

в 6 та 20 пучкiв вiдповiдно. Крiм того, дано повну класифiкацiю

групових iзотопiв за групами парастрофної симетрiї, описано напiвсимет-

ричне iзотопне замикання многовиду всiх груп та многовиду булевих груп,

з’ясовано спiввiдношення мiж ними та многовидом напiвсиметричних ква-

зiгруп.

Здобутi у дисертацiї результати можуть бути застосованими в алгебрi,

топологiї, геометрiї, математичному аналiзi, дискретнiй математицi тощо,

а також для подальших дослiджень в теорiї квазiгруп та функцiйних рiв-

нянь.
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CAIM 2012 (Chişinău, Moldova, August 22–25, 2012): Communications,
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(MITRE-2013) (Chişinău, Moldova, August 18–22, 2013): Abstracts. —



187
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