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У дисертацiйнiй роботi дослiджуються 𝑛-арнi операцiї i квазiгрупи,

вибiрки операцiй i їхнi комбiнаторнi властивостi: ортогональнiсть та її

види. Основними завданнями роботи є: дослiдити оборотнiсть довiльної

композицiї двох багатомiсних операцiй; узагальнити рекурсивний алго-

ритм побудови ортогональних операцiй; дослiдити залежнiсть мiж орто-

гональнiстю вибiрки операцiй i ортогональнiстю ретрактiв цих операцiй;

знайти i дослiдити методи доповнення ортогональних операцiй i гiперкубiв,

дослiдити кiлькiсть можливих доповнень за цими алгоритмами.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячений огляду лiтератури з

теми дослiдження i систематизацiї основних понять i твердження, якi ви-

користовуються у дисертацiї, зокрема наведено рiзнi формулювання озна-

чення ортогональностi операцiй i показано зв’язки мiж ними.

У другому роздiлi дослiджуються умови, за яких композицiя оборотних

операцiй також є оборотною. Вiдомо, що безповторна композицiя оборот-

них операцiй завжди оборотна. Критерiй оборотностi повторної композицiї

двох оборотних бiнарних операцiй встановлений В.Д. Бiлоусовим. В

цьому роздiлi знайдено критерiй оборотностi довiльної композицiї двох обо-

ротних операцiй довiльних арностей. З цiєю метою вводиться поняття

перпендикулярностi двох операцiй, яке визначається через ортогональ-

нiсть бiнарних ретрактiв певного виду. Як наслiдок отримуємо критерiй

В.Д. Бiлоусова для повторної композицiї двох бiнарних операцiй. До-

ведено, що максимальний тип перпендикулярностi, тобто коли опера-
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цiї мають однакову арнiсть, спричинює ортогональнiсть у класичному

розумiннi, проте обернене твердження хибне. Також описано еквiвалентнi

поняття мовою гiперкубiв.

У третьому роздiлi описано i доведено блочний рекурсивний алгоритм

побудови ортогональних 𝑛-арних операцiй. А саме, для довiльного роз-

биття множини {1, . . . , 𝑛} на блоки, рекурсивно будується 𝑛-вибiрка 𝑛-

арних операцiй, причому на кожному наступному кроцi будуються опе-

рацiї, що iндексуються числами iз одного iз блокiв розбиття, а при

побудовi використовуються всi операцiї, якi побудованi на попереднiх

кроках. Доводиться, що побудованi операцiї ортогональнi, якщо вхiднi

операцiї, якi iндексованi числами iз одного блоку, є ретрактно ортого-

нальними. Якщо зазначене розбиття тривiальне, тобто блоки розбиття

одноелементнi, то ретрактна ортогональнiсть означає оборотнiсть вхiдних

операцiй на певних мiсцях i деякi з таких блочних рекурсивних алгоритмiв

збiгаються з алгоритмом побудови ортогональних 𝑛-арних операцiй, який

запропоновано Г.Б. Бiлявською i Г.Л. Мулленом у 2005 р. Також отримано

блочний композицiйний алгоритм побудови ортогональних 𝑛-арних опера-

цiй iз блокiв ортогональних операцiй меншої арностi.

У четвертому роздiлi дослiджується залежнiсть ортогональностi i рет-

рактної ортогональностi, а також проблема доповнення ортогональних 𝑛-

арних операцiй.

Доведено, що ретрактна ортогональнiсть спричинює ортогональнiсть,

але обернене твердження хибне. Показано, що за певних умов поняття

ортогональностi i ретрактної ортогональностi еквiвалентнi, наприклад,

для центральних квазiгруп (лiнiйних iзотопiв абелевих груп) над полем

простого порядку. Доведено, що кожна вибiрка ортогональних 𝑘-арних

операцiй є продовжувальною за допомогою безповторної композицiї до ви-

бiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй, де 𝑘 < 𝑛.

Описано залежнiсть мiж рiзними узагальненнями ортогональностi бi-

нарних операцiй: ретрактною ортогональнiстю, сильною ортогональнiстю
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i перпендикулярнiстю максимального типу.

Обчислено: 1) кiлькiсть 𝑖-оборотних 𝑛-арних операцiй порядку 𝑚;

2) кiлькiсть рiзних продовжень 𝑠-вибiрки ортогональних 𝑘-арних опера-

цiй порядку 𝑚 до 𝑠-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй, де 𝑠 6 𝑘;

3) кiлькiсть 𝑘-вибiрок 𝛿-ретрактно ортогональних операцiй, якi можна

побудувати, за допомогою композицiйного алгоритму.

Г.Б. Бiлявська i Г.Л. Муллен у 2005 роцi довели, що кожна 𝑘-вибiрка

ортогональних 𝑛-арних операцiй (𝑘 < 𝑛) вбудовна у деяку 𝑛-вибiрку орто-

гональних 𝑛-арних операцiй, тобто доведено iснування ортогонального

доповнення, але не запропоновано спосiб доповнення. В цьому роздiлi

доведено, що ортогональне доповнення можна побудувати за допомогою

блочного рекурсивного алгоритму, зокрема, за допомогою тривiального

доповнення, тобто такого що на кожному кроцi алгоритму додається

точно одна операцiя. Для тривiальних доповнень знайдено нижню та

верхню оцiнки їх кiлькостi, а також знайдено нижню оцiнку кiлькостi всiх

можливих доповнень.

Описано алгоритм побудови ортогональних доповнень довiльної 𝑘-

вибiрки ортогональних 𝑘-арних операцiй до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-

арних операцiй для довiльного 𝑛, такого що 𝑛 > 𝑘, i знайдено нижню

оцiнку кiлькостi таких доповнень.

У п’ятому роздiлi знайдено методи побудови 𝑛-арної квазiгрупи з

допустимими бiнарними ретрактами, а також описано метод побудови пари

перпендикулярних квазiгруп.

Описано та класифiковано блочнi рекурсивнi алгоритми побудови

i доповнення ортогональних тернарних операцiй i показано, що їх

можна розподiлити на три класи вiдносно парастрофiї визначаючих

розбиттiв. Для двох iз отриманих класiв знайдено умови, коли побудованi

ортогональнi операцiї є квазiгрупами. Проiлюстровано побудову i допов-

нення ортогональних кубiв.

Ключовi слова: 𝑛-арна операцiя, гiперкуб, ортогональнiсть,
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перпендикулярнiсть, квазiгрупа, оборотна операцiя, ретрактна орто-

гональнiсть, ортогональне доповнення, лiнiйна операцiя, центральна

квазiгрупа.

Fryz I.V. Orthogonality of multuary operations and algorithms of their

construction. – Qualifying scientific work on rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.06 — algebra and number theory. — Khmel-

nytskyi National University. – Vasyl Stefanyk Precarpathian National Univer-

sity, Ivano-Frankivsk, 2019.

In the thesis, 𝑛-ary operations and quasigroups, tuples of operations and

their combinatorial properties such as orthogonality and its kinds are studied.

The main directions of this work are to study invertibility of an arbitrary com-

position of two multiary operations; to generalize the recursive algorithm for

construction of orthogonal operations; to investigate the dependence between

orthogonality of operations and orthogonality of retracts of these operations;

to find and investigate methods for constructing an orthogonal complement of

operations and hypercubes and to estimate the number of complements by the

obtained algorithms.

Chapter 1 of the thesis is devoted to the literature review on the topic of

research and systematization of the main concepts and statements, in particular

different formulations of the orthogonality definition are given and the relations

among them are shown.

In chapter 2, conditions under which a composition of invertible operations

is invertible are studied. It is well known that a repetition-free composition

of invertible operations is invertible. A criterion of invertibility of a repetition

composition of two invertible binary operations is proved by V.D. Belousov.

In the chapter, an invertibility criterion of an arbitrary composition of two in-

vertible operations of arbitrary arities is found. For this purpose, the notion

of perpendicularity of two operations is introduced, it is defined by orthogo-

nality of binary retracts of a certain kind. As a result, we have the criterion
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of V.D. Belousov for a repetition composition of two binary operations. It is

proved that perpendicularity of a maximal type, i.e., when the operations have

the same arity, implies orthogonality in its classical meaning, however the in-

verse statement is not true. Equivalent concepts for hypercubes are described.

In chapter 3, a block-wise recursive algorithm for constructing a tuple of or-

thogonal operations is described and proved. Namely, for an arbitrary partition

of the set {1, . . . , 𝑛} into blocks, an 𝑛-tuple of 𝑛-ary operations is constructed

recursively. Besides for every step, the constructed operations are indexed by

the numbers taken from one of the partition blocks, and all operations that are

constructed by the previous steps are used for this construction. It is proved

that the constructed operations are orthogonal if input operations that are in-

dexed by the numbers from the same block are retractly orthogonal. If the

partition is trivial, i.e., the partition blocks are singletons, then retract orthog-

onality means invertibility of input operations in some places and some of such

block-wise recursive algorithms coincide with the algorithm for the construction

of orthogonal 𝑛-ary operations by G.B. Belyavskaya and G.L. Mullen (2005).

Also, a block composition algorithm for the construction of orthogonal 𝑛-ary

operations using blocks of orthogonal operations of a less arity is obtained.

In chapter 4, the problem of dependence of orthogonality and retract or-

thogonality and the problem of complementing orthogonal operations are re-

searched.

It is shown that a retract orthogonality implies orthogonality, but the in-

verse statement is not true. It is proved that under some conditions, notions of

orthogonality and retract orthogonality are equivalent, for example, for central

quasigroups (linear isotopes of an abelian group) over a prime order field. It

is proved that every tuple of orthogonal 𝑘-ary operations is prolongable by a

repetition-free composition to a tuple of orthogonal 𝑛-ary operations, where

𝑘 < 𝑛.

The dependence among different generalizations of orthogonality of binary

operations (retract orthogonality, strong orthogonality, perpendicularity of a
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maximal type) is described.

The number of 1) 𝑖-invertible 𝑛-ary operations of order 𝑚; 2) different

prolongations of an 𝑠-tuple of orthogonal 𝑘-ary operations of order 𝑚 into an

𝑠-tuple of orthogonal 𝑛-ary operations, where 𝑠 6 𝑘; 3) 𝑘-tuples of 𝛿-retractly

orthogonal operations that are constructible by the composition algorithm are

calculated.

G.B. Belyavskaya and G.L. Mullen in 2005 proved that every 𝑘-tuple of

orthogonal 𝑛-ary operations (𝑘 < 𝑛) is embedded into an 𝑛-tuple of orthogonal

𝑛-ary operations, i.e., the existence of an orthogonal complement is proved,

however a method for the complementing is not proposed. In this chapter it is

proved that using a block-wise recursive algorithm, an orthogonal complement

for a tuple of orthogonal operations can be constructed, in particular using triv-

ial complementing, i.e., when exactly one operation is added at every step. A

lower bound and an upper bound of the number of different trivial complements

and a lower bound of the number of all possible complements are found.

An algorithm for construction of orthogonal complements of an arbitrary

𝑘-tuple of orthogonal 𝑘-ary operations to an 𝑛-tuple of orthogonal 𝑛-ary oper-

ations for an arbitrary 𝑛 such that 𝑛 > 𝑘 is suggested, also a lower bound of

the number of such complements is found.

In chapter 5, a method for constructing an 𝑛-ary quasigroup having admis-

sible binary retracts is found and a method for the construction of a pair of

perpendicular quasigroups is described.

The algorithms for the constructing and complementing a tuple of orthog-

onal ternary operations are described and classified into three classes up to

parastrophy of defining partitions. For two obtained classes, the conditions,

under which the constructed orthogonal operations are quasigroups, are found.

The constructing and complementing of orthogonal cubes are illustrated.

Key words: 𝑛-ary operation, hypercube, orthogonality, perpendicularity,

quasigroup, invertible operation, retract orthogonality, orthogonal complement,

linear operation, central quasigroup.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

:= – рiвнiсть за означенням.

:⇔ – рiвносильнiсть за означенням.

1, 𝑛 := {1, . . . , 𝑛}.

Z𝑚 – кiльце лишкiв за модулем 𝑚.

S𝐴 – множина всiх перестановок множини 𝐴.

S𝑛 – множина всiх перестановок множини 1, 𝑛, де 𝑛 – натуральне число.

S′𝑛+1 := {𝜎 ∈ S𝑛+1 | (𝑛+ 1)𝜎 = 𝑛+ 1}.

S𝐴𝑛+1 :=
{︀
𝜏 ∈ S′𝑛+1 | (𝐴)𝜏 = {1, . . . , |𝐴|}

}︀
⊆ S𝑛+1.

𝐽𝜏(𝑖) := |{1𝜏, . . . , 𝑖𝜏}|.

𝑥𝑗𝑖 := {𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗}, якщо 𝑖 6 𝑗, i позначає порожню послiдовнiсть

у iншому випадку.

Im 𝜏 – множина значень вiдображення 𝜏 .

(𝑖)𝑓 – 𝑖-те дiлення операцiї 𝑓 .

𝜎𝑓 – 𝜎-парастроф операцiї 𝑓 .

𝑓(𝑎̄;𝛿) – 𝛿-ретракт 𝑛-арної операцiї 𝑓 , що визначений послiдовнiстю 𝑎̄.

𝑓𝛿 – 𝛿-ретракт 𝑛-арної операцiї 𝑓 .

𝑓{𝑖,𝑗} – бiнарний {𝑖, 𝑗}-ретракт 𝑛-арної операцiї 𝑓 .

𝑓 ⊕
𝑚
𝑔 – 𝑚-суперпозицiя Мана 𝑛-арних операцiй 𝑔 i ℎ.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У комбiнаторицi, аналогом 𝑛-арної операцiї,

що визначена на множинi 𝑄, є 𝑛-вимiрний гiперкуб (𝑛-куб), заповнений

елементами множини 𝑄. Oборотнiй (квазiгруповiй) 𝑛-арнiй операцiї вiд-

повiдає латинський 𝑛-куб, тобто такий що кожний його рядок є перес-

тановкою елементiв носiя. Iнакше кажучи, 𝑛-арна операцiя називається

оборотною, якщо для всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} кожна її 𝑖-та трансляцiя є

пiдстановкою носiя.

Кожне вiдображення 𝑓 множини 𝑄𝑛 в множину 𝑄𝑘 однозначно

визначає i визначається координатизуючою вибiркою 𝑛-арних операцiй

(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘). 𝑘-вибiрка 𝑛-арних операцiй називається ортогональною, якщо

вона координатизує повне вiдображення 𝑄𝑛 в 𝑄𝑘, тобто вiдображення, в

якому множини прообразiв усiх елементiв iз 𝑄𝑘 рiвнопотужнi.

Звiдси, зокрема, випливає взаємнооднозначна вiдповiднiсть мiж

вибiрками ортогональних операцiй та вибiрками ортогональних гiперкубiв,

тобто гiперкубiв, накладання яких визначає гiперкуб, у якому кожна

вибiрка iз 𝑄𝑘 має 𝑚𝑛−𝑘 появ, де 𝑚 := |𝑄|. Тому усi твердження

сформульованi для операцiй можна переформулювати для гiперкубiв i

навпаки.

Ортогональнi 𝑛-арнi операцiї вивчалися у працях [19, 20, 22, 32, 93] та

iнших, ортогональнi 𝑛-вимiрнi гiперкуби – у [29, 50, 66, 80, 87] та iнших,

зокрема великий внесок у розвиток теорiї ортогональних 𝑛-арних опе-

рацiй зроблений П. Сирбу [38, 39, 43, 44]. Проте найбiльш система-

тизовано теорiя ортогональних операцiй i гiперкубiв подана в роботах

Г.Б. Бiлявської [63, 69, 70, 83], Г.Б. Бiлявської i Г.Л. Муллена [64, 67] та

Т. Етьєра i Г.Л. Муллена [80].

Теорiя квазiгруп i ортогональних операцiй добре розвинена для бiнар-

них квазiгруп i їхнього комбiнаторного аналога – латинських квадратiв,

що систематизовано та описано в [86], [94] i [95]. Однак бiльшiсть резуль-
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татiв складно, а то й неможливо перенести з теорiї бiнарних на теорiю

багатомiсних операцiй. Для прикладу, будь-яка пара бiнарних ортого-

нальних квазiгруп завжди є сильно ортогональною, але ортогональнiсть

𝑛-арних квазiгруп не спричинює їхню сильну ортогональнiсть. Навiть саме

поняття ортогональностi узагальнюється по-рiзному, i всi цi узагальнення

є актуальними, оскiльки застосовуються для дослiдження рiзних проблем.

Окрiм того, у теорiї багатомiсних функцiй iснують проблеми, аналогiв

яким немає в бiнарному випадку: роздiльнiсть квазiгруп, побудова ква-

зiгруп з допомогою квазiгруп меншої арностi, ортогональнiсть ретрактiв

операцiй тощо.

Поняття ортогональностi сильно пов’язане iз iншими алгебричними

об’єктами. Для прикладу, кожна

� 𝑛-вибiрка ортогональних 𝑛-арних операцiй на скiнченнiй множинi 𝑄

еквiвалентна пiдстановцi множини 𝑄𝑛 [14, 20];

� 𝑘-вибiрка ортогональних 𝑛-арних лiнiйних операцiй над полем

простого порядку еквiвалентна тому, що ранг матрицi побудованої iз

коефiцiєнтiв цих операцiй становить 𝑘, вiдповiдно 𝑛-вибiрка ортого-

нальних 𝑛-арних лiнiйних операцiй над полем простого порядку еквi-

валентна оборотностi вiдповiдної матрицi [80];

� 𝑛-вибiрка ортогональних 𝑛-арних лiнiйних операцiй над полем еквi-

валентна лiнiйнiй незалежностi векторiв 𝑛-вимiрного векторного

простору над цим полем [80].

Вивчення функцiйних рiвнянь, багатомiсних функцiй, багатомiсних

квазiгруп потребує розв’язування деяких проблем. Одна iз них – це

дослiдження умов, за яких композицiя операцiй є оборотною. Вiдомо,

що безповторна композицiя квазiгруп є квазiгрупою, проте повторна

композицiя навiть двох квазiгруп не завжди є оборотною. Для повторної

композицiї двох бiнарних квазiгруп цю проблему розв’язав В.Д. Бiлоусов

[14], оборотнiсть повторної композицiї двох 𝑛-арних операцiй дослiджувала

О.В. Юревич [61], проте проблема, коли довiльна повторна композицiя опе-

рацiй є оборотною, залишається вiдкритою.
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У роботi [53] доведено, що будь-яка вибiрка сильно ортогональних

операцiй є еквiвалентною максимально дистанцiйно роздiльному (МДР)

коду, звiдки випливає, що довiльна квазiгрупа є еквiвалентною МДР коду

вiдстанi 2. В роботi [80] описаний взаємозв’язок мiж сильно ортого-

нальними гiперкубами i МДР кодами детальнiше, до того ж доведено

еквiвалентнiсть (𝑛 + 𝑠)-вибiрок ортогональних 𝑛-арних операцiй, де 𝑠 є

цiлим числом, i МДР кодiв вiдстанi 𝑠 + 1. Звiдси випливає, що побудова

МДР кодiв сильно пов’язана iз побудовою ортогональних операцiй.

Одним iз важливих питань, що з’являється пiд час дослiдження орто-

гональних 𝑛-арних операцiй, є знаходження доповнень 𝑘-вибiрки ортого-

нальних 𝑛-арних операцiй до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй

(𝑘 < 𝑛). У бiнарному випадку цю проблему розв’язано i показано, що опе-

рацiя має ортогональне доповнення тодi i тiльки тодi, коли вона є повною,

тому кожний метод побудови ортогональної пари для операцiї є методом

доповнення. До того ж, якщо операцiя є оборотною (квазiгруповою), то

вона має ортогональне квазiгрупове доповнення тодi i тiльки тодi, коли

вона є допустимою [13,86].

Для багатомiсних операцiй Г.Б. Бiлявська i Г.Л. Муллен [64] довели, що

кожна 𝑘-вибiрка ортогональних 𝑛-арних операцiй є вбудовною у деяку 𝑛-

вибiрку ортогональних 𝑛-арних операцiй, звiдки випливає, що кожна повна

𝑛-арна операцiя може бути вкладена у деяку 𝑛-вибiрку ортогональних 𝑛-

арних операцiй. Таким чином, доведено iснування ортогонального допов-

нення для кожної 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй до 𝑛-вибiрки

ортогональних 𝑛-арних операцiй. Проте методи побудови ортогональних

доповнень невiдомi, лише у випадку 𝑘 = 1 можна скористатися методом

побудови ортогональних операцiй, який вони запропонували.

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є розвиток тео-

рiї ортогональних багатомiсних операцiй i гiперкубiв, зокрема вивчення

методiв побудови i доповнення ортогональних операцiй i гiперкубiв,

описання залежностей мiж рiзними узагальненнями ортогональностi бi-
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нарних операцiй, а також вивчення розкладiв оборотних операцiй, якi

пов’язанi iз ортогональнiстю.

Задачi дослiдження:

– дослiдити оборотнiсть довiльної композицiї двох багатомiсних опера-

цiй;

– узагальнити рекурсивний алгоритм побудови ортогональних операцiй;

– дослiдити залежнiсть мiж ортогональнiстю вибiрки операцiй i ортого-

нальнiстю ретрактiв цих операцiй;

– знайти i дослiдити методи доповнення ортогональних операцiй

i гiперкубiв, дослiдити кiлькiсть можливих доповнень за цими

алгоритмами.

Об’єктом дослiдження є скiнченнi 𝑛-арнi операцiї i квазiгрупи

(оборотнi операцiї), вибiрки операцiй i їхнi комбiнаторнi властивостi: орто-

гональнiсть та її види. У дисертацiї розглядаються повнi операцiї, тобто

такi, що у вiдповiдному гiперкубi кожний iз елементiв носiя має однакову

кiлькiсть появ.

Предметом дослiдження є методи побудови i доповнення ортогональ-

них операцiй, розклади 𝑛-арних операцiй i квазiгруп.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи дослiдження

багатомiсних операцiй за допомогою суперпозицiй, методи теорiї квазiгруп

i комбiнаторнi методи.

Наукова новизна отриманих результатiв. Усi результати дисер-

тацiйної роботи є новими i полягають у такому:

– знайдено критерiй оборотностi довiльної композицiї двох багатомiсних

операцiй;

– визначено поняття перпендикулярностi i показано зв’язок мiж

тривiальною перпендикулярнiстю та ортогональнiстю;

– запропоновано iнший пiдхiд до визначення ретракту операцiї та ортого-

нальностi ретрактiв, описано i доведено алгоритм побудови ретрактно

ортогональних операцiй;
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– описано i доведено блочний рекурсивний алгоритм побудови ортого-

нальних операцiй;

– описано i доведено блочний композицiйний алгоритм побудови ортого-

нальних операцiй iз блокiв ортогональних операцiй меншої арностi;

– доведено, що ретрактна ортогональнiсть є необхiдною, але не

достатньою умовою ортогональностi;

– доведено, що для центральних квазiгруп над полем простого порядку

ретрактна ортогональнiсть є необхiдною i достатньою умовою ортого-

нальностi;

– описано та доведено алгоритм побудови ортогональних доповнень 𝑘-

вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй (гiперкубiв) до 𝑛-вибiрки

ортогональних 𝑛-арних операцiй (гiперкубiв);

– отримано деякi оцiнки кiлькостi ортогональних доповнень ортогональ-

них операцiй, побудовних знайденими алгоритмами, зокрема, нижню

i верхню оцiнки кiлькостi тривiальних доповнень та нижню оцiнку

кiлькостi всiх можливих доповнень;

– описано i доведено алгоритм побудови доповнень довiльної 𝑘-вибiрки

ортогональних 𝑘-арних операцiй до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних

операцiй, де 𝑛 > 𝑘;

– описано методи побудови квазiгруп, що мають перпендикулярну пару,

i метод побудови пари перпендикулярних квазiгруп;

– уточнено отриманi результати для тернарних операцiй, зокрема опи-

сано та класифiковано алгоритми побудови i доповнення ортогональ-

них тернарних операцiй.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має тео-

ретичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю неасоцiа-

тивних структур, скiнченних багатомiсних дискретних функцiй, теорiю

функцiйних рiвнянь, а також можуть бути застосованими в загальнiй

теорiї 𝑛-арних операцiй i квазiгруп, комбiнаторицi, теорiї кодування i

шифрування iнформацiї та в iнших сумiжних галузях математики.
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Особистий внесок здобувача. Основнi результати, висвiтленi в

дисертацiї, отримано здобувачем самостiйно. У спiльних iз науковим

керiвником працях Ф. М. Сохацькому належать теорема 7, теорема 9,

наслiдок 10 iз [82] та теорема 3 iз [90].

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-

боти доповiдалися i обговорювалися на таких конференцiях i семiнарах:

1. Мiжнародна математична конференцiя з квазiгруп та луп “Loops’11”

(м. Трешт, Чехiя, 21-27 липня 2011 р.).

2. Мiжнародна конференцiя, присвячена 120-рiччю з дня народження

Стефана Банаха (м. Львiв, Україна, 17-21 вересня 2012 р.).

3. Мiжнародна математична конференцiя з квазiгруп та луп “Loops’15”

(м. Охрiд, Македонiя, 28 червня - 4 липня 2015 р.).

4. 7 Європейський конгрес математикiв (м. Берлiн, Нiмеччина, 18-22

липня 2016 р.).

5. Четверта конференцiя з неасоцiативної математики (м. Денвер, США,

29 липня - 5 серпня 2017 р.).

6. Мiжнародна конференцiя з математики, iнформатики та

iнформацiйних технологiй, присвячена вiдомому вченому Валентину

Бiлоусову (м. Бєльцi, Молдова, 19-21 квiтня 2018 р.).

7. Алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН України (м. Київ,

30 жовтня 2018 р., керiвник – доктор фiзико-математичних наук, член-

кореспондент НАН України Ю.А. Дрозд).

8. Алгебраїчний семiнар Київського нацiонального унiверситету iменi

Тараса Шевченка (м. Київ, 27 вересня 2018 р., керiвники – док-

тор фiзико-математичних наук, член-кореспондент НАН України

Ю.А. Дрозд, доктор фiзико-математичних наук А.П. Петравчук).

Публiкацiї. Результати дисертацiйного дослiдження опублiковано у

12 працях, з них 6 – у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук [82,

84, 90, 91, 97, 98], 6 – у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй [78,
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81,85,89,92,96], 4 – у виданнях, включених до мiжнародної наукометричної

бази “Scopus” [82,90,97,98].

Структура дисертацiї Дисертацiя складається з перелiку умовних

позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел,

що мiстить 98 найменувань, i додаткiв. Повний обсяг роботи – 144 сторiнки.
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РОЗДIЛ 1

𝑛-АРНI КВАЗIГРУПИ ТА ОРТОГОНАЛЬНI ОПЕРАЦIЇ

Цей роздiл має вступний характер та присвячений ключовим поняттям

дослiдження: розклади та композицiї операцiй, ортогональнi операцiї, їхнi

властивостi i побудова.

𝑛-арною функцiєю (операцiєю) [18, c. 6], яка визначена на множинi

𝑄, є вiдображення 𝑄𝑛 в 𝑄. Функцiя, що визначена на скiнченiй чи не-

скiнченнiй множинi називається квазiгруповою або оборотною, якщо вона

оборотна по кожнiй своїй змiннiй. Вивченню алгебричної теорiї 𝑛-арних

квазiгруп поклали початок роботи В.Д. Бiлоусова та М.Д. Сандiка [12] i

В.Д. Бiлоусова [18].

1.1. Огляд лiтератури

Одне з питань, яке виникає пiд час вивчення оборотних функцiй –

це представлення багатомiсної оборотної функцiї композицiєю оборотних

функцiй вiд меншої кiлькостi змiнних. Найбiльш вивченими є роздiльнi

квазiгрупи, тобто такi, що розкладаються в безповторну композицiю

квазiгруп меншої арностi. Зокрема, В.Д. Бiлоусов [5] вивiв критерiй

розкладу квазiгрупової операцiї на двi квазiгрупи, iншими словами,

розв’язане рiвняння загальної асоцiативностi, що пiзнiше було опублiко-

вано з повним доведенням у [9]. Вiдомо, що безповторна композицiя

двох квазiгруп є квазiгрупою, але у скiнченному випадку iстинним також

є обернене твердження. Ф.М. Сохацький [52] описав всi безповторнi

розклади квазiгруп, чим показав, що рiзнi представлення сильно залежних

функцiй 𝑘-значної логiки у виглядi безповторної композицiї формул, якi

вiдповiдають нероздiльним функцiям, майже однаковi. Цим узагаль-

нено вiдповiдний результат А.В. Кузнєцова [6] для двозначної логiки та

Л.М. Сосинського [11] для тризначної логiки. А.В. Черьомушкiн [56]
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показав, що для кожної сильно залежної функцiї можна визначити

однозначно iз точнiстю до визначеного вiдношення еквiвалентностi

канонiчний розклад.

Повторнi розклади квазiгруп є менш вивченими, проте вiдомi такi

результати: М.М. Глухов [40] показав, що будь-яку багатомiсну квазiгрупу

можна подати як композицiю (як повторну так i безповторну) бiнарних ква-

зiгруп, якi iзотопнi однiй i тiй самiй квазiгрупi, i пiдстановок. Крiм того,

Ф.М. Сохацький [45] встановив, що за допомогою безповторної композицiї

можна побудувати лише тривiальнi лупи iз властивiстю оборотностi. Iз

iншої роботи Ф.М. Сохацького [60] випливає, що мiж цiлком роздiльними

та нероздiльними операцiями iснує лише схрещена iзотопiя максимального

типу, тобто iзотопiя одна iз компонент якої замiнена деякою операцiєю. До

того ж, Д.С. Кротов, В.Н. Потапов та П.В. Соколова [74] довели, що для

будь-яких 𝑛 > 3 i 𝑘 > 4 iснує нероздiльна 𝑛-арна квазiгрупа порядку 𝑘.

Зокрема, Д.С. Кротов та В.Н. Потапов [76] показали, що кожна 𝑛-арна ква-

зiгрупа порядку 4 є роздiльною або напiвлiнiйною, тобто такою, яку можна

отримати за допомогою прямого добутку двох 𝑛-арних квазiгруп порядку

2.

Одним iз методiв побудови 𝑛-арних квазiгруп є застосування

безповторної композицiї, оскiльки безповторна композицiя 𝑛-арної та 𝑘-

арної квазiгруп є (𝑛 + 𝑘 − 1)-арною квазiгрупою. В.Д. Бiлоусов [14] i

Ф.М. Сохацький [52] показали, що повторна композицiя двох квазiгруп не

завжди є квазiгрупою. Для бiнарних операцiй В.Д. Бiлоусов [14] знайшов

критерiй оборотностi повторної композицiї двох квазiгруп. Аналогiчнi

умови для композицiї Мана 𝑛-арних квазiгруп описала О.В. Юревич

[61]. Оборотнiсть композицiї двох багатомiсних квазiгруп, якi мають не

обов’язково однакову арнiсть, вивчається у другому роздiлi дисертацiї.

Серед iнших методiв побудови багатомiсних квазiгруп вiдомi такi:

використовуючи частковi булевi функцiї Д.С. Кротов [73] побудував

нероздiльнi багатомiснi квазiгрупи порядку 4𝑟 такi, що всi їхнi ретракти
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отриманi фiксуванням однiєї змiнної є роздiльними; за допомогою 𝐺-луп

Д.С. Кротов, В.Н. Потапов [88] побудували тополiнiйнi латинськi гiперкуби

порядку 𝑛 > 4 i за допомогою квадратичних функцiй гiперкуби iз тiєю

ж властивiстю для порядкiв подiльних на квадрат. Крiм того iснують

приклади побудови окремих квазiгруп, наприклад, В.I. Оной [42] за допо-

могою асоцiативно-комутативного кiльця iз одиницею побудував тернарну

лупу iз властивiстю оборотностi, яка є нероздiльною згiдно наслiдку 2

теореми 1 iз [45].

В теорiї бiнарних i 𝑛-арних операцiй цiкавими для вивчення є не лише

квазiгрупи, а й вибiрки операцiй i квазiгруп, зокрема, їхнi комбiнаторнi

властивостi, такi як ортогональнiсть. Виникнення поняття ортогональ-

ностi пов’язують з iм’ям Л. Ейлера. Перша задача щодо ортогональ-

ностi була сформульована ним в 1779 роцi, яка еквiвалентна побудовi пари

ортогональних латинських квадратiв порядку 6 i має назву ”задача про

36 офiцерiв”. Оскiльки ця задача не пiддавалася розв’язку, Л. Ейлер [1]

опублiкував у 1782 роцi гiпотезу про те, що не iснує взаємно ортогональ-

них латинських квадратiв порядку 𝑚 для кожного 𝑚 = 4𝑘+2. Для 𝑚 = 6

правильнiсть гiпотези Ейлера доведена Г. Таррi [2] в 1900 роцi. Проте

для iнших значень 𝑚 гiпотезу Ейлера спростували у 1959 роцi Р. Боуз та

С. Шрикхенд [7] i Е. Паркер [8].

Ортогональнiсть 𝑛-арних операцiй бiльш вивчена для випадку 𝑛 = 2.

Нинi глибоко розроблена теорiя ортогональних квазiгруп i латинських

квадратiв. Детальний огляд цiєї теорiї, а також її застосування викладенi

у книзi [23] i її другому перевиданнi [86], у книгах [94] та [95].

Як було зазначено вище В.Д. Бiлоусов вивчав оборотнiсть повторної

композицiї двох бiнарних квазiгруп i показав її зв’язок iз ортогональ-

нiстю квазiгруп, а також вивчав ортогональнiсть i сiтки [14], парастрофно

ортогональнi квазiгрупи та тотожностi, якi їх визначають [62]. Дещо

ранiше опублiкована робота К.Т. Фелпса [31] присвячена вивченню

парастрофно ортогональних квазiгруп. В.О. Щербаков i Г.Л. Муллен [65]
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вивчали ортогональнi групоїди i квадрати, а також квазiгрупи i латин-

ськi квадрати, ортогональнiсть квазiгрупи до своїх парастрофiв. Одне

iз узагальнень ортогональностi бiнарних операцiй – 𝑟-ортогональнiсть або

часткова ортогональнiсть вивчали Г.Б. Бiлявська в [26], [27] (результати

ввiйшли до книги [46]), С. Колборн i Л. Зу [49], Л. Зу i Г. Занг [54, 55]

та iншi. Допустимi бiнарнi квазiгрупи (вiдповiдно латинськi квадрати, якi

мають трансверсалi), тобто тi якi мають ортогональне квазiгрупове допов-

нення (наявнiсть максимальної кiлькостi трансверсалей гарантує наявнiсть

ортогональної пари) вивчала Г.Б. Бiлявська [36], розгорнутий список

робiт присвячених трансверсалям та повним пiдстановкам мiститься в

оглядi Є. Ванлеса [71], один iз методiв побудови ортогональних доповнень

використовуючи трансверсалi описав Л.Дж. Пейдж [4].

Часто в теорiї багатомiсних операцiй термiн ”ортогональнiсть”

вiдноситься до декiлькох понять, якi є узагальненнями ортогональностi

бiнарних операцiй. В дисертацiйнiй роботi будемо дотримуватися озна-

чення ортогональностi 𝑛-арних операцiй iз [64], яке є найзагальнiшим iз

них. З iншими пiдходами до визначення ортогональних багатомiсних опе-

рацiй можна ознайомитися, наприклад, у [53] або [72] та iнших.

В теорiї ортогональних 𝑛-арних операцiй у випадку 𝑛 > 2 багато

питань залишаються поза увагою, особливо тi, що не мають аналогiв у

бiнарному випадку. До того ж, багато фактiв, якi виконуються в бiнарному

випадку не виконуються для операцiй бiльшої арностi. Наприклад,

вiдомо, що кожна пiдстановка на 𝑄𝑛 координатизується ортогональними

операцiями. Для бiнарних операцiй ортогональнi квазiгрупи i сильно

ортогональнi квазiгрупи – це те ж саме. Якщо ж пiдстановка множини

𝑄2 координатизується квазiгрупами, то обернена до неї пiдстановка також

координатизується квазiгрупами. Проте, навiть коли 𝑛 = 3, ортогональнi

квазiгрупи та сильно ортогональнi квазiгрупи – це нетотожнi поняття.

Якщо пiдстановка множини 𝑄𝑛, 𝑛 > 2, координатизується квазiгрупами,

то обернена до неї пiдстановка не обов’язково координатизується квазiгру-
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пами, а якщо ж пiдстановка координатизується сильно ортогональними

квазiгрупами, то обернена до неї пiдстановка координатизується ортого-

нальними квазiгрупами, що не означає сильну ортогональнiсть.

Суттєвий вклад у розвиток загальної теорiї ортогональних 𝑛-арних

операцiй та гiперкубiв зробили В.Д. Бiлоусов [32], В.Д. Бiлоусов i

Т. Якубов [22], А.С. Бектєнов [19], А.С. Бектєнов i Т. Якубов [20],

П.Н. Сирбу [38, 39, 43], Г.Б. Бiлявська [63, 69, 70, 83], Г.Б. Бiлявська i

Г.Л. Муллен [64,67] та Т. Етьєр i Г.Л. Муллен [80], а також дослiджувалися

такi напрямки:

– допустимi 𝑛-арнi квазiгрупи, тобто якi можуть бути вкладеними в

деяку вибiрку ортогональних квазiгруп (Г.Б. Бiлявська i А. Руссу [25] та

Г.Б. Бiлявська i С. Муратхуджаєв [28,30,33], С. Муратхуджаєв [37] та iншi);

– сильно ортогональнi операцiї i гiперкуби (Г.Б. Бiлявська i

Г.Л. Муллен [67], Дж.Т. Етьєр i Г.Л. Муллен [80]), i пов’язанi iз ними

структури – мультиквазiгрупи (Ж. Чупона, Й. Ужан, З. Стоякович [34,35]

та iншi);

– ортогональнi гiперкуби (Дж. Аркiн, I.Г. Страус [24], Г.Б. Бiлявська

i Г.Л. Муллен [64], Дж.Т. Етьєр i Г.Л. Муллен [80], С.Т. Догертi i

Т.А. Щерпанскi [72]);

– методи побудови ортогональних операцiй i гiперкубiв (Т. Iванс [29],

Ф. Лейвiн, Г.Л. Муллен, Г. Уiтл [50], М. Тренклер [66], Г.Б. Бiлявська i

Г.Л. Муллен [64]);

– зв’язок ортогональних операцiй, квазiгруп, гiперкубiв iз кодами

(Е. Косусело та iншi [53], Г.Л. Муллен i В. Щербаков [58], С.Т. Догертi i

Т.А. Щерпанскi [72], Е. Соедармаджi [68], Дж.Т. Етьєр i Г.Л. Муллен [80],

В. Iзбаш i П. Сирбу [57] та iншi) i розподiляючими секрет схемами

(Г.Б. Бiлявська [75]);

– зв’язок ортогональних операцiй, квазiгруп, гiперкубiв iз (𝑡, 𝑛,𝑚)-

сiтками (В.Д. Бiлоусов [17], А.С. Бектєнов [19], В.Д. Бiлоусов i

А.С. Бектєнов [32], Ф. Лейвiн, Г.Л. Муллен, Г. Уiтл [50], Г.Л. Муллен i



25

В.Ч. Шмiд [51] та iншi).

Одним iз найпростiших для дослiдження класiв операцiй є лiнiйнi

операцiї. Кожна лiнiйна квазiгрупа над абелевою групою, тобто 𝑇 -

квазiгрупа, є роздiльною. А дослiдження ортогональностi лiнiйних квазi-

груп над абелевими групами з попарно комутуючими коефiцiєнтами, тобто

медiальних квазiгруп, зводиться до дослiдження оборотностi або рангу вiд-

повiдної матрицi. Варто зазначити, що поняття 𝑇 -квазiгрупи введено та

вивчено у роботах [15] i [16], їх ще називають центральними квазiгрупами,

оскiльки центральнi алгебри в класi квазiгруп i є лiнiйними iзотопами абе-

левих груп [47].

1.2. Необхiднi означення

У цiй роботi усi операцiї розглядатимемо над довiльною множиною 𝑄,

яку називатимемо базовою або носiєм. У бiльшостi випадкiв розглядати-

мемо скiнченну множину, при цьому будемо зазначати її порядок.

Символом 𝑥𝑗𝑖 будемо позначати послiдовнiсть 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑗 елемен-

тiв iз 𝑄, якщо 𝑖 6 𝑗, i порожню послiдовнiсть у iншому випадку.

Вважатимемо, що якщо 𝑖 = 1, то послiдовнiсть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1 є порожньою,

а у випадку 𝑛 = 𝑖 послiдовнiсть 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛 є порожньою.

Для полегшення запису вiдповiдних термiв унарних операцiй будемо

опускати дужки, тобто 𝛼𝑥 := 𝛼(𝑥).

Нижче нагадаємо необхiднi означення iз [12] та [18].

𝑛-арна операцiя 𝑓 , яка визначена на множинi 𝑄, називається 𝑖-

оборотною, якщо для довiльних елементiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑏, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛 iз 𝑄

iснує єдиний елемент 𝑥 ∈ 𝑄 такий, що

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏. (1.1)

Операцiя 𝑓 називається оборотною або квазiгруповою, якщо вона є 𝑖-

оборотною для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑛 := {1, . . . , 𝑛}. При цьому групоїд (𝑄; 𝑓) на-

зивається 𝑛-арною квазiгрупою.
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Нехай 𝜎 є пiдстановкою множини 1, 𝑛, тодi функцiя 𝜎𝑓 , яка визначена

спiввiдношенням

𝜎𝑓(𝑥1𝜎, . . . , 𝑥𝑛𝜎) = 𝑥(𝑛+1)𝜎 :⇐⇒ 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1,

називається 𝜎-парастрофом операцiї 𝑓 , зокрема 𝜎-парастроф називається

1) 𝑖-дiленням, якщо 𝜎 = (𝑖, 𝑛+ 1);

2) головним (комутуванням), якщо (𝑛+ 1)𝜎 = 𝑛+ 1.

𝑖-дiлення операцiї 𝑓 позначатимемо (𝑖)𝑓 .

Вiдповiдно до означення, головний 𝜎-парастроф можна визначити за

допомогою однiєю з рiвностей:

𝜎𝑓(𝑥1𝜎, . . . , 𝑥𝑛𝜎) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) (1.2)

або
𝜎𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1𝜎−1, . . . , 𝑥𝑛𝜎−1). (1.3)

У бiнарному випадку 𝜎 є перестановкою множини {1, 2, 3}, тобто S3 =

{𝜄, 𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, де 𝜄 позначає тотожню перестановку, 𝑠 := (12), ℓ := (13),

𝑟 := (23), 𝑠ℓ := (12)(13), 𝑠𝑟 := (12)(23). До того ж, виконуються рiвностi

ℓ𝑠 = 𝑟ℓ, 𝑟𝑠 = ℓ𝑟, ℓ𝑟ℓ = 𝑟ℓ𝑟 = 𝑠.

Таким чином, 𝑠-парастроф або комутування операцiї 𝑓 визначається

спiввiдношенням:

𝑠𝑓(𝑥2, 𝑥1) = 𝑥3 :⇐⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3;

лiве дiлення операцiї 𝑓 визначається спiввiдношенням:

ℓ𝑓(𝑥3, 𝑥2) = 𝑥1 :⇐⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3;

праве дiлення операцiї 𝑓 визначається спiввiдношенням:

𝑟𝑓(𝑥1, 𝑥3) = 𝑥2 :⇐⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3;

комутування лiвого дiлення операцiї 𝑓 визначається спiввiдношенням:

𝑠ℓ𝑓(𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 :⇐⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3;



27

комутування правого дiлення операцiї 𝑓 визначається спiввiдношенням:

𝑠𝑟𝑓(𝑥3, 𝑥1) = 𝑥2 :⇐⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3.

Якщо 𝑓 є квазiгрупою, то 𝑠𝑓 , ℓ𝑓 , 𝑟𝑓 , 𝑠ℓ𝑓 i 𝑠𝑟𝑓 є також квазiгрупами.

Усi перестановки множини iндексiв 1, 𝑛+ 1 𝑛-арної операцiї утворюють

симетричну групу S𝑛+1. Нехай

S′𝑛+1 := {𝜎 ∈ S𝑛+1 | (𝑛+ 1)𝜎 = 𝑛+ 1} ≃ S𝑛.

Очевидно, що S′𝑛+1 є пiдгрупою симетричної групи S𝑛+1.

Вибiрка операцiй 𝜎𝑓1, . . . , 𝜎𝑓𝑛 називається 𝜎-парастрофною до вибiрки

𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, якщо 𝜎 ∈ S𝑛+1.

Нехай 𝑓 є 𝑛-арною операцiєю на множинi 𝑄. Для довiльних 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1,

𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑄 вiдображення 𝛼𝑖, яке визначається рiвнiстю

𝛼𝑖𝑥𝑖 := 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛),

називається 𝑖-тою трансляцiєю операцiї 𝑓 . Якщо 𝑓 є 𝑖-оборотною, то

кожна 𝑖-та трансляцiя є пiдстановкою множини 𝑄. Таким чином, можна

сформулювати ще одне означення оборотної (квазiгрупової) операцiї: 𝑛-

арна операцiя 𝑓 називається 𝑖-оборотною, якщо кожна її 𝑖-та трансляцiя є

пiдстановкою множини 𝑄; 𝑛-арна операцiя 𝑓 називається оборотною, якщо

всi її трансляцiї є пiдстановками.

𝑛-арна операцiя 𝑔 називається iзотопом 𝑛-арної операцiї 𝑓 , якщо iснує

вибiрка пiдстановок (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼) множини 𝑄, така, що виконується

рiвнiсть

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝛼−1𝑓(𝛼1𝑥1, . . . , 𝛼𝑛𝑥𝑛).

Вибiрка (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼) називається iзотопiзмом, i якщо 𝑓 = 𝑔, то ця вибiрка

називається автотопiзмом. Iзотоп, який утворений вибiркою

– (𝜄, . . . , 𝜄⏟  ⏞  
𝑖−1

, 𝛼𝑖, 𝜄, . . . , 𝜄⏟  ⏞  
𝑛−𝑖

, 𝜄), називається 𝑖-тим крученням операцiї 𝑔;

– (𝜄, . . . , 𝜄⏟  ⏞  
𝑛

, 𝛼), називається середнiм крученням операцiї 𝑔.
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У бiнарному випадку iзотопи, якi визначаються трiйками (𝛼, 𝜄, 𝜄), (𝜄, 𝛽, 𝜄) i

(𝜄, 𝜄, 𝛾), називаються вiдповiдно лiвим, правим i середнiм крученнями, де

𝛼, 𝛽, 𝛾 – пiдстановки базової множини.

Операцiя 𝑔⊕
𝑖
ℎ називається 𝑖-им множенням (суперпозицiя Мана) двох

𝑛-арних операцiй 𝑔 i ℎ та визначається рiвнiстю

(𝑔 ⊕
𝑖
ℎ)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛).

Для бiнарних операцiй 1-множення, яке називатимемо лiвим множенням, i

2-множення, яке називатимемо правим множенням, позначатимемо ⊕
ℓ
i ⊕

𝑟

вiдповiдно.

Операцiя 𝑔[ℎ1, . . . , ℎ𝑛], яка визначається рiвнiстю

𝑔[ℎ1, . . . , ℎ𝑛](𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑔(ℎ1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , ℎ𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)),

називається суперпозицiєю Менгера операцiй 𝑔 i ℎ1, . . . , ℎ𝑛 (див. наприклад

[59]). Алгебричнi властивостi суперпозицiй Менгера описанi у книзi

В.С. Трохименка i В. Дудека [79].

Нехай {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘}, {𝑗1, . . . , 𝑗𝑠} ⊆ 1, 𝑛. Композицiя операцiй 𝑔 i ℎ, яка

визначається рiвнiстю

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑔(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑚−1
, ℎ(𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑠), 𝑥𝑖𝑚+1

, . . . , 𝑥𝑖𝑛), (1.4)

де 𝑔 i ℎ – принамнi бiнарнi, називається

� безповторною [18, c. 95], якщо {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ∩ {𝑗1, . . . , 𝑗𝑠} = ∅;

� повторною, якщо {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ∩ {𝑗1, . . . , 𝑗𝑠} ≠ ∅.

𝑛-арна квазiгрупа 𝑓 називається роздiльною [6], якщо вона має

безповторний розклад. В iншому випадку квазiгрупа називається нероз-

дiльною.

Щоб нагадати означення центральної квазiгрупи наведемо деякi озна-

чення iз [47,48].

Багатомiсна квазiгрупа (𝑄, 𝑓) називається iзотопом бiнарної групи

(𝑄; +), якщо (𝑄; 𝑓) є iзотопною до (𝑄; 𝑑), де 𝑑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑛.
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До того ж, якщо всi компоненти iзотопiзму є лiнiйними над (𝑄; +), то (𝑄; 𝑓)

називається лiнiйною на (𝑄; +). Лiнiйне перетворення групи визначається

як композицiя її трансляцiй та автоморфiзмiв.

Операцiя, яка визначається рiвнiстю

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝛼1𝑥1 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 + 𝑎, (1.5)

де 𝑎 ∈ 𝑄 i 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 – лiнiйнi перетворення групи (𝑄; +), називається

лiнiйною.

Лiнiйна 𝑛-арна квазiгрупа (𝑄, 𝑔) над абелевою групою (𝑄; +) iз

розкладом (1.5), де 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 – автоморфiзми групи (𝑄; +), 𝑎 ∈ 𝑄, на-

зивається 𝑇 -квазiгрупою або центральною квазiгрупою. Цей факт для бi-

нарних квазiгруп був встановлений у [58]. Якщо автоморфiзми розкладу

попарно комутують, то квазiгрупа називається медiальною [18, c. 47].

𝑚×𝑚× · · · ×𝑚⏟  ⏞  
𝑛

-вимiрна таблиця елементiв множини 𝑄, де |𝑄| = 𝑚,

називається 𝑛-вимiрним гiперкубом або 𝑛-кубом (див. [50]) порядку 𝑚. 1-

куб називається лiнiєю, 2-куб називається квадратом.

Як було зазначено у [72] гiперкуб можна розглядати як множину його

пiдгiперкубiв, зокрема, його 𝑖-лiнiй. 𝑖-лiнiєю називається пiдгiперкуб, який

отриманий iз заданого 𝑛-куба фiксуванням усiх координат, окрiм 𝑖. Для

кожного 𝑖 ∈ 1, 𝑛 iснує точно 𝑚𝑛−1 𝑖-лiнiй, тобто всього iснує 𝑛𝑚𝑛−1, якi

розподiляються в 𝑛 множин по 𝑚𝑛−1 лiнiй. Наприклад, у квадратi стовпцi

є 1-лiнiями, а рядки є 2-лiнiями. Квадрат порядку 𝑚 має 𝑚 рядкiв i 𝑚

стовпцiв. У кубi 1-лiнiї отримуються, коли друга i третя координати є

зафiксованими, 2-лiнiї – коли перша i третя координати є зафiксованими,

i 3-лiнiї – коли перша i друга координати є зафiксованими. Для кожного

𝑖 ∈ {1, 2, 3} є 𝑚2 𝑖-лiнiй.

Якщо 𝑖-лiнiя є перестановкою множини 1, 𝑛, то ця 𝑖-лiнiя називається

латинською. Якщо для деякого 𝑖 ∈ 1, 𝑛 кожна з 𝑖-лiнiй гiперкуба є

латинською, то вiдповiдна до нього операцiя є 𝑖-оборотною. 𝑛-куб нази-

вається латинським, якщо для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑛 кожна його 𝑖-лiнiя є латинською,

тобто кожен iз його рядкiв є перестановкою множини 𝑄.
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Кожнiй 𝑛-арнiй операцiї вiдповiдає 𝑛-вимiрний гiперкуб, а кожнiй

бiнарнiй операцiї вiдповiдає квадрат. Кожнiй 𝑛-арнiй квазiгрупi вiдповi-

дає 𝑛-вимiрний латинський гiперкуб, кожнiй бiнарнiй операцiї вiдповiдає

латинський квадрат (див. наприклад [64]).

𝑛-куб називатимемо 𝜎-транспонованим до заданого 𝑛-куба, якщо його

напрямки (координати) переставленi вiдповiдно до перестановки 𝜎 ∈ S𝑛.

Зазначимо, що головно парастрофним операцiям вiдповiдають транс-

понованi гiперкуби за вiдповiдними напрямками. У бiнарному випадку є

лише один головний парастроф – комутування, тому квадрат i транспоно-

ваний до нього є 𝑠-парастрофними.

Iзотопним операцiям вiдповiдають гiперкуби, якi вiдрiзняються пе-

рестановкою рядкiв у межах кожної координати та перестановкою еле-

ментiв. Наприклад, для бiнарних операцiй перша компонента iзотопiзму

переставляє рядки, друга – стовпцi, а третя – елементи квадрата.

1.3. Ортогональнi бiнарнi операцiї i квадрати

Двi бiнарнi операцiї 𝑔 i ℎ, якi визначенi на 𝑄, називаються ортогональ-

ними (див. наприклад [13, c. 117]), якщо для довiльних 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 система

{𝑔(𝑥; 𝑦) = 𝑎, ℎ(𝑥; 𝑦) = 𝑏} має єдиний розв’язок. Цей факт позначається

символом 𝑔 ⊥ ℎ.

Твердження 1.1 (P.C. Боуз, С.С. Шрiкхенд, Е.Т. Паркер [10]).

Iснують пари ортогональних квазiгруп довiльного порядку 𝑚, крiм 𝑚 =

2, 6.

Теорема 1.1 (Г.Б. Бiлявська [63]). Нехай 𝑔 i ℎ є бiнарними квазiгру-

пами. Тодi

𝑔 ⊕
𝑟
ℎ є оборотною ⇔ 𝑔⊥𝑟ℎ.

З цiєї теореми випливає як наслiдок критерiй В.Д. Бiлоусова [14, лема

2] для скiнченних бiнарних квазiгруп. Аналогiчне твердження виконується

i для лiвої суперпозицiї Мана.
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Теорема 1.2. Нехай 𝑔 i ℎ є бiнарними квазiгрупами. Тодi

𝑔 ⊕
ℓ
ℎ є оборотною ⇔ 𝑔⊥ℓℎ.

Кажуть, що двi пiдстановки 𝛼 i 𝛽 множини 𝑄 є неперехресними, якщо

для всiх 𝑎 ∈ 𝑄 виконується нерiвнiсть 𝛼𝑎 ̸= 𝛽𝑎. Двi пiдстановки 𝛼 i 𝛽

множини 𝑄 називатимемо майже неперехресними, якщо iснує точно один

елемент 𝑎 ∈ 𝑄, для якого виконується умова 𝛼𝑎 = 𝛽𝑎.

Пiдстановка 𝜙 множини 𝑄 називається повною [3] для квазiгрупи ℎ,

якщо вiдображення 𝜙′, яке визначається рiвнiстю

𝜙′𝑥 := ℎ(𝑥, 𝜙𝑥),

також є пiдстановкою множини 𝑄.

Термiн “допустимiсть” був введений Л.Дж. Пейджом у [4] для груп,

якi мають повну пiдстановку. Аналогiчно, бiнарна квазiгрупа називається

допустимою [13, c. 115], якщо вона має принаймнi одну повну пiдстановку.

Тут ми будемо розрiзняти “допустимiсть” i “цiлковита допустимiсть”

для зручностi викладу результатiв пiдроздiлу 5.1. Говоритимемо, що

квазiгрупа порядку 𝑚 є цiлком допустимою, якщо вона має 𝑚 повних

попарно неперехресних пiдстановок, iнакше кажучи, має повний набiр

повних попарно неперехресних пiдстановок.

Твердження 1.2 (В.Д. Бiлоусов [13, с. 117]). Бiнарна квазiгрупа

(𝑄; ·), яка iзотопна допустимiй квазiгрупi (𝑄; ∘), є допустимою.

Теорема 1.3 (В.Д. Бiлоусов [13, с. 117]). Квазiгрупа має ортогональне

квазiгрупове доповнення тодi i тiльки тодi, коли вона є цiлком допусти-

мою.

Нижче наведемо комбiнаторнi означення деяких термiнiв, якi система-

тизовано та викладено в [86].

Квадрат заповнений елементами множини 𝑄 називається латинським,

якщо кожен рядок i кожен стовпець цього квадрата є перестановкою мно-

жини 𝑄. Кожнiй бiнарнiй операцiї на множинi 𝑄 вiдповiдає квадрат, який
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є внутрiшньою частиною її таблицi Келi, а квазiгрупi – латинський квад-

рат. Ортогональним операцiям вiдповiдають ортогональнi квадрати, тобто

квадрати, вiдносно накладання яких всi утворенi пари рiзнi.

Дiагоналлю латинського квадрата називається сукупнiсть комiрок

(𝑥, 𝜙𝑥), узятих по однiй iз кожного рядка i кожного стовпця, яка мiс-

тить елементи 𝑓(𝑥, 𝜙𝑥), тобто 𝜙 є деякою пiдстановкою множини 𝑄.

Трансверсаллю латинського квадрата називається дiагональ, всi елементи

якої є рiзними, тобто 𝜙 є повною для 𝑓 . Вiдомо, що кожнiй повнiй

пiдстановцi квазiгрупи вiдповiдає трансверсаль вiдповiдного латинського

квадрата. Таким чином, квазiгрупа порядку 𝑚 є цiлком допустимою,

якщо вiдповiдний латинський квадрат має 𝑚 попарно неперехресних

трансверсалей.

Теорема 1.4 (А.Д. Кiдвел, Дж. Денеш [86, с. 160]). Латинський квад-

рат порядку 𝑚 має ортогональне доповнення тодi i тiльки тодi коли вiн

має 𝑚 попарно неперехресних трансверсалей.

Л.Дж. Пейдж запропонував метод побудови квазiгрупи, яка ортого-

нальна заданiй, використовуючи повнi пiдстановки.

Теорема 1.5 (Л.Дж. Пейдж [4]). Нехай 𝑓 є цiлком допустимою

квазiгрупою, яка визначена на множинi 𝑄 порядку 𝑚, та 𝜙1, 𝜙2, . . . ,

𝜙𝑚 є вiдповiдним повним набором повних попарно неперехресних пiдста-

новок. Побудуємо латинський квадрат методом розмiщення елемента

𝑎𝑗 ∈ 𝑄 в комiрки
(︀
𝑘, 𝜙𝑗(𝑘)

)︀
для всiх 𝑗 ∈ 1,𝑚 i всiх 𝑘 ∈ 𝑄. Тодi отри-

маний латинський квадрат є ортогональним до латинського квадрата

вiдповiдного квазiгрупi 𝑓 . Цим методом можна побудувати всi квазiг-

рупи, якi є ортогональними до 𝑓 .

1.4. Ортогональнi багатомiснi операцiї i гiперкуби

На противагу бiнарним операцiям для бiльшої арностi iснує декiлька

нееквiвалентних узагальнень ортогональностi, два з яких наведено у цьому
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роздiлi (ортогональнiсть i сильна ортогональнiсть) i ще одне введено у

пiдроздiлi 2.1 (перпендикулярнiсть).

Означення 1.1 (Г.Б. Бiлявська, Г.Л. Муллен [64]). Якщо 𝑘 6 𝑛, то

𝑘-вибiрка 𝑛-арних операцiй 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘, якi визначенi на множинi 𝑄 поря-

дку 𝑚, називається ортогональною, якщо для будь-яких 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘 ∈ 𝑄

система ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏𝑘

має точно 𝑚𝑛−𝑘 розв’язкiв, зокрема має єдиний розв’язок, якщо 𝑘 = 𝑛.

Означення ортогональностi для випадку 𝑘 = 𝑛 вивчали А.С. Бектєнов

i Т. Якубов у [20]. Автори показали, що кожному перетворенню 𝜃 мно-

жини 𝑄𝑛 ставиться у вiдповiднiсть єдина 𝑛-ка операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, тобто

виконується спiввiдношення:

𝜃(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)).

До того ж, операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є ортогональними тодi i тiльки тодi, коли

перетворення 𝜃 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) є пiдстановкою множини 𝑄𝑛. Iншими

словами, наведене спiввiдношення визначає взаємнооднозначну вiдповiд-

нiсть мiж множиною всiх вибiрок ортогональних операцiй визначених на 𝑄

i множиною всiх перестановок множини 𝑄𝑛. Отже, вибiрка ортогональних

операцiй {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛} визначає 𝑛! пiдстановок множини 𝑄𝑛. Таким чином,

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 координатизують пiдстановку.

Звiдси випливає таке означення:

Означення 1.2 (А.С. Бектєнов, Т. Якубов [20]). 𝑛-вибiрка 𝑛-арних

операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, якi визначенi на множинi 𝑄, називається ортого-

нальною, якщо вона координатизує пiдстановку 𝑄𝑛.

Г.Б. Бiлявська i Г.Л. Муллен [64] описали зв’язок мiж вiдображеннями

𝛼 : 𝑄𝑛 → 𝑄𝑘, де 𝑘 6 𝑛, та ортогональними операцiями. Нехай 𝑚 := |𝑄|.
При вiдображеннi 𝛼 кожнiй 𝑛-вибiрцi елементiв iз множини 𝑄 ставиться у
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вiдповiднiсть 𝑘-вибiрка елементiв iз множини 𝑄, тобто

𝛼(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑘).

Це означає, що iснують операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 такi, що

𝛼(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝛼 (𝑓1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), . . . , 𝑓𝑘(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)) ,

про якi будемо говорити, що вони координатизують 𝛼. Iз наведених у [64]

мiркувань випливає, що якщо кожна вибiрка (𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) ∈ 𝑄𝑛 має 𝑚𝑛−𝑘

прообразiв вiдносно 𝛼, де прообразом є послiдовнiсть виду (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), то

операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ортогональними. Якщо 𝑘 = 𝑛, то отримуємо означення

1.2.

Якщо 𝑘 = 1, то поняття ортогональностi збiгається iз поняттям повноти

операцiї. Нижче наведемо означення повної операцiї i селектора iз [21].

Скiнченна операцiя 𝑓1 порядку 𝑚 називається повною, якщо для будь-

якого 𝑎 ∈ 𝑄 рiвняння

𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎

має точно 𝑚𝑛−1 розв’язкiв.

Операцiю 𝑒𝑖 називають 𝑖-тим селектором або 𝑖-тою тотожньою опера-

цiєю, якщо вона визначається рiвнiстю

𝑒𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑥𝑖.

Iснує iнше означення повної операцiї: 𝑛-арна операцiя 𝑓 , яка визначена

на множинi 𝑄, називається повною , якщо iснує пiдстановка 𝜙 на 𝑄𝑛, така

що 𝑓 = 𝑒1𝜙.

Нехай 𝜃 := (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) є пiдстановкою множини 𝑄𝑛 i нехай

(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) := 𝜃
−1
, тодi рiвнiсть 𝜃

−1
𝜃 = 𝜄 означає, що⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑔1(𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) = 𝑥1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑔𝑛(𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) = 𝑥𝑛.

(1.6)

Теорема 1.6 (П.Н. Сирбу [38]). 𝑛-арнi операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є ортогональ-

ними тодi i тiльки тодi, коли iснують 𝑛-арнi операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 такi, що

виконуються рiвностi (1.6).
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Отже, тотожностi (1.6) гарантують ортогональнiсть операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛.

Означення 1.3 (А.С. Бектєнов, Т. Якубов [20]). Якщо 𝑡 > 𝑛, то

𝑡-вибiрка 𝑛-арних операцiй 𝑓1,. . . , 𝑓𝑡 називається ортогональною, якщо

кожна її 𝑛-пiдвибiрка є ортогональною.

У кожнiй вибiрцi ортогональних операцiй усi операцiї є попарно рiзними

i кожнi два набори, якi вiдрiзняються лише порядком операцiй, є ортого-

нальними одночасно. Саме тому довiльну вибiрку ортогональних операцiй

iз множини {(𝑓1𝜎, . . . , 𝑓𝑛𝜎) | 𝜎 ∈ 𝑆𝑛} будемо позначати {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛}.

Означення 1.4 (Г.Б. Бiлявська, Г.Л. Муллен [64]). 𝑘-вибiрка 𝑛-

вимiрних гiперкубiв (𝑘 < 𝑛), якi визначенi на множинi 𝑄 порядку

𝑚, називається ортогональною, якщо вiдносно їхнього накладання в

результуючому гiперкубi кожна вибiрка iз 𝑄𝑘 має 𝑚𝑛−𝑘 появ.

Зауважимо, що при 𝑘 = 𝑛 в результуючому кубi кожна 𝑛-вибiрка має

точно одну появу, а при 𝑘 = 1 результуючий гiперкуб збiгається з даним

i в ньому кожний елемент має 𝑚𝑛−1 появ, тобто цей гiперкуб вiдповiдає

повнiй операцiї i також називається повним.

Означення 1.5 (Г.Б. Бiлявська, Г.Л.Муллен [64]). 𝑠-вибiрка 𝑛-арних

операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑠 (𝑠 > 𝑛) називається 𝑘-кратно ортогональною, якщо

кожна її 𝑘-пiдвибiрка 𝑓𝑖1, . . . , 𝑓𝑖𝑘 рiзних операцiй є ортогональною.

Теорема 1.7 (Г.Б. Бiлявська, Г.Л. Муллен [64]). Якщо 𝑛-арнi операцiї

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 (𝑘 > 𝑛) є 𝑘-кратно ортогональними, то 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ℓ-кратно

ортогональними для всiх ℓ, таких, що 1 6 ℓ 6 𝑘.

Отже, будь-яка пiдвибiрка вибiрки ортогональних операцiй є також

ортогональною.

Теорема 1.8 (П.Н. Сирбу [64, с. 32]). Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝑛-арними

операцiями визначеними на множинi 𝑄 (𝑘 6 𝑛) i 𝑇 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼),

де 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼 є пiдстановками множини 𝑄. Вибiрка 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ортого-

нальною тодi i тiльки тодi, коли вибiрка 𝑇𝑓1, . . . , 𝑇 𝑓𝑘 є ортогональною.
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Теорема 1.9 (П.Н. Сирбу [38, с. 33]). Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝑛-арними

операцiями визначеними на множинi 𝑄 (𝑘 6 𝑛) i 𝜎 ∈ S𝑛. Вибiрка

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ортогональною тодi i тiльки тодi, коли вибiрка 𝜎𝑓1, . . . ,
𝜎𝑓𝑘

є ортогональною.

Теорема 1.10 (Г.Б. Бiлявська, Г.Л. Муллен [64]). Будь-яка 𝑘-вибiрка

ортогональних 𝑛-арних операцiй (𝑘 < 𝑛) є вбудовною у деяку 𝑛-вибiрку

ортогональних 𝑛-арних операцiй.

Це означає, що для будь-якої 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑛-арних опера-

цiй iснує доповнення до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй. Будь-

яка повна 𝑛-арна операцiя є вбудовною в деяку 𝑛-вибiрку ортогональних 𝑛-

арних операцiй. У бiнарному випадку задача знаходження ортогонального

доповнення зводиться до побудови ортогональної пари.

Теорема 1.11 (Г.Б. Бiлявська, Г.Л. Муллен [64]). 𝑛-арна операцiя

може бути вбудовною в ортогональну 𝑛-вибiрку операцiй тодi i тiльки

тодi, коли вона є повною.

Для довiльного 𝑖 ∈ 1, 𝑛 операцiя 𝑒𝑖 є повною. До того ж, 𝑛-арна опе-

рацiя 𝑓 є 𝑖-оборотною тодi i тiльки тодi, коли 𝑒1,. . . , 𝑒𝑖−1, 𝑓 , 𝑒𝑖+1,. . . , 𝑒𝑛

є ортогональними та є оборотною (квазiгруповою) тодi i тiльки тодi коли

цей набiр операцiй є ортогональним для довiльного 𝑖 ∈ 1, 𝑛 [20].

Означення 1.6 (А.С. Бектєнов, Т. Якубов [20]). Вибiрка 𝑛-арних опе-

рацiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 (𝑘 > 1) називається сильно ортогональною, якщо вибiрка

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 є ортогональною.

Це означає, що кожна iз операцiй сильно ортогональної вибiрки є ква-

зiгрупою. У бiнарному випадку ортогональнiсть квазiгруп та сильна орто-

гональнiсть квазiгруп збiгаються.

Означення 1.7 (Дж.Т. Етьєр, Г.Л. Муллен [80]). 𝑟-вибiрка 𝑛-кубiв

порядку 𝑚 називається сильно ортогональною, якщо вiдносно накладання

вiдповiдних 𝑗-пiдкубiв будь-яких 𝑗 гiперкубiв iз цiєї вибiрки, де 1 6 𝑗 6

min(𝑛, 𝑟), кожна впорядкована 𝑗-вибiрка зустрiчається точно один раз.
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У роботах В.Д. Бiлоусова [14] для бiнарного випадку та А.С. Бектєнова

i Т. Якубова [20] для арностi 𝑛 доведено, що 𝑛-вибiрка 𝑛-арних операцiй

𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 є ортогональною, якщо

(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝜙(𝑓1, . . . , 𝑓𝑛),

де 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є ортогональними 𝑛-арними операцiями i 𝜙 є пiдстановкою

множини 𝑄𝑛. Таким чином, ще одну 𝑛-вибiрку ортогональних 𝑛-арних

операцiй можна отримати за допомогою суперпозицiї Менгера двох 𝑛-

вибiрок ортогональних 𝑛-арних операцiй, оскiльки координатизуючi опе-

рацiї пiдстановки 𝜙 є ортогональними (див. означення 1.2).

Т. Iванс [29] запропонував метод побудови ортогональних латинських

гiперкубiв за допомогою двох вибiрок ортогональних латинських гiперкубiв

меншої розмiрностi, що на мовi операцiй означає:

Теорема 1.12. Нехай ℎ1, . . . , ℎℓ i 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘 є вибiрками ортогональних

ℓ-арних i 𝑘-арних квазiгруп на множинi {1, 2, . . . , 𝑛} i нехай 𝑛 = ℓ+𝑘−1.

Вибiрка 𝑛-арних операцiй 𝑓𝑖𝑗, 𝑖 = 1, . . . , ℓ, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, де

𝑓𝑖𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := ℎ𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥ℓ−1, 𝑔𝑗(𝑥ℓ, . . . , 𝑥𝑛)),

мiстить 𝑘ℓ𝑘−1 𝑛-вибiрок ортогональних 𝑛-арних квазiгруп.

М. Тренклер [66], для доведення iснування ортогональних латинських

гiперкубiв порядку 𝑛, 𝑛 ̸= 2, 6, використав метод побудови ортогональ-

них латинських гiперкубiв за допомогою двох ортогональних латинських

квадратiв. Сформулюємо тут його мовою операцiй.

Теорема 1.13 (М. Тренклер [66]). Нехай 𝑓 i ℎ є ортогональними бi-

нарними квазiгрупами. 𝑛-арнi операцiї 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, якi визначаються

рiвностями

𝑔𝑖(𝑥
𝑛
1) = 𝑓(𝑥1, 𝑓(𝑥2, . . . , 𝑓(𝑥𝑖−1, ℎ(𝑥𝑖, . . . , ℎ(𝑥𝑛−2, ℎ(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)) . . . )) . . . )),

є ортогональними квазiгрупами.

Г.Б. Бiлявська i Г.Л.Муллен [64] запропонували iнший пiдхiд до побу-

дови ортогональних операцiй, який не передбачає заданої вибiрки орто-
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гональних операцiй. Згiдно з їхнiм алгоритмом, кожна наступна опера-

цiя будується рекурсивно за допомогою нової операцiї та всiх попередньо

визначених операцiй.

Теорема 1.14 (Г.Б. Бiлявська, Г.Л. Муллен [64]). Нехай 𝑓𝑖 є (𝑛−𝑖+1)-

оборотною 𝑛-арною операцiєю для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑛. Рекурсивно визначена

вибiрка операцiй 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 за допомогою⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑔1(𝑥
𝑛
1) = 𝑓1(𝑥

𝑛
1),

𝑔2(𝑥
𝑛
1) = 𝑓2(𝑥

𝑛−1
1 , 𝑔1(𝑥

𝑛
1)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑔𝑖(𝑥
𝑛
1) = 𝑓𝑖−1(𝑥

𝑛−𝑖+1
1 , 𝑔1(𝑥

𝑛
1), . . . , 𝑔𝑖−1(𝑥

𝑛
1)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑔𝑛(𝑥
𝑛
1) = 𝑓𝑛(𝑥𝑛, 𝑔1(𝑥

𝑛
1), . . . , 𝑔𝑛−1(𝑥

𝑛
1)).

(1.7)

є ортогональною.

У роботi [93] описанi iншi можливi модифiкацiї цього алгоритму, якi

випливають iз блочного рекурсивного алгоритму, описаного в роздiлi 3. А

також авторами запропонований метод побудови (𝑛 + 1)-вибiрки ортого-

нальних 𝑛-арних операцiй.
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РОЗДIЛ 2

ОБОРОТНIСТЬ КОМПОЗИЦIЇ ДВОХ БАГАТОМIСНИХ

ОПЕРАЦIЙ

Для бiнарних операцiй умови оборотностi повторної композицiї

двох операцiй знайденi В.Д. Бiлоусовим [14], для 𝑛-арних операцiй,

якi є композицiєю двох 𝑛-арних операцiй, аналогiчнi умови знайденi

О.В. Юревич у [61]. Для знаходження аналогiчних умов для багатомiс-

них операцiй, якi розкладаються в повторну композицiю двох операцiй не

обов’язково однакової арностi, у цьому роздiлi вводиться поняття перпен-

дикулярностi, яке є узагальненням поняття ортогональностi для бiнарних

операцiй i є спецiальним видом ортогональностi багатомiсних операцiй.

2.1. Перпендикулярнiсть операцiй

2.1.1. Оборотнiсть композицiї двох багатомiсних операцiй

У бiнарному випадку теореми 1.1 i 1.2 спричинюють твердження:

𝑔 ⊕
𝑟

𝑠ℎ є оборотною ⇔ 𝑔⊥𝑟𝑠ℎ, 𝑔 ⊕
ℓ

𝑠ℎ є оборотною ⇔ 𝑔⊥ℓ𝑠ℎ.

Нехай 𝜏 є частковим iн’єктивним перетворенням множини 1, 𝑛 i нехай

Im 𝜏 позначає множину значень перетворення 𝜏 . Якщо 𝜏 є повним

перетворенням, то 𝜏 є перестановкою множини 1, 𝑛. Зазначимо, що 𝑎𝑢

позначає порожнiй символ, якщо 𝑢 є порожнiм, тобто якщо для деякого

𝑘 ∈ 1, 𝑛 𝑘𝜏 не iснує, то 𝑎𝑘𝜏 є порожнiм символом.

Нехай 𝑛-арна операцiя 𝑓 є композицiєю операцiй 𝑔 i ℎ. Тодi iснують

частковi iн’єктивнi перетворення 𝜏 i 𝜐 множини 1, 𝑛 такi, що (1.4) можна

подати у виглядi

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥1𝜏 , . . . , 𝑥(𝑚𝜏−1−1)𝜏 ,

ℎ(𝑥1𝜐, . . . , 𝑥𝑛𝜐), 𝑥(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑥𝑛𝜏), (2.1)
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де 𝑚 ∈ Im 𝜏 .

Введемо позначення

𝐽𝜏(𝑖) := |{1𝜏, . . . , 𝑖𝜏}|, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Визначимо поняття перпендикулярностi, яке є одним iз узагальнень

ортогональностi бiнарних операцiй, i узагальнює поняття 𝑖-ортогональностi

iз [61]. Для цього введемо допомiжне означення:

Означення 2.1. Нехай 𝜏 i 𝜐 є довiльними частковими iн’єктивними

перетвореннями множини 1, 𝑛 i Im 𝜏 ∪ Im 𝜐 = 1, 𝑛. Тодi пару бiнарних

операцiй називатимемо (𝜏, 𝜐)-вiдповiдними {𝑚; 𝑝}-ретрактами операцiй

𝑔 i ℎ, якщо вони визначаються термами, отриманими iз

𝑔(𝑥1𝜏 , . . . , 𝑥𝑛𝜏), ℎ(𝑥1𝜐, . . . , 𝑥𝑛𝜐)

таким чином: усi змiннi термiв замiнюються деякими елементами iз

𝑄, окрiм 𝑥𝑚 i 𝑥𝑝, де 𝑝 ̸= 𝑚; зокрема, якщо змiнна зустрiчається в обох

термах, то вона замiнюється тим самим елементом.

Означення 2.2. Нехай 𝜏 i 𝜐 є довiльними частковими iн’єктивними

перетвореннями множини 1, 𝑛, Im 𝜏 ∪ Im 𝜐 = 1, 𝑛 i 𝑚 ∈ (Im 𝜏 ∩ Im 𝜐).

Операцiї 𝑔 i ℎ називатимемо перпендикулярними типу (𝜏, 𝜐;𝑚), якщо для

всiх 𝑝 ∈ (Im 𝜏∩Im 𝜐)∖{𝑚} кожна пара (𝜏, 𝜐)-вiдповiдних {𝑚; 𝑝}-ретрактiв
є ортогональною.

Тип перпендикулярностi називається максимальним, якщо 𝜏 i 𝜐 є

повними перетвореннями, тобто обидвi операцiї мають однакову арнiсть.

Частинний випадок даного поняття, а саме коли 𝜏 = 𝜐 = 𝜄, розглянутий

О.В. Юревич у [61].

Нехай (2.1) є iстинною. Якщо 𝑖 ̸∈ Im 𝜏 ∪ Im 𝜐, тодi 𝑥𝑖𝜏 i 𝑥𝑖𝜐 є по-

рожнiми символами, то операцiя 𝑓 не може бути 𝑖-оборотною. Отже, для

знаходження критерiю 𝑖-оборотностi операцiї 𝑓 достатньо розглянути три

рiзнi випадки:

𝑖 ∈ Im 𝜏∖ Im 𝜐, 𝑖 ∈ Im 𝜐∖ Im 𝜏, 𝑖 ∈ (Im 𝜐 ∩ Im 𝜏)∖{𝑚}.
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Теорема 2.1. Нехай 𝜏 i 𝜐 є довiльними частковими iн’єктивними пе-

ретвореннями множини 1, 𝑛 i нехай (2.1) виконується. Нижче наведенi

твердження є iстинними:

1) якщо ℎ є 𝐽𝜐(𝑚)-оборотною та 𝑖 ∈ Im 𝜏∖ Im 𝜐, то 𝑖-оборотнiсть опе-

рацiї 𝑓 еквiвалентна 𝐽𝜏(𝑖)-оборотностi операцiї 𝑔;

2) якщо 𝑔 є 𝐽𝜏(𝑚)-оборотною та 𝑖 ∈ Im 𝜐∖ Im 𝜏 , то 𝑖-оборотнiсть опе-

рацiї 𝑓 еквiвалентна 𝐽𝜐(𝑖)-оборотностi операцiї ℎ;

3) якщо ℎ є 𝐽𝜐(𝑚)-оборотною та 𝑖 ∈ (Im 𝜏∩Im 𝜐)∖{𝑚}, то 𝑖-оборотнiсть
операцiї 𝑓 еквiвалентна ортогональностi (𝜏, 𝜐)-вiдповiдних {𝑚, 𝑖}-
ретрактiв операцiй 𝑔 i (𝐽𝜐(𝑚))ℎ, де (𝐽𝜐(𝑚))ℎ позначає 𝐽𝜐(𝑚)-дiлення опе-

рацiї ℎ.

Доведення. Нехай припущення п. 1) iстиннi. Оскiльки виконується

(2.1), то рiвняння (1.1) є еквiвалентним рiвнянню

𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑖𝜏−1−1)𝜏 , 𝑥, 𝑎(𝑖𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 ,

ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐), 𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏) = 𝑏 (2.2)

для 𝑖 < 𝑚 i рiвнянню

𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 , ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐),

𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎(𝑖𝜏−1−1)𝜏 , 𝑥, 𝑎(𝑖𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏) = 𝑏 (2.3)

для 𝑖 > 𝑚. 𝑖-оборотнiсть операцiї 𝑓 означає, що рiвняння (1.1) має єдиний

розв’язок. Операцiя ℎ є сюр’єктивною, оскiльки ℎ є 𝐽𝜐(𝑚)-оборотною.

Тому 𝑔 є 𝐽𝜏(𝑖)-оборотною.

Навпаки, нехай 𝑔 є 𝐽𝜏(𝑖)-оборотною для деякого 𝑖 ∈ Im 𝜏∖ Im 𝜐.

Покажемо, що (1.1) має єдиний розв’язок для всiх 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1,

𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏 ∈ 𝑄. Нехай 𝑖 < 𝑚. Якщо скомбiнувати 𝑖 ∈ Im 𝜏 , 𝑖 ̸∈ Im 𝜐,

(2.1), (1.1), то отримаємо рiвняння (2.2). Якщо ж 𝑖 > 𝑚, то, враховуючи

𝑖 ∈ Im 𝜏 , 𝑖 ̸∈ Im 𝜐, (2.1), (1.1), отримаємо рiвняння (2.3). Рiвняння (2.2)

i (2.3) мають єдиний розв’язок для всiх 𝑎1,. . . , 𝑎(𝑖𝜏−1−1)𝜏 , 𝑎(𝑖𝜏−1+1)𝜏 ,. . . , 𝑎𝑛,
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𝑏 ∈ 𝑄, тому що 𝑔 є 𝐽𝜏(𝑖)-оборотною. Це означає, що (1.1) має єдиний

розв’язок для всiх 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏 ∈ 𝑄, тому 𝑓 є 𝑖-оборотною.

Нехай припущення п. 2) є iстинними. Беручи до уваги (2.1), рiвняння

(1.1) є еквiвалентним рiвнянню

𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 , ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥,

𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐), 𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏) = 𝑏. (2.4)

Позначимо

𝛽𝑖(𝑥) := 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝛾𝑚(𝑥) := 𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 , 𝑥, 𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏), 𝑚 = 1, . . . , 𝑛,

𝛿𝑖(𝑥) := ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Тодi (2.4) має вигляд: 𝛽𝑖 = 𝛾𝑚𝛿𝑖. Оскiльки 𝛾𝑚 є пiдстановкою, то перет-

ворення 𝛽𝑖 i 𝛿𝑖 є пiдстановками одночасно, тобто 𝛽𝑖 є пiдстановкою тодi i

тiльки тодi, коли 𝛿𝑖 є пiдстановкою. Це означає, що 𝑖-оборотнiсть операцiї

𝑓 є еквiвалентною 𝐽𝜐(𝑖)-оборотностi операцiї ℎ.

Нехай припущення п. 3) є iстинними. Розглянемо випадок 𝑖 < 𝑚. Тодi

рiвняння (1.1) є еквiвалентним рiвнянню

𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑖𝜏−1−1)𝜏 , 𝑥, 𝑎(𝑖𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 , ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐,

𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐), 𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏) = 𝑏. (2.5)

Введемо позначення:

ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐) =: 𝑦. (2.6)

Оскiльки ℎ є 𝐽𝜐(𝑚)-оборотною, тодi (𝐽𝜐(𝑚))ℎ iснує, тому (2.6) i

𝐽𝜐(𝑚)ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . ,

𝑎(𝑚𝜐−1−1)𝜐, 𝑦, 𝑎(𝑚𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐) = 𝑎𝑚

є еквiвалентними. Таким чином, однозначнiсть розв’язку рiвняння (2.5)
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еквiвалентне однозначностi розв’язку системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝐽𝜐(𝑚))ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . ,

𝑎(𝑚𝜐−1−1)𝜐, 𝑦, 𝑎(𝑚𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐) = 𝑎𝑚,

𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑖𝜏−1−1)𝜏 , 𝑥, 𝑎(𝑖𝜏−1+1)𝜏 , . . . ,

𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 , 𝑦, 𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏) = 𝑏,

яка означає ортогональнiсть (𝜏, 𝜐)-вiдповiдних {𝑚, 𝑖}-ретрактiв операцiй 𝑔

i (𝐽𝜐(𝑚))ℎ.

Розглянемо випадок 𝑖 > 𝑚. Тодi рiвняння (1.1) є еквiвалентним рiв-

нянню

𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 , ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐),

𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎(𝑖𝜏−1−1)𝜏 , 𝑥, 𝑎(𝑖𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏) = 𝑏.

(2.7)

Враховуючи 𝐽𝜐(𝑚)-оборотнiсть операцiї ℎ i позначення (2.6), випишемо
(𝐽𝜐(𝑚))ℎ:

(𝐽𝜐(𝑚))ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑚𝜐−1−1)𝜐, 𝑦, 𝑎(𝑚𝜐−1+1)𝜐, . . . ,

𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐) = 𝑎𝑚.

Таким чином, однозначнiсть розв’язку рiвняння (2.7) є еквiвалентним

однозначностi розв’язку системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝐽𝜐(𝑚))ℎ(𝑎1𝜐, . . . , 𝑎(𝑚𝜐−1−1)𝜐, 𝑦, 𝑎(𝑚𝜐−1+1)𝜐, . . . ,

𝑎(𝑖𝜐−1−1)𝜐, 𝑥, 𝑎(𝑖𝜐−1+1)𝜐, . . . , 𝑎𝑛𝜐) = 𝑎𝑚,

𝑔(𝑎1𝜏 , . . . , 𝑎(𝑚𝜏−1−1)𝜏 , 𝑦, 𝑎(𝑚𝜏−1+1)𝜏 , . . . ,

𝑎(𝑖𝜏−1−1)𝜏 , 𝑥, 𝑎(𝑖𝜏−1+1)𝜏 , . . . , 𝑎𝑛𝜏) = 𝑏,

яка означає ортогональнiсть (𝜏, 𝜐)-вiдповiдних {𝑚, 𝑖}-ретрактiв операцiй 𝑔

i (𝐽𝜐(𝑚))ℎ. 2

Наслiдок 2.1. Нехай 𝜏 i 𝜐 є частковими iн’єктивними перетво-

реннями множини 1, 𝑛, 𝑔 i ℎ є оборотними операцiями i (2.1) вико-

нується. Тодi оборотнiсть операцiї 𝑓 рiвносильна перпендикулярностi

типу (𝜏, 𝜐;𝑚) операцiй 𝑔 i (𝐽𝜐(𝑚))ℎ.
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Доведення. Оскiльки 𝑔 i ℎ є оборотними операцiями, то згiдно iз п. 1)

i п. 2) теореми 2.1 операцiя 𝑓 є 𝑖-оборотною для всiх 𝑖 ∈ (Im 𝜏∖ Im 𝜐) ∪
(Im 𝜐∖ Im 𝜏). Таким чином, оборотнiсть операцiї 𝑓 є еквiвалентною пер-

пендикулярностi типу (𝜏, 𝜐;𝑚) операцiй 𝑔 i (𝐽𝜐(𝑚))ℎ. 2

Поняття ортогональностi та перпендикулярностi типiв (𝜄, 𝜄; 1) i (𝜄, 𝜄; 2)

збiгаються у бiнарному випадку. Отже, теорема 2.1 спричинює теорему 1.1,

теорему 1.2, теорему 2 iз [41] i наслiдок 1 iз [63].

2.1.2. Перпендикулярнiсть центральних квазiгруп

У цьому пiдроздiлi розглянемо деякi питання щодо перпендикулярностi

лiнiйних операцiй над абелевою групою. З цiєю метою наведемо теорему

2.2, теорему 2.3 i наслiдок 2.3, якi належать Ф.М. Сохацькому [82].

Нехай 𝜏 є довiльним частковим перетворенням множини 1, 𝑛. Якщо

|{1𝜏, . . . , 𝑛𝜏}|-арна квазiгрупа 𝑓 є лiнiйною на групi (𝑄; +), то вiдповiдно

до (1.5) вона має розклад:

𝑔(𝑥1𝜏 , . . . , 𝑥𝑛𝜏) = 𝛼1𝜏𝑥1𝜏 + · · ·+ 𝛼𝑛𝜏𝑥𝑛𝜏 + 𝑎, (2.8)

де 𝑎 ∈ 𝑄 i 𝛼1𝜏 , . . . , 𝛼𝑛𝜏 є автоморфiзмами групи (𝑄; +), але якщо 𝑖𝜏 не

iснує, тодi 𝛼𝑖𝜏𝑥𝑖𝜏 позначає порожнiй символ.

Теорема 2.2 (Ф.М. Сохацький, I.В. Фриз [82]). Нехай (𝑄; +) є групою

i 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 є її автоморфiзмами. Система⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼𝑥+ 𝛽𝑦 = 𝑎,

𝛾𝑥+ 𝛿𝑦 = 𝑏

(2.9)

має єдиний розв’язок для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 тодi i тiльки тодi, коли −𝛾−1𝛿 +

𝛼−1𝛽 (або 𝛽−1𝛼− 𝛿−1𝛾) є пiдстановкою множини 𝑄.

Наслiдок 2.2 (Г.Л. Муллен, В.О. Щербаков [65]). Нехай (𝑄; +) є

абелевою групою i 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 є її автоморфiзмами. Тодi система (2.9) має
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єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝛼−1𝛽 − 𝛾−1𝛿 є автоморфiзмом

групи (𝑄; +).

Теорема 2.3 (Ф.М. Сохацький, I.В. Фриз [82]). Нехай 𝑓 , 𝑔, ℎ є

лiнiйними квазiгрупами над абелевою групою (𝑄; +), якi визначаються

рiвностями (2.1), (2.8), i

ℎ(𝑥1𝜐, . . . , 𝑥𝑛𝜐) := 𝛽1𝜐𝑥1𝜐 + · · ·+ 𝛽𝑛𝜐𝑥𝑛𝜐 + 𝑐. (2.10)

Операцiя 𝑓 є оборотною тодi i тiльки тодi, коли для кожного 𝑝 ∈ (Im 𝜐∩
Im 𝜏)∖{𝑚} перетворення 𝛼𝑝 + 𝛼𝑚𝛽𝑝 є автоморфiзмом групи (𝑄; +).

Наслiдок 2.3 (Ф.М. Сохацький, I.В. Фриз [82]). Нехай в умовах

теореми 2.3 (𝑄; +) є адитивною групою лишкiв за модулем 𝑠. Операцiя

𝑓 оборотна тодi i тiльки тодi, коли число 𝛼𝑝 + 𝛼𝑚𝛽𝑝 є взаємно простим

iз 𝑠 для всiх 𝑝 ∈ (Im 𝜐 ∩ Im 𝜏)∖{𝑚}.

Доведемо теорему, яка дає вiдповiдь на питання: коли центральна ква-

зiгрупа є перпендикулярною до одного iз компонентiв свого розкладу?

Теорема 2.4. Нехай (𝑄; +) є абелевою групою, квазiгрупова операцiя

𝑓 i лiнiйнi квазiгрупи 𝑔 i ℎ визначаються рiвностями (2.1), (2.8) i (2.10)

вiдповiдно. Операцiя 𝑓 є перпендикулярною типу (𝜄, 𝜏 ;𝑚) до операцiї 𝑔

тодi i тiльки тодi, коли нижче наведенi умови є iстинними:

1) вiдображення 𝛼𝑝+𝛼𝑚(𝜄−𝛽𝑚)
−1𝛽𝑝 i 𝛼𝑝+𝛼𝑚𝛽𝑝 є автоморфiзмами групи

(𝑄; +) для всiх 𝑝 ∈ (Im 𝜐 ∩ Im 𝜏)∖{𝑚};

2) вiдображення 𝜄 − 𝛽𝑚 є автоморфiзмом групи (𝑄; +) для всiх 𝑝 ∈
Im 𝜏∖ Im 𝜐.

Доведення. Операцiя 𝑓 є лiнiйною над абелевою групою (𝑄; +). Щоб

записати вигляд операцiї 𝑓 пiдставимо у рiвнiсть (2.1) рiвностi (2.8) i (2.10):

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝛼1𝜏𝑥1𝜏 + · · ·+ 𝛼(𝑚𝜏−1−1)𝜏𝑥(𝑚𝜏−1−1)𝜏+

+𝛼𝑚(𝛽1𝜐𝑥1𝜐 + · · ·+ 𝛽𝑛𝜐𝑥𝑛𝜐 + 𝑐)+

+𝛼(𝑚𝜏−1+1)𝜏𝑥(𝑚𝜏−1+1)𝜏 + · · ·+ 𝛼𝑛𝜏𝑥𝑛𝜏 + 𝑎.
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За теоремою 2.3 оборотнiсть операцiї 𝑓 означає, що перетворення 𝛼𝑝+𝛼𝑚𝛽𝑝

є автоморфiзмом групи (𝑄; +) для всiх 𝑝 ∈ (Im 𝜐 ∩ Im 𝜏)∖{𝑚}.
Розглянемо перпендикулярнiсть операцiй 𝑓 i 𝑔 типу (𝜄, 𝜏 ;𝑚), де 𝜄 є

перетворенням, що вiдповiдає операцiї 𝑔, оскiльки множиною iндексiв опе-

рацiї 𝑓 є множина Im 𝜏 ∩ Im 𝜐 = 1, 𝑛. Однiєю з умов перпендикулярностi

операцiй 𝑓 i 𝑔 є однозначнiсть розв’язку системи⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼𝑚𝛽𝑚𝑦 + (𝛼𝑚𝛽𝑝 + 𝛼𝑝)𝑥 = 𝑐0,

𝛼𝑚𝑦 + 𝛼𝑝𝑥 = 𝑑0

(2.11)

для всiх 𝑝 ∈ (Im 𝜏 ∩ Im 𝜐)∖{𝑚} та довiльних елементiв 𝑐0 i 𝑑0 iз 𝑄. Згiдно

з наслiдком 2.2, ця система має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

перетворення −𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝+(𝛼𝑚𝛽𝑚)

−1(𝛼𝑚𝛽𝑝+𝛼𝑝) є автоморфiзмом (𝑄; +). Пе-

ретворення 𝛼𝑝 + 𝛼𝑚(𝜄 − 𝛽𝑚)
−1𝛽𝑝 є автоморфiзмом групи (𝑄; +) для всiх

𝑝 ∈ (Im 𝜏 ∩ Im 𝜐)∖{𝑚}, оскiльки

−𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 + (𝛼𝑚𝛽𝑚)

−1(𝛼𝑚𝛽𝑝 + 𝛼𝑝) =

= −𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 + 𝛽−1

𝑚 𝛼−1
𝑚 𝛼𝑚𝛽𝑝 + 𝛽−1

𝑚 𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 =

= −𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 + 𝛽−1

𝑚 𝛽𝑝 + 𝛽−1
𝑚 𝛼−1

𝑚 𝛼𝑝 = (𝛽−1
𝑚 − 𝜄)𝛼−1

𝑚 𝛼𝑝 + 𝛽−1
𝑚 𝛽𝑝 =

= 𝛽−1
𝑚 𝛽𝑚

(︀
(𝛽−1

𝑚 − 𝜄)𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 + 𝛽−1

𝑚 𝛽𝑝
)︀
= 𝛽−1

𝑚

(︀
(𝜄− 𝛽𝑚)𝛼

−1
𝑚 𝛼𝑝 + 𝛽𝑝

)︀
i

(𝜄− 𝛽𝑚)𝛼
−1
𝑚 𝛼𝑝 + 𝛽𝑝 = (𝜄− 𝛽𝑚)𝛼

−1
𝑚

(︀
𝛼𝑝 + 𝛼𝑚(𝜄− 𝛽𝑚)

−1𝛽𝑝
)︀
.

Таким чином, операцiя 𝑓 перпендикулярна типу (𝜄, 𝜏 ;𝑚) до 𝑔 тодi i

тiльки тодi, коли перетворення 𝛼𝑝+𝛼𝑚(𝜄− 𝛽𝑚)
−1𝛽𝑝 i 𝛼𝑝 +𝛼𝑚𝛽𝑝 є автомор-

фiзмами групи (𝑄; +) одночасно для всiх 𝑝 ∈ (Im 𝜏 ∩ Im 𝜐)∖{𝑚}.
Iншою умовою перпендикулярностi операцiй 𝑓 i 𝑔 типу (𝜄, 𝜏 ;𝑚) є

однозначнiсть розв’язку системи⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼𝑚𝛽𝑚𝑦 + 𝛼𝑝𝑥 = 𝑐0,

𝛼𝑚𝑦 + 𝛼𝑝𝑥 = 𝑑0

для всiх 𝑝 ∈ Im 𝜏∖ Im 𝜐. Ця система має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi,

коли перетворення −𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 + (𝛼𝑚𝛽𝑚)

−1𝛼𝑝 є автоморфiзмом групи (𝑄; +).
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Перетворення 𝜄−𝛽𝑚 є автоморфiзмом (𝑄; +) також для всiх 𝑝 ∈ Im 𝜏∖ Im 𝜐,

оскiльки

−𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 + (𝛼𝑚𝛽𝑚)

−1𝛼𝑝 = −𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 + 𝛽−1

𝑚 𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝 = 𝛽−1

𝑚 (𝜄− 𝛽𝑚)𝛼
−1
𝑚 𝛼𝑝.

Якщо 𝑝 ∈ Im 𝜐∖ Im 𝜏 , тодi система (2.11) має вигляд⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼𝑚𝛽𝑚𝑦 + 𝛼𝑝𝑥 = 𝑐0,

𝛼𝑚𝑦 = 𝑑0.

Ця система має єдиний розв’язок, але оскiльки операцiя 𝑔 не має {𝑚; 𝑝}-
ретракту, то 𝑓 i 𝑔 не є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜏 ;𝑚). 2

2.1.3. Перпендикулярнiсть гiперкубiв

Нехай 𝜌 є довiльним частковим iн’єктивним перетворенням множини

1, 𝑛. Якщо 𝑖𝜌 є порожнiм символом, то у вiдповiдному гiперкубi у напрямку

𝑖𝜌 усi зрiзи порожнi.

Означення 2.3. Квадрат називатимемо {𝑚, 𝑝}-зрiзом гiперкуба 𝐻,

якщо вiн отриманий iз 𝐻 фiксуванням усiх координат, крiм 𝑚 i 𝑝.

Кожнiй парi перпендикулярних операцiй є вiдповiдною пара перпенди-

кулярних гiперкубiв того ж самого типу. Переформулюємо означення 2.2

мовою гiперкубiв.

Означення 2.4. Два гiперкуби 𝐻1 i 𝐻2 називатимемо перпендику-

лярними типу (𝜏, 𝜐;𝑚), якщо для всiх 𝑝 ∈
(︀
Im 𝜐∩ Im 𝜏

)︀
∖{𝑚} кожна пара

{𝑚, 𝑝}-зрiзiв гiперкубiв 𝐻1 i 𝐻2 є ортогональною.

Зауважмо, що один i той же куб можна представити трьома способами:

за допомогою {1, 2}-зрiзiв, {1, 3}-зрiзiв або {2, 3}-зрiзiв.

Приклад 2.1. Операцiї 𝑓1 i 𝑓2, якi визначенi на 𝑍5 рiвностями

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) := 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 i 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) := 2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3,

є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1).
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Дiйсно, вiдповiдно до наслiдку 2.3, оскiльки числа 1+3 = 4, 1+1 ·1 = 2

є взаємнопростими iз 5, то 𝑓1 i 𝑓2 перпендикулярнi типу (𝜄, 𝜄; 1).

Оскiльки перпендикулярнiсть має тип (𝜄, 𝜄; 1), то щоб проiлюструвати

перпендикулярнiсть вiдповiдних кубiв обираємо тi типи зрiзiв, якi мiстять

номер змiнної iз типу заданої перпендикулярностi, тобто {1, 2}-зрiзи i

{1, 3}-зрiзи.
Зобразимо куб 𝐻1 за допомогою {1, 2}-зрiзiв:

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

Зобразимо куб 𝐻2 за допомогою {1, 2}-зрiзiв:

0 3 1 4 2

2 0 3 1 4

4 2 0 3 1

1 4 2 0 3

3 1 4 2 0

1 4 2 0 3

3 1 4 2 0

0 3 1 4 2

2 0 3 1 4

4 2 0 3 1

2 0 3 1 4

4 2 0 3 1

1 4 2 0 3

3 1 4 2 0

0 3 1 4 2

3 1 4 2 0

0 3 1 4 2

2 0 3 1 4

4 2 0 3 1

1 4 2 0 3

4 2 0 3 1

1 4 2 0 3

3 1 4 2 0

0 3 1 4 2

2 0 3 1 4
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Накладемо вiдповiднi {1, 2}-зрiзи кубiв 𝐻1 i 𝐻2:

00 13 21 34 42

12 20 33 41 04

24 32 40 03 11

31 44 02 10 23

43 01 14 22 30

11 24 32 40 03

23 31 44 02 10

30 43 01 14 22

42 00 13 21 34

04 12 20 33 41

22 30 43 01 14

34 42 00 13 21

41 04 12 20 33

03 11 24 32 40

10 23 31 44 02

33 41 04 12 20

40 03 11 24 32

02 10 23 31 44

14 22 30 43 01

21 34 42 00 13

44 02 10 23 31

01 14 22 30 43

13 21 34 42 00

20 33 41 04 12

32 40 03 11 24

Оскiльки у кожному з утворених вiдносно накладання квадратiв кожна
пара має точно одну появу, то це означає ортогональнiсть вiдповiдних
{1, 2}-зрiзiв кубiв 𝐻1 i 𝐻2.

Зобразимо куб 𝐻1 за допомогою {1, 3}-зрiзiв:

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

Зобразимо куб 𝐻2 за допомогою {1, 3}-зрiзiв:

0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

3 4 0 1 2

0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3
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4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

0 1 2 3 4

Накладемо вiдповiднi {1, 3}-зрiз кубiв 𝐻1 i 𝐻2:

00 11 22 33 44

12 23 34 40 01

24 30 41 02 13

31 42 03 14 20

43 04 10 21 32

13 24 30 41 02

20 31 42 03 14

32 43 04 10 21

40 00 11 22 33

01 12 23 34 40

21 32 43 04 10

33 44 00 11 22

40 01 12 23 34

02 13 24 30 41

14 20 31 42 03

34 40 01 12 23

41 02 13 24 30

03 14 20 31 42

10 21 32 43 04

22 33 44 00 11

42 03 14 20 31

04 10 21 32 43

11 22 33 44 00

23 34 40 01 12

30 41 02 13 24

Отже, вiдповiднi {1, 3}-зрiзи кубiв 𝐻1 i 𝐻2 є також ортогональними.

Таким чином, за означенням 2.4 куби 𝐻1 i 𝐻2 є перпендикулярними

типу (𝜄; 𝜄; 1).

Приклад 2.2. Операцiї 𝑓1 i 𝑓2, якi визначенi на 𝑍5 рiвностями

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) := 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, 𝑓2(𝑥1, 𝑥3) := 2𝑥1 + 𝑥3,

є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜐; 1), де 2𝜐 є порожнiм символом.

З термiв, що вiдповiдають операцiям 𝑓1 i 𝑓2, очевидно, що 𝜏 = 𝜄 i 1𝜐 = 1,

3𝜐 = 3. Оскiльки 1 + 1 · 1 = 2 є взаємно простим iз 5, то вiдповiдно до

наслiдку 2.3 операцiї 𝑓1 та 𝑓2 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜐; 1).

Щоб проiлюструвати перпендикулярнiсть вiдповiдних гiперкубiв,

представимо їх {1, 3}-зрiзами, оскiльки тип перпендикулярностi є (𝜄, 𝜐; 1).

Iнших вiдповiдних зрiзiв не iснує. Квадрат 𝐻2, що є вiдповiдним операцiї

𝑓2 має вигляд:
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0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

Куб 𝐻1, який вiдповiдає операцiї 𝑓1, подамо за допомогою {1, 3}-зрiзiв:

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

Зазначимо, що кожного разу, фiксуючи 𝑥2 у операцiї 𝑓1, ми отримуємо

той самий квадрат 𝐻2, тому розглянемо накладання цього квадрата на

кожен iз {1, 3}-зрiзiв куба 𝐻1.

00 11 22 33 44

12 23 34 40 01

24 30 41 02 13

31 42 03 14 20

43 04 10 21 32

10 21 32 43 04

22 33 44 00 11

34 40 01 12 23

41 02 13 24 30

03 14 20 31 42

20 31 42 03 14

32 43 04 10 21

44 00 11 22 33

01 12 23 34 40

13 24 30 41 02

30 41 02 13 24

42 03 14 20 31

04 10 21 32 43

11 22 33 44 00

23 34 40 01 12

40 01 12 23 34

02 13 24 30 41

14 20 31 42 03

21 32 43 04 10

33 44 00 11 22

Таким чином, вiдповiднi {1, 3}-зрiзи куба 𝐻1 i квадрата 𝐻2 є ортого-

нальними, тому 𝑓1 i 𝑓2 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜐; 1). До того ж 𝑓1 i 𝑓2
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є перпендикулярними також типу (𝜄, 𝜐; 3), оскiльки вiдповiдних ретрактiв

є лише одна пара.

2.2. Зв’язок мiж ортогональнiстю i перпендикулярнiстю

У цьому пiдроздiлi розглянемо взаємозв’язок мiж поняттями орто-

гональностi i перпендикулярностi. З цiєю метою припустимо, що 𝜏

i 𝜐 є повними iн’єктивними перетвореннями множини 1, 𝑛, тобто є її

перестановками. Нехай 𝑔 i ℎ є перпендикулярними типу (𝜏, 𝜐;𝑚). Оскi-

льки кожна змiнна у термi характеризується мiсцем, на якому вона

знаходиться, то перепозначивши iндекси змiнних, вiдповiдно до порядку

їхнього знаходження у термi 𝑔(𝑥1𝜏 , . . . , 𝑥𝑛𝜏) (тобто дiємо на iндекси переста-

новкою 𝜏−1), отримуємо перетворення 𝜄 i 𝜏−1𝜐. Це означає, що тип перпен-

дикулярностi має вигляд (𝜄, 𝜎;𝑚), де 𝜎 є деякою перестановкою множини

1, 𝑛, 𝜄 – її тотожне перетворення.

Якщо 𝑔 є перпендикулярною до ℎ типу (𝜄, 𝜎;𝑚), то 𝑔 є перпендикуляр-

ною до 𝜎−1

ℎ типу (𝜄, 𝜄;𝑚), до того ж 𝜎 у своєму розкладi не мiстить циклу

(𝑚 𝑖), 𝑖 ∈ 1, 𝑛/{𝑚}. Справдi, за означенням 2.2 з перпендикулярностi 𝑔 i ℎ

тиму (𝜄, 𝜎;𝑚) випливає, що для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 i 𝑖 ∈ 1, 𝑛/{𝑚} система⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1, 𝑥𝑚, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑦𝑖, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎,

𝑔(𝑎1𝜎, . . . , 𝑎(𝑚−1)𝜎, 𝑥𝑚𝜎, 𝑎(𝑚+1)𝜎, . . . , 𝑎(𝑖−1)𝜎, 𝑦𝑖𝜎, 𝑎(𝑖+1)𝜎, . . . , 𝑎𝑛𝜎) = 𝑏

має єдиний розв’язок. Використовуючи (1.3), отримуємо рiвносильну

систему⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1, 𝑥𝑚, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑦𝑖, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎,

𝜎−1

𝑔(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1, 𝑥𝑚, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑦𝑖, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏.

Отже, достатньо розглянути випадок 𝜏 = 𝜐 = 𝜄.

Твердження 2.1. Якщо двi скiнченнi операцiї є перпендикулярними

типу (𝜄, 𝜄;𝑚), то вони є ортогональними.
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Доведення. Нехай 𝑛-арнi операцiї 𝑓 i 𝑔 є визначеними на скiнченнiй

множинi 𝑄, 𝑘 := |𝑄| i припустимо 𝑓 i 𝑔 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄;𝑚),

тобто система⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1, 𝑥, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑝−1, 𝑦, 𝑎𝑝+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎,

𝑔(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1, 𝑥, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑝−1, 𝑦, 𝑎𝑝+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏

має єдиний розв’язок для кожної пари (𝑎; 𝑏) ∈ 𝑄2 i довiльної послiдовностi

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑝−1, 𝑎𝑝+1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑄𝑛−1. Система⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎,

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏

має 𝑘𝑛−1 розв’язкiв, оскiльки для кожної пари (𝑎; 𝑏) iснує точно |𝑄𝑛−1| =
𝑘𝑛−1 рiзних послiдовностей. Це означає, що операцiї 𝑓 i 𝑔 є ортогональними

згiдно означення 1.1. 2

Обернене твердження є неправильним. Щоб пiдтвердити це наведемо

такий приклад.

Приклад 2.3. Операцiї 𝑓 i 𝑔, якi визначенi рiвностями

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3, 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

на 𝑍6, є ортогональними, але не є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1).

Доведення. Операцiя 𝑔 є оборотною, але 𝑓 не є 2- i 3-оборотною, оскi-

льки 2 i 3 не є взаємнопростими iз 6. Розглянемо вiдповiднi куби 𝐻𝑓 i

𝐻𝑔.

Зобразимо куб 𝐻𝑓 за допомогою {1, 2}-зрiзiв:

0 1 2 3 4 5

3 4 5 0 1 2

0 1 2 3 4 5

3 4 5 0 1 2

0 1 2 3 4 5

3 4 5 0 1 2

2 3 4 5 0 1

5 0 1 2 3 4

2 3 4 5 0 1

5 0 1 2 3 4

2 3 4 5 0 1

5 0 1 2 3 4

4 5 0 1 2 3

1 2 3 4 5 0

4 5 0 1 2 3

1 2 3 4 5 0

4 5 0 1 2 3

1 2 3 4 5 0
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0 1 2 3 4 5

3 4 5 0 1 2

0 1 2 3 4 5

3 4 5 0 1 2

0 1 2 3 4 5

3 4 5 0 1 2

2 3 4 5 0 1

5 0 1 2 3 4

2 3 4 5 0 1

5 0 1 2 3 4

2 3 4 5 0 1

5 0 1 2 3 4

4 5 0 1 2 3

1 2 3 4 5 0

4 5 0 1 2 3

1 2 3 4 5 0

4 5 0 1 2 3

1 2 3 4 5 0

Зобразимо куб 𝐻𝑔 за допомогою {1, 2}-зрiзiв:

0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 0

2 3 4 5 0 1

3 4 5 0 1 2

4 5 0 1 2 3

5 0 1 2 3 4

1 2 3 4 5 0

2 3 4 5 0 1

3 4 5 0 1 2

4 5 0 1 2 3

5 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5

2 3 4 5 0 1

3 4 5 0 1 2

4 5 0 1 2 3

5 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 0

3 4 5 0 1 2

4 5 0 1 2 3

5 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 0

2 3 4 5 0 1

4 5 0 1 2 3

5 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 0

2 3 4 5 0 1

3 4 5 0 1 2

5 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 0

2 3 4 5 0 1

3 4 5 0 1 2

4 5 0 1 2 3

Накладемо вiдповiднi {1, 2}-зрiзи кубiв 𝐻𝑓 i 𝐻𝑔:

00 11 22 33 44 55

31 42 53 04 15 20

02 13 24 35 40 51

33 44 55 00 11 22

04 15 20 31 42 53

35 40 51 02 13 24

21 32 43 54 05 10

52 03 14 25 30 41

23 34 45 50 01 12

54 05 10 21 32 43

25 30 41 52 03 14

50 01 12 23 34 45

42 53 04 15 20 31

13 24 35 40 51 02

44 55 00 11 22 33

15 20 31 42 53 04

40 51 02 13 24 35

11 22 33 44 55 00

03 14 25 30 41 52

34 45 50 01 12 23

05 10 21 32 43 54

30 41 52 03 14 25

01 12 23 34 45 50

32 43 54 05 10 21

24 35 40 51 02 13

55 00 11 22 33 44

20 31 42 53 04 15

51 02 13 24 35 40

22 33 44 55 00 11

53 04 15 20 31 42

45 50 01 12 23 34

10 21 32 43 54 05

41 52 03 14 25 30

12 23 34 45 50 01

43 54 05 10 21 32

14 25 30 41 52 03
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Оскiльки в результатi накладання {1, 2}-зрiзiв кубiв 𝐻𝑓 i 𝐻𝑔, кожен з

утворених квадратiв мiстить однаковi пари, то цi куби не є перпендику-

лярними типу (𝜄, 𝜄; 1). Однак, вони ортогональнi згiдно з означенням 1.4,

оскiльки кожна пара зустрiчається шiсть разiв. 2

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi введено нове поняття перпендикулярнiсть як одне iз

узагальнень ортогональностi бiнарних операцiй i описано взаємозв’язки

мiж оборотнiстю повторної композицiї двох квазiгруп рiзних арностей i

перпендикулярнiстю компонентiв цiєї композицiї.

Основнi результати роздiлу:

1) знайдено критерiй оборотностi композицiї двох багатомiсних операцiй,

якi мають рiзну арнiсть;

2) знайдено умови, коли центральна квазiгрупа є перпендикулярною до

одного iз компонентiв свого розкладу;

3) описано поняття перпендикулярностi мовою гiперкубiв;

4) доведено, що для максимального типу перпендикулярнiсть спричинює

ортогональнiсть i показано, що обернене твердження не є iстинним.

Результати цього роздiлу опублiкованi у [78] i [82].
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РОЗДIЛ 3

АЛГОРИТМИ ПОБУДОВИ ОРТОГОНАЛЬНИХ ОПЕРАЦIЙ

У цьому роздiлi розглянемо один iз методiв побудови ортогональних

операцiй, а саме – узагальнення методу визначення рекурсивних похiдних

функцiй, якi пов’язанi з рекурсивними МДР-кодами, як показано в [53].

Пiзнiше ця iдея була розвинута Г.Б. Бiлявською та Г.Л. Мулленом у

[64]. Запропонований ними алгоритм побудови ортогональних операцiй є

одним iз тривiальних рекурсивних алгоритмiв, iншi тривiальнi рекурсивнi

алгоритми описали С. Марковський та А. Мiлева в [93]. Вiдповiдно до

тривiальної рекурсiї, кожна наступна операцiя будується iз нової операцiї

i всiх попередньо побудованих операцiй.

У цьому роздiлi розглядаємо та доводимо блочний рекурсивний

алгоритм побудови ортогональних операцiй, який є узагальненням

тривiального рекурсивного алгоритму, одним iз параметрiв якого є роз-

биття множини iндексiв у блоки. Вiдповiдно до блочної рекурсiї, кожний

наступний блок операцiй будується iз блоку нових операцiй i всiх блокiв

операцiй побудованих до цього. Як iнструмент для побудови ортогональ-

них операцiй вводиться нове поняття ретрактної ортогональностi.

3.1. Ретрактна ортогональнiсть

Деякi проблеми щодо ортогональностi 𝑛-арних операцiй не мають

аналогiв у бiнарному випадку, зокрема серед них є важливою проблема

ортогональностi ретрактiв вибiрки операцiй. Саме цьому питанню i при-

свячений цей пiдроздiл.

Зазначимо, що В.Д. Бiлоусов у роботi [18, c. 9] описав метод отримання

одних квазiгруп iз iнших фiксуванням деяких змiнних елементами iз

носiя i назвав цю дiю ретракцiєю. Г.Б. Бiлявська i Г.Л. Муллен у [67]
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конкретизували поняття ретракту операцiї таким чином: нехай

𝑎̄ = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑗; 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖𝑗) ∈ I𝑗,

де

I𝑗 =
{︀
(𝑖1, . . . , 𝑖𝑗; 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖𝑗)|{𝑖1, . . . , 𝑖𝑗} ⊆ 1, 𝑛, (𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑄𝑗

}︀
.

(𝑛 − 𝑗)-арна операцiя 𝑓𝑎̄ називається (𝑛 − 𝑗)-ретрактом 𝑛-арної операцiї

𝑓 , якщо у вiдповiдному термi змiннi з iндексами iз множини {𝑖1, . . . , 𝑖𝑗}
фiксуються елементами iз послiдовностi (𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖𝑗), тобто визначається

вибiркою 𝑎̄ ∈ I𝑗.

Означуючи таким чином поняття ретракту його параметром є множина

iндексiв зафiксованих змiнних, тобто {𝑖1, . . . , 𝑖𝑗}.
У цiй роботi використовуємо iнший пiдхiд до визначення ретракту, а

саме параметром є множина iндексiв незафiксованих змiнних.

Нехай 𝑓 є 𝑛-арною операцiєю, яка визначена на множинi 𝑄, i нехай

𝛿 := {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊆ 1, 𝑛, {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛−𝑘} := 1, 𝑛 ∖𝛿, (3.1)

𝑎̄ := (𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑛−𝑘
) ∈ 𝑄𝑛−𝑘.

Операцiя 𝑓(𝑎̄,𝛿), яка визначається рiвнiстю

𝑓(𝑎̄,𝛿)(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) := 𝑓(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),

де 𝑦𝑖 :=

{︃
𝑥𝑖, якщо 𝑖 ∈ 𝛿,

𝑎𝑖, якщо 𝑖 ̸∈ 𝛿
, називається (𝑎̄, 𝛿)-ретрактом або 𝛿-ретрактом

операцiї 𝑓 .

Множина всiх iндексiв змiнних 𝑥 у цiй системi є множиною 𝛿.

Розбиття множини iндексiв змiнних лежить в основi блочного рекур-

сивного алгоритму побудови ортогональних операцiй, який викладено в

пiдроздiлi 3.2, а кожен iз блокiв розбиття означає, що вiдповiднi ретракти

деякого набору операцiй є ортогональними. Взагалi кажучи, множина

доповнень блокiв розбиття множини не є розбиттям, а лише покриттям

цiєї множини. Тому пiдхiд до визначення ретракту, що викладений у

дисертацiї, дав можливiсть сформулювати та довести блочний рекурсив-

ний алгоритм.
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Означення 3.1. Операцiї 𝑓1;(𝑎̄1,𝛿), 𝑓2;(𝑎̄2,𝛿), . . . , 𝑓𝑘;(𝑎̄𝑘,𝛿) називатимемо

подiбними 𝛿-ретрактами 𝑛-арних операцiй 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑘, якщо вико-

нується умова 𝑎̄1 = 𝑎̄2 = · · · = 𝑎̄𝑘.

Означення 3.2. Операцiї 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑘 називатимемо 𝛿-ретрактно

ортогональними, якщо всi їхнi подiбнi 𝛿-ретракти є ортогональними.

У роботi [67] введено поняття 𝑗-рiвномiрної ортогональностi, яке є

частковим випадком означення 𝛿-ретрактної ортогональностi, що введено

тут.

Якщо 𝛿 = 1, 𝑛, то 𝛿-ретрактна ортогональнiсть є ортогональнiстю за

класичним означенням (див. означення 1.1). Якщо 𝛿 := {𝑖} ⊂ 1, 𝑛,

то унарнi {1}-,. . . , {𝑛}-ретракти 𝑛-арної операцiї 𝑓 є її 1-шою, . . . , 𝑛-ою

трансляцiями вiдповiдно. Оскiльки кожний ретракт квазiгрупи є квазiг-

рупою, то унарний ретракт квазiгрупи є пiдстановкою множини 𝑄. Це

означає, що 𝛿-ретрактна ортогональнiсть вироджується в 𝑖-оборотнiсть

операцiї 𝑓𝑖, тобто ретрактну ортогональнiсть можна розглядати як деяке

узагальнення оборотностi.

Бiнарнi операцiї не цiкавi для розгляду ретрактiв, оскiльки вони мають

лише тривiальнi ретракти: унарнi i бiнарнi. Ортогональнiсть унарних рет-

рактiв є вiдповiдною оборотностi операцiї, ортогональнiсть бiнарних рет-

рактiв є ортогональнiстю за класичним означенням.

Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝛿-ретрактно ортогональними операцiями. З огляду

на означення ортогональностi, це означає, що для кожної послiдовностi

𝑎̄ ∈ 𝑄𝑛−𝑘 їхнi (𝑎̄, 𝛿)-ретракти 𝑓1;(𝑎̄,𝛿), . . . , 𝑓𝑘;(𝑎̄,𝛿) є ортогональними. Iншими

словами, перетворення

𝜃 := (𝑓1;(𝑎̄,𝛿), . . . , 𝑓𝑘;(𝑎̄,𝛿))

множини 𝑄𝑘 є її пiдстановкою.

Вiдповiдно до теореми 1.9 𝛿-ретрактна ортогональнiсть 𝑛-арних опе-

рацiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 означає, що для кожної послiдовностi 𝑎̄ ∈ 𝑄𝑛−𝑘 iснують
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𝑘-арнi операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘, такi, що виконується система тотожностей⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑔1(𝑓1(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), . . . , 𝑓𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)) = 𝑥𝑖1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑔𝑘(𝑓1(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), . . . , 𝑓𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)) = 𝑥𝑖𝑘,

(3.2)

де 𝑦𝑖 :=

{︃
𝑥𝑖, якщо 𝑖 ∈ 𝛿,

𝑎𝑖, якщо 𝑖 ̸∈ 𝛿.

Ретрактно ортогональнi операцiї можна будувати за допомогою

безповторної композицiї. Для того щоб сформулювати алгоритм побудови

ретрактно ортогональних операцiй наведемо теорему 3.1, яка належить

Ф.М. Сохацькому [90].

Теорема 3.1 (I.В. Фриз, Ф.М. Сохацький [90]). Нехай 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘

є довiльними 1-оборотними (𝑛 − 𝑘 + 1)-арними операцiями, ℎ1, . . . ,

ℎ𝑘 є довiльними 𝑘-арними операцiями, i нехай операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘

визначаються рiвностями⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑝1(ℎ1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑝𝑘(ℎ𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛).

(3.3)

Тодi 𝑛-арнi операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 1, 𝑘-ретрактно ортогональними тодi i

тiльки тодi, коли 𝑘-арнi операцiї ℎ1, . . . , ℎ𝑘 є ортогональними.

Нехай 𝛿 := {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} i 𝜎 ∈ S′𝑛+1, тодi

𝜎𝛿 := {(𝑖1)𝜎−1, . . . , (𝑖𝑘)𝜎
−1}. (3.4)

Залежнiсть мiж рiзними ретрактними ортогональностями показує така

лема:

Лема 3.1. Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝑛-арними операцiями i 𝜎 ∈ S′𝑛+1. Ви-

бiрка {𝑓1, . . . , 𝑓𝑘} є 𝛿-ретрактно ортогональною тодi i тiльки тодi, коли

вибiрка {𝜎𝑓1, . . . , 𝜎𝑓𝑘} є 𝜎𝛿-ретрактно ортогональною.
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Доведення. Нехай 𝛿 := {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘}. Вiдповiдно до рiвностi (1.2)

систему (3.2) можна переписати таким чином:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑔1(

𝜎𝑓1(𝑦1𝜎, . . . , 𝑦𝑛𝜎), . . . ,
𝜎𝑓𝑘(𝑦1𝜎, . . . , 𝑦𝑛𝜎)) = 𝑥𝑖1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑔𝑘(
𝜎𝑓1(𝑦1𝜎, . . . , 𝑦𝑛𝜎), . . . ,

𝜎𝑓𝑘(𝑦1𝜎, . . . , 𝑦𝑛𝜎)) = 𝑥𝑖𝑘.

У цiй системi змiнна 𝑥𝑖1 знаходиться на мiсцi 𝑖1𝜎
−1, . . . , змiнна 𝑥𝑖𝑘 – на мiсцi

𝑖𝑘𝜎
−1. З огляду на (3.4) вибiрка {𝜎𝑓1, . . . ,

𝜎𝑓𝑘} має ортогональнi 𝜎𝛿-ретракти.
Таким чином, {𝜎𝑓1, . . . ,

𝜎𝑓𝑘} є 𝜎𝛿-ретрактно ортогональною. 2

Отже, достатньо розглядати випадок, коли 𝛿 = {1, . . . , 𝑘}. З цiєї леми

випливає теорема 1.9, коли 𝛿 = {1, . . . , 𝑛}.
Для довiльного 𝛿, вибiрку 𝑛-арних 𝛿-ретрактно ортогональних операцiй

можна побудувати за допомогою нижче наведеного алгоритму.

Алгоритм 3.1 (Композицiйний алгоритм). Нехай 𝛿 ⊆ 1, 𝑛, 𝑛 > 𝑘 i

нехай ℎ1, . . . , ℎ𝑘 є 𝑘-арними операцiями, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 є (𝑛 − 𝑘 + 1)-арними

операцiями, 𝜎 ∈ S′𝑛+1.

Операцiї 𝜎𝑓1, . . . , 𝜎𝑓𝑘 будуються за допомогою таких крокiв:

1) операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 будуються за допомогою (3.3);

2) операцiї 𝜎𝑓1, . . . , 𝜎𝑓𝑘 отримуються з 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, використовуючи

рiвнiсть (1.3).

Для 𝜏 ∈ S𝑛+1 символ (𝑋)𝜏 позначатиме образ множини 𝑋 вiдносно

перетворення 𝜏 , тобто (𝑋)𝜏 := {𝑥𝜏 | 𝑥 ∈ 𝑋}. Визначимо пiдмножину S𝐴𝑛+1

множини S𝑛+1:

S𝐴𝑛+1 :=
{︀
𝜏 ∈ S′𝑛+1 | (𝐴)𝜏 = {1, . . . , |𝐴|}

}︀
.

Теорема 3.2. Нехай 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 є 1-оборотними (𝑛 − 𝑘 + 1)-арними

операцiями, ℎ1, . . . , ℎ𝑘 є 𝑘-арними ортогональними операцiями i 𝜎−1 ∈
S𝛿𝑛+1. Тодi операцiї

𝜎𝑓1, . . . , 𝜎𝑓𝑘, якi побудовнi за композицiйним алгорит-

мом, є 𝛿-ретрактно ортогональними.
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Доведення. Вiдповiдно до теореми 3.1, операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 1, 𝑘-

ретрактно ортогональними. З огляду на лему 3.1 операцiї 𝜎𝑓1, . . . , 𝜎𝑓𝑘 є
𝜎1, 𝑘-ретрактно ортогональними. Але 𝜎−1 ∈ S𝛿𝑛+1, тобто

𝜎−1

𝛿 = 1, 𝑘, звiдки
𝜎1, 𝑘 = 𝛿. Таким чином, операцiї якi побудованi за алгоритмом 3.1 є 𝛿-

ретрактно ортогональними. 2

Теорема 3.3. Нехай ℎ є довiльною 1-оборотною (𝑛 − 𝑘 + 1)-арною

операцiєю, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 є довiльними 𝑘-арними операцiями, i нехай операцiї

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 визначаються рiвностями⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑝1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1, ℎ(𝑥𝑘, . . . , 𝑥𝑛)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑝𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1, ℎ(𝑥𝑘, . . . , 𝑥𝑛)).

(3.5)

Тодi 𝑛-арнi операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 1, 𝑘-ретрактно ортогональними тодi i

тiльки тодi, коли операцiї 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 є ортогональними.

Доведення. 1, 𝑘-ретрактна ортогональнiсть операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 еквiва-

лентна однозначностi розв’язку системи⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑎𝑘+1 . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑎𝑘+1 . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏𝑘

для довiльних елементiв носiя 𝑎𝑘+1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘. Вiдповiдно до (3.5)

це рiвносильно однозначностi розв’язку такої системи⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑝1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1, ℎ(𝑥𝑘, 𝑎𝑘+1 . . . , 𝑎𝑛)) = 𝑏1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑝𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1, ℎ(𝑥𝑘, 𝑎𝑘+1 . . . , 𝑎𝑛)) = 𝑏𝑘,

тобто ортогональностi операцiй 𝑇𝑝1, . . . , 𝑇𝑝𝑘, де 𝑇 := (𝜄, . . . , 𝛼𝑘, 𝜄), 𝛼𝑘𝑥𝑘 :=

ℎ(𝑥𝑘, 𝑎𝑘+1 . . . , 𝑎𝑛). Зазначимо, що 𝛼𝑘 є пiдстановкою носiя, оскiльки ℎ є

1-оборотною. За теоремою 1.8, це рiвносильно ортогональностi операцiй

𝑝1, . . . , 𝑝𝑘. 2
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3.2. Блочний рекурсивний алгоритм

Метою цього пiдроздiлу є описання алгоритму побудови вибiрки 𝑛-

арних операцiй iз блокiв ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй. “Ре-

курсивний” означає, що кожний наступний блок операцiй будується зi всiх

операцiй, якi були побудованi до цього.

Нехай 𝑛 є довiльним натуральним числом, де 𝑛 > 2, 𝜋 є розбиттям

множини 1, 𝑛:

𝜋 := {𝜋1, 𝜋2 . . . , 𝜋𝑘}.

Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є 𝑛-арними операцiями на 𝑄. Розподiлимо цi операцiї

у блоки вiдповiдно до розбиття 𝜋 їхнiх iндексiв:

{𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝜋𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘.

S𝐴 позначатиме множину всiх перестановок множини 𝐴.

Алгоритм 3.2 (𝜋-блочний рекурсивний алгоритм). Нехай 𝜋 =

{𝜋1, . . . , 𝜋𝑘} є розбиттям множини 1, 𝑛 i 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є 𝑛-арними

операцiями, 𝜏1 ∈ S𝜋1
, 𝜏2 ∈ S𝜋1∪𝜋2

, . . . , 𝜏𝑘−1 ∈ S𝜋1∪···∪𝜋𝑘−1
.

Операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 будуються за допомогою таких крокiв:

1) першим блоком операцiй є

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑗 ∈ 𝜋1;

2) для кожного 𝑖 = 2, . . . , 𝑘 𝑖-им блоком операцiй є

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑗(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑗 ∈ 𝜋𝑖,

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏𝑖−1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝜋1 ∪ · · · ∪ 𝜋𝑖−1,

𝑥𝑠 в iнших випадках.

Означення 3.3. Вибiрку операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 називатимемо 𝜋-блочно

ретрактно ортогональною, якщо для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑘 вибiрка {𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝜋𝑖} є

𝜋𝑖-ретрактно ортогональною.
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Теорема 3.4. Нехай операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є 𝜋-блочно ретрактно ортого-

нальними. Тодi операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, побудовнi за 𝜋-блочним рекурсивним

алгоритмом, є ортогональними.

Доведення. Доведемо твердження теореми методом математичної

iндукцiї по кiлькостi блокiв розбиття 𝜋, яку ми позначатимемо символом

𝑘.

База iндукцiї. Якщо 𝑘 = 1, то 𝜋 = {𝜋1} = {1, 𝑛}. Таким чином, опера-

цiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 мiстяться в одному блоцi, i вони є ортогональними вiдповiдно

до умови теореми. Отже, для 𝑘 = 1 твердження є iстинним.

Iндуктивне припущення. Припустимо, що твердження теореми є

iстинним для 𝑘 = 𝑚. Це означає, що розбиття має 𝑚 блокiв, i вибiрка опе-

рацiй, будучи побудованою за блочним рекурсивним алгоритмом, є орто-

гональною.

Iндуктивний крок. Розглянемо твердження для 𝑘 = 𝑚 + 1, тобто роз-

биття 𝜋 має 𝑚 + 1 блокiв. Ми маємо довести, що кожна довiльна вибiрка

𝑛-арних операцiй 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, будучи побудованою за деяким 𝜋-блочним ре-

курсивним алгоритмом, є ортогональною. Iншими словами, нам потрiбно

довести, що для всiх 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ 𝑄 система{︀
𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏𝑗, 𝑗 ∈ 1, 𝑛 (3.6)

має єдиний розв’язок.

Щоб записати 𝜋-блочний рекурсивний алгоритм для 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, введемо

позначення:

– 𝜋 = {𝜋1, . . . , 𝜋𝑚, 𝜋𝑚+1};

– 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є 𝜋-блочно ретрактно ортогональними операцiями, тобто для

кожного 𝑖 ∈ 1,𝑚+ 1 вибiрка {𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝜋𝑖} є 𝜋𝑖-ретрактно ортогональ-

ною;

– 𝜏1 ∈ S𝜋1
, 𝜏2 ∈ S𝜋1∪𝜋2

, . . . , 𝜏𝑚 ∈ S𝜋1∪···∪𝜋𝑚
.

Отже, блочний рекурсивний алгоритм має бути записаний у такий

спосiб:
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1) перший блок операцiй визначається рiвностями:

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑗 ∈ 𝜋1;

2) для кожного 𝑖 = 2, . . . ,𝑚+ 1 𝑖-ий блок операцiй:

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑗(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑗 ∈ 𝜋𝑖,

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏𝑖−1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝜋1 ∪ · · · ∪ 𝜋𝑖−1,

𝑥𝑠 в iнших випадках.

Для зручностi введемо позначення

𝜋′ := {𝜋1, . . . , 𝜋𝑚} = 𝜋∖{𝜋𝑚+1},

𝜋0 := 𝜋1 ∪ · · · ∪ 𝜋𝑚 = 1, 𝑛 ∖𝜋𝑚+1.

Розглянемо пiдсистему системи (3.6):{︀
𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏𝑗, 𝑗 ∈ 𝜋𝑚+1. (3.7)

Використовуючи щойно наведений алгоритм, отримуємо⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓𝑗(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑏𝑗, 𝑗 ∈ 𝜋𝑚+1,

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝜋0,

𝑥𝑠 в iнших випадках.

У цiй системi замiнимо всi пiдтерми 𝑔𝑠𝜏(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝑠 ∈ 𝜋0, їхнiми

значеннями, отриманими iз (3.6):{︀
𝑓𝑗(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑏𝑗, 𝑗 ∈ 𝜋𝑚+1, (3.8)

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑏𝑠𝜏𝑚, якщо 𝑠 ∈ 𝜋0,

𝑥𝑠 в iнших випадках.

Оскiльки 𝜋 є розбиттям множини 1, 𝑛 i 𝜏𝑚 є пiдстановкою 𝜋0, то iз

(3.8) випливає, що множина 𝜋𝑚+1 збiгається iз множиною усiх iндексiв при

змiнних 𝑥:

1, 𝑛 ∖𝜋0 = 𝜋𝑚+1.
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Тодi всi лiвi частини рiвнянь iз (3.8) є 𝜋𝑚+1-ретрактами операцiй 𝑓𝑗, 𝑗 ∈
𝜋𝑚+1. За умовою теореми операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є 𝜋-блочно ретрактно орто-

гональними, тому операцiї 𝜋𝑚+1-блоку є 𝜋𝑚+1-ретрактно ортогональними.

Таким чином, система (3.8) має єдиний розв’язок:

𝑥𝑠 := 𝑎𝑠, 𝑠 ∈ 𝜋𝑚+1. (3.9)

Пiдставимо (3.9) в iншi рiвняння системи (3.6), тобто у всi рiвняння

системи (3.6), за винятком рiвнянь системи (3.7):{︀
𝑔𝑗(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = 𝑏𝑗, 𝑗 ∈ 𝜋0, (3.10)

де

𝑦𝑠 :=

{︃
𝑥𝑠, якщо 𝑠 ∈ 𝜋0,

𝑎𝑠 в iнших випадках.

У лiвiй частинi отримали 𝜋0-ретракти операцiй 𝑔𝑗, 𝑗 ∈ 𝜋0, i далi в доведеннi

будемо дотримуватися позначень: {𝑟1, . . . , 𝑟ℓ} := 𝜋0,

𝑓 ′
𝑗(𝑥𝑟1, . . . , 𝑥𝑟ℓ) := 𝑓𝑗(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),

𝑔′𝑗(𝑥𝑟1, . . . , 𝑥𝑟ℓ) := 𝑔𝑗(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)
(3.11)

для всiх 𝑗 ∈ 𝜋0, де

𝑦𝑠 :=

{︃
𝑥𝑠, якщо 𝑠 ∈ 𝜋0,

𝑎𝑠 в iнших випадках.

З iндуктивного припущення випливає, що система (3.10) має єдиний

розв’язок. Щоб цим скористатися, потрiбно довести такi твердження:

1) операцiї 𝑓 ′
𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋0, є 𝜋′-блочно ретрактно ортогональними;

2) операцiї 𝑔′𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋0, є побудовними за 𝜋′-блочним рекурсивним алго-

ритмом.

Доведемо твердження 1). Припущення теореми спричинює, що для

довiльного 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 блок операцiй {𝑓𝑗, 𝑗 ∈ 𝜋𝑖} є 𝜋𝑖-ретрактно орто-

гональним. Це означає, що всi подiбнi 𝜋𝑖-ретракти цих операцiй є орто-

гональними. Оскiльки операцiї 𝑓 ′
𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, є 𝜋0-ретрактами операцiй
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𝑓𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, то множина всiх вибiрок подiбних 𝜋𝑖-ретрактiв операцiй 𝑓 ′
𝑗

є пiдмножиною множини всiх вибiрок подiбних 𝜋𝑖-ретрактiв операцiй 𝑓𝑗.

Але якщо кожна вибiрка останньої множини є ортогональною, то кожна

попередня множина є також ортогональною. Отже, операцiї 𝑓 ′
𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖,

є 𝜋𝑖-ретрактно ортогональними. Оскiльки 𝑖 є довiльним, то операцiї 𝑓 ′
𝑗,

де 𝑗 ∈ 𝜋0, є 𝜋′-блочно ретрактно ортогональними, тобто твердження 1)

доведено.

Доведемо твердження 2). Застосовуючи (3.9) i (3.11) до перших 𝑚

блокiв алгоритму 1, отримуємо перший блок операцiй:

𝑔′𝑗(𝑥𝑠1, . . . , 𝑥𝑠ℓ) = 𝑓 ′
𝑗(𝑥𝑠1, . . . , 𝑥𝑠ℓ), 𝑗 ∈ 𝜋1;

та для кожного 𝑖 = 2, . . . ,𝑚 𝑖-ий блок операцiй:

𝑔′𝑗(𝑥𝑠1, . . . , 𝑥𝑠ℓ) = 𝑓 ′
𝑗(𝑡𝑠1, . . . , 𝑡𝑠ℓ), 𝑗 ∈ 𝜋𝑖,

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔′𝑠𝜏𝑖−1

(𝑥𝑠1, . . . , 𝑥𝑠ℓ), якщо 𝑠 ∈ 𝜋1 ∪ · · · ∪ 𝜋𝑖−1,

𝑥𝑠 в iнших випадках.

Вiдповiдно до означення блочного рекурсивного алгоритму, цей алгоритм

будує {𝑔′𝑗, 𝑗 ∈ 𝜋0} iз 𝑓 ′
𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋0, тобто виконується твнрдження 2).

Вiдповiдно до iндуктивного припущення, система (3.10) має єдиний

розв’язок:

𝑥𝑠 := 𝑎𝑠, 𝑠 ∈ 𝜋0. (3.12)

Комбiнуючи (3.9) i (3.12) з’ясовуємо, що (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) є розв’язком (3.6). Це

означає ортогональнiсть операцiй 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛.

Таким чином, вiдповiдно до iндуктивного припущення твердження

теореми iстинне для всiх натуральних 𝑘, тобто для довiльного числа блокiв

розбиття 𝜋. 2

В умовi теореми 3.4 покладемо 𝜋 = {𝛿, 1, 𝑛∖𝛿}, де мають мiсце позна-
чення (3.1), тодi

𝑔1 = 𝑓1, 𝑔2 = 𝑓2, . . . , 𝑔𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑔𝑘+1 = 𝑒𝑗1, . . . , 𝑔𝑛 = 𝑒𝑗𝑛−𝑘
,
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тобто отримали необхiднiсть леми 1 iз [67]. Переформулюємо вiдповiдно

до нашої системи означень:

Твердження 3.1. Якщо 𝑘-вибiрка 𝑛-арних операцiй 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 є 𝛿-

ретрактно ортогональною, то 𝑛-вибiрка 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘, 𝑒𝑗1,. . . , 𝑒𝑗𝑛−𝑘
є орто-

гональною.

𝜋-блочний рекурсивний алгоритм називатимемо тривiальним рекурсив-

ним алгоритмом, якщо 𝜋 є тривiальним, тобто кожен блок розбиття 𝜋 є

одноелементною множиною.

Розглянемо загальний вигляд тривiального рекурсивного алгоритму.

Оскiльки блоки операцiй є одноелементними множинами, то кожен блок

мiстить лише одну операцiю. Ретрактна ортогональнiсть операцiї є її 𝑖-

оборотнiстю.

Алгоритм 3.3 (Тривiальний рекурсивний алгоритм). Нехай 𝜋 :=

{{𝑖1}, . . . , {𝑖𝑛}} є розбиттям множини 1, 𝑛 i 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є 𝑛-арними

операцiями, 𝜏1 ∈ S{𝑖1}, 𝜏2 ∈ S{𝑖1,𝑖2}, . . . , 𝜏𝑛−1 ∈ S{𝑖1,...,𝑖𝑛−1}.

Операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 будуються за допомогою таких крокiв:

1) першою операцiєю є

𝑔𝑖1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑖1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛);

2) для кожного 𝑗 ∈ {𝑖2, . . . , 𝑖𝑛}, 𝑗-ю операцiєю є

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑗(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛),

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏𝑗−1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ {𝑖1, . . . , 𝑖𝑠−1},
𝑥𝑠 в iнших випадках.

Наслiдок 3.1. Нехай операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 є 𝑖1-, . . . , 𝑖𝑛-оборотними.

Тодi операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, якi побудованi за тривiальним рекурсивним алго-

ритмом, є ортогональними.

Це твердження є прямим наслiдком теореми 3.4.



68

Якщо 𝑖1 = 𝑛, 𝑖2 = 𝑛 − 1, . . . , 𝑖𝑛 = 1 i 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛−1 є тривiальними

перетвореннями, то отримуємо алгоритм (1.7) (див. теорема 1.14), що зап-

ропонували Г.Б. Бiлявська i Г.Л. Муллен у [64].

Алгоритм 3.3 при умовi, що 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛−1 є тривiальними перет-

вореннями, також отримали C. Марковськi та А. Мiлева у роботi [93]

використовуючи пiдхiд Г.Б. Бiлявської i Г.Л. Муллена.

Зазначимо, що одна iз вхiдних операцiй тривiального рекурсивного

алгоритму входить до вибiрки побудованих ортогональних операцiй, отже,

вона залишається незмiнною. Тому з того, що ця операцiя є 𝑖-оборотною

для деякого 𝑖 ∈ 1, 𝑛 випливає, що принаймнi одна iз операцiй побудованої

за цим алгоритмом вибiрки є 𝑖-оборотною для деякого 𝑖 ∈ 1, 𝑛.

Твердження 3.2. Якщо вибiрка ортогональних 𝑛-арних операцiй є

побудовною за тривiальним рекурсивним алгоритмом, то iснує 𝑖 ∈ 1, 𝑛

таке, що принаймнi одна iз побудованих операцiй є 𝑖-оборотною.

Якщо вибiрка ортогональних 𝑛-арних операцiй є побудовною за

тривiальним рекурсивним алгоритмом з визначаючим розбиттям виду

{{𝑖}, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑘}, то одна iз побудованих операцiй є 𝑖-оборотною.

Нижче наводимо один iз найпростiших прикладiв iснування вибiрок

ортогональних операцiй, якi є побудовними за блочним рекурсивним алго-

ритмом, але є непобудовними за тривiальним рекурсивним алгоритмом.

Приклад 3.1. Розглянемо четвiрку операцiй

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡,

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 4𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑓4(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧 + 3𝑡

на Z6. Оскiльки 𝑓1, 𝑓2 є {1, 2}-ретрактно ортогональними, 𝑓3, 𝑓4 є {3, 4}-
ретрактно ортогональними, тодi 𝜋 =

{︀
{1, 2}, {3, 4}

}︀
. Iснує два варiанти

вибору 𝜏1, оскiльки 𝜏1 є перестановкою множини {1, 2}: 𝜏1 = 𝜄 i 𝜏1 = (12),

де 𝜄 є тотожньою перестановкою. Для кожного iз цих варiантiв будуємо



69

четвiрку ортогональних операцiй за блочним рекурсивним алгоритмом.

Нехай 𝜏1 = 𝜄, тодi за 𝜋-блочним рекурсивним алгоритмом

𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡,

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 4(3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡) + 2(2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡) + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑔4(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2(3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡) + 2(2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡) + 2𝑧 + 3𝑡,

тобто
𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡,

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 4𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡,

𝑔4(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 4𝑥+ 4𝑦 + 2𝑧 + 3𝑡.

I нехай 𝜏1 = (12), тодi за 𝜋-блочним рекурсивним алгоритмом

𝑔′1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡,

𝑔′2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑔′3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 4(2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡) + 2(3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡) + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑔′4(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2(2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡) + 2(3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡) + 2𝑧 + 3𝑡,

тобто
𝑔′1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 3𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 + 4𝑡,

𝑔′2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2𝑥+ 3𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡,

𝑔′3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 2𝑥+ 4𝑦 + 3𝑧 + 0𝑡,

𝑔′4(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 4𝑥+ 4𝑦 + 2𝑧 + 3𝑡.

Тривiальний рекурсивний алгоритм вимагає, щоб принаймнi одна iз

побудованих операцiй була 𝑖-оборотною для деякого 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}. Кожна

iз побудованих четвiрок не є побудовною за тривiальним рекурсивним

алгоритмом, оскiльки усi операцiї 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 i 𝑔′1, 𝑔′2, 𝑔′3, 𝑔′4 не є 𝑖-

оборотними для всiх 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}.

Цей приклад доводить таке твердження:

Твердження 3.3. Iснують вибiрки ортогональних операцiй, якi є
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побудовними за блочним рекурсивним алгоритмом, але є непобудовними

за тривiальним рекурсивним алгоритмом.

3.3. Блочний композицiйний алгоритм

У цьому параграфi подається алгоритм побудови ортогональних 𝑛-

арних операцiй з вибiрок ортогональних операцiй меншої арностi. Цей

алгоритм є композицiєю наведених вище алгоритмiв, а саме, композицiй-

ного алгоритму та блочного рекурсивного алгоритму, i складається iз 𝑘

блокiв. Для кожного 𝑖 ∈ 1, 𝑘 кожний 𝑖-ий блок мiстить 𝑛𝑖-вибiрку 𝑛𝑖-арних

ортогональних операцiй i 𝑛1+𝑛2+ · · ·+𝑛𝑘 = 𝑛, тобто на входi маємо блоки

ортогональних операцiй такi, що сума кiлькостей цих операцiй становить

𝑛.

Опишемо цей алгоритм детальнiше.

Алгоритм 3.4 (𝜋-блочний композицiйний алгоритм). Нехай 𝜋 =

{𝜋1, . . . , 𝜋𝑘} є розбиттям множини 1, 𝑛 i нехай для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘

виконуються умови

– ℎ𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, є |𝜋𝑖|-арними операцiями,

– 𝑝𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, є (𝑛− |𝜋𝑖|+ 1)-арними операцiями,

– 𝜎𝑖 ∈ S𝜋𝑖
𝑛+1,

– 𝜏𝑖−1 ∈ S𝜋1∪···∪𝜋𝑖−1
, 𝑖 > 1.

Операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 будуються за допомогою нижче наведених крокiв:

1) для всiх 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, операцiї 𝑓𝑗 будуються таким чином:

𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑝𝑗
(︀
ℎ𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥|𝜋𝑖|), 𝑥|𝜋𝑖|+1, . . . , 𝑥𝑛

)︀
;

2) парастрофи 𝜎𝑖𝑓𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, утворюються iз операцiй 𝑓𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

3) операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 будуються за допомогою блочного рекурсивного

алгоритму:
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3.1) першим блоком операцiй є

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) :=
𝜎1𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑗 ∈ 𝜋1,

3.2) для кожного 𝑖 = 2, . . . , 𝑘, 𝑖-им блоком операцiй є

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) :=
𝜎𝑖𝑓𝑗(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑗 ∈ 𝜋𝑖,

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏𝑖−1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝜋1 ∪ · · · ∪ 𝜋𝑖−1,

𝑥𝑠 в iнших випадках.

Теорема 3.5. Нехай 𝜋 = {𝜋1, . . . , 𝜋𝑘} є розбиттям множини 1, 𝑛 i

для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 виконуються умови:

– ℎ𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, є |𝜋𝑖|-арними ортогональними операцiями,

– 𝑝𝑗, де 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, є 1-оборотними (𝑛− |𝜋𝑖|+ 1)-арними операцiями.

Тодi 𝑛-арнi операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, якi є побудовними за 𝜋-блочним

композицiйним алгоритмом, є ортогональними.

Доведення. Припустимо, що умови теореми виконуються. Розглянемо

доведення вiдповiдно до крокiв блочного композицiйного алгоритму для

довiльного 𝑗 ∈ 𝜋𝑖, де 𝑖 ∈ 1, 𝑘.

1. За теоремою 3.1, операцiї 𝑓𝑗 є {1, . . . , |𝜋𝑖|}-ретрактно ортогональними
для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑘.

2. Оскiльки {1, . . . , |𝜋𝑖|}𝜎−1
𝑖 = 𝜋𝑖, то для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑘 операцiї 𝜎𝑖𝑓𝑗 є

𝜋𝑖-ретрактно ортогональними вiдповiдно до леми 3.1.

3. Оскiльки для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑘 операцiї 𝜎𝑖𝑓𝑗 є 𝜋𝑖-ретрактно ортого-

нальними, до них можна застосувати блочний рекурсивний алгоритм.

Вiдповiдно до теореми 3.4 операцiї 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 є ортогональними. 2

Зауваження 3.1. Якщо 𝜋𝑖 є одноелементною множиною, то вона

мiстить лише 𝑗, тобто 𝜋𝑖 = {𝑗}. Звiдси 𝑝𝑗 є 1-оборотною 𝑛-арною опе-

рацiєю i ℎ𝑗 є унарною квазiгрупою, тобто пiдстановкою носiя. Таким

чином, операцiя 𝑓𝑗, що визначається рiвнiстю

𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑝𝑗(ℎ𝑗(𝑥1), 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),
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є iзотопною до 𝑝𝑗. Параметр 𝜎𝑖 є циклом (1 𝑗).

Кожен iз цих алгоритмiв описує серiю алгоритмiв. Загалом, навiть

для тривiальних класiв операцiй кожний вибiр параметрiв алгоритму дає

можливiсть отримати рiзнi вибiрки операцiй, якi не обов’язково є параст-

рофними. Розглянемо цей факт у нижче наведеному прикладi.

Приклад 3.2. Нехай Z6 є носiєм i пари операцiй ℎ1, ℎ2 та ℎ3, ℎ4, якi

визначаються рiвностями

ℎ1(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑥1 + 2𝑥2, ℎ3(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑥1 + 2𝑥2,

ℎ2(𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1 + 3𝑥2, ℎ4(𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1 + 3𝑥2,

є ортогональними, операцiї 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, якi визначаються рiвностями

𝑝1(𝑢, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑢+ 2𝑥3 + 2𝑥4,

𝑝2(𝑢, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑢+ 3𝑥3 + 4𝑥4,

𝑝3(𝑢, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑢+ 4𝑥3 + 2𝑥4,

𝑝4(𝑢, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑢+ 2𝑥3 + 2𝑥4,

є 1-оборотними, 𝜎1 ∈ S
{1,2}
5 , 𝜎2 ∈ S

{3,4}
5 , де

S
{1,2}
5 ={𝜄, (12), (34), (12)(34)},

S
{3,4}
5 ={(13)(24), (14)(23), (1324), (1423)},

i 𝜏1 ∈ S{1,2}, де S{1,2} =
{︀
𝜄, (12)

}︀
.

Використовуючи цi данi, побудуємо ортогональнi операцiї за блочним

композицiйним алгоритмом.

За кроком 1 алгоритму 3.4 iз заданих операцiй будуємо ретрактно

ортогональнi операцiї:

𝐵1 :

⎧⎨⎩𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝1(ℎ1(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4,

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝2(ℎ2(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4,

𝐵2 :

⎧⎨⎩𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝2(ℎ2(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 + 2𝑥4,

𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝3(ℎ3(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4.
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За кроком 2 застосовуємо перестановки 𝜎1, 𝜎2 до вiдповiдних блокiв

операцiй. Iснує 16 рiзних випадкiв. Щоб показати залежнiсть мiж

рiзними вибiрками розглянемо двi iз них. Наприклад, якщо 𝜎1 = 𝜄,

𝜎2 = (13)(24) i якщо 𝜎1 = (12), 𝜎2 = (23)(14).

Якщо 𝜎1 = 𝜄, 𝜎2 = (13)(24), то

𝐵1 :

⎧⎨⎩𝜎1𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4,

𝜎1𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4,

𝐵2 :

⎧⎨⎩𝜎2𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4,

𝜎2𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4.

Якщо 𝜎1 = (12), 𝜎2 = (23)(14), то

𝐵1 :

⎧⎨⎩𝜎1𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4,

𝜎1𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4,

𝐵2 :

⎧⎨⎩𝜎2𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4,

𝜎2𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4.

За кроком 3 застосовуємо блочний рекурсивний алгоритм до

побудованих операцiй, для прикладу розглянемо коли 𝜏1 = 𝜄.

Якщо 𝜎1 = 𝜄, 𝜎2 = (13)(24), 𝜏1 = 𝜄, то

𝐵1 :

⎧⎨⎩𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4,

𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4,

𝐵2 :

⎧⎨⎩𝑔3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥1 + 2𝑥2 + 5𝑥3 + 0𝑥4,

𝑔4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥1 + 4𝑥2 + 0𝑥3 + 3𝑥4.

Якщо 𝜎1 = (12), 𝜎2 = (23)(14), 𝜏1 = 𝜄, то

𝐵1 :

⎧⎨⎩𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4,

𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4,

𝐵2 :

⎧⎨⎩𝑔3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4,

𝑔4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 0𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 5𝑥4.
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Побудованi вибiрки ортогональних операцiй є рiзними i вiдповiдно до

означення парастрофних вибiрок вони не є парастрофними. Iснує 32

можливi побудови iз заданих операцiй. Справдi, оскiльки їхня кiлькiсть

залежить вiд кiлькостi можливих перестановок 𝜎1, 𝜎2 i 𝜏1, то

|S{1,2}
5 | · |S{3,4}

5 | · |S{1,2}| = 4 · 4 · 2 = 32.

Зауваження 3.2. За допомогою тих самих операцiй для рiзних на-

борiв параметрiв можна побудувати рiзнi вибiрки ортогональних опера-

цiй. Але проблема, коли цi вибiрки збiгаються або частково збiгаються,

потребує додаткового дослiдження.

Наведений нижче приклад iлюструє побудову за блочним

композицiйним алгоритмом.

Приклад 3.3. Нехай 𝜋 =
{︀
{2}, {1, 3, 4}

}︀
, Z15 є носiєм i операцiї

𝑝1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4,

𝑝2(𝑥3, 𝑥4) = 𝑥3 + 5𝑥4,

𝑝3(𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥3 + 𝑥4,

𝑝4(𝑥3, 𝑥4) = 𝑥3 + 11𝑥4

є 1-оборотними, операцiя ℎ1, яка визначається рiвнiстю ℎ1(𝑥1) = 5𝑥1, є

пiдстановкою ({1}-ретрактно ортогональною), операцiї

ℎ2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 6𝑥3,

ℎ3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3,

ℎ4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3

є ортогональними, 𝜎1 = (12), 𝜎2 = (234), 𝜏1 = 𝜄.

Побудуємо ортогональнi операцiї iз заданих операцiй для розбиття 𝜋

за блочним композицiйним алгоритмом.

За кроком 1 алгоритму 3.4 вiдповiдно до (3.3), будуємо операцiї 𝑓1, 𝑓2,
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𝑓3, 𝑓4:

𝐵1 :

{︂
𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝1(ℎ1(𝑥1), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 7𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4,

𝐵2 :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝2(ℎ2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥4) = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 6𝑥3 + 5𝑥4,

𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝3(ℎ3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥4) = 8𝑥1 + 12𝑥2 + 12𝑥3 + 𝑥4,

𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) := 𝑝4(ℎ4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥4) = 2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 11𝑥4.

За кроком 2 застосовуємо перестановку 𝜎1 до першого блоку:

𝜎1𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥1 + 7𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4

i 𝜎2 до другого блоку:

𝜎2𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 5𝑥2 + 6𝑥3 + 2𝑥4,

𝜎2𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 8𝑥1 + 𝑥2 + 12𝑥3 + 12𝑥4,

𝜎2𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 11𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4.

За лемою 3.1, операцiя 𝜎1𝑓2 є 2-оборотною i 𝜎2𝑓2, 𝜎2𝑓3, 𝜎2𝑓4 є {1, 3, 4}-
ретрактно ортогональними.

За кроком 3 записуємо ортогональнi операцiї 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 для заданого

розбиття 𝜋:

𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 7𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4,

𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 3𝑥1 + 5(7𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4) + 6𝑥3 + 2𝑥4,

𝑔3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 8𝑥1 + (7𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4) + 12𝑥3 + 12𝑥4,

𝑔4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 + 11(7𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4) + 2𝑥3 + 𝑥4,

тобто
𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 7𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4,

𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 8𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 + 7𝑥4,

𝑔3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 0𝑥1 + 4𝑥2 + 14𝑥3 + 13𝑥4,

𝑔4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥1 + 14𝑥2 + 9𝑥3 + 12𝑥4.

Вiдповiдно до блочного композицiйного алгоритму, операцiї 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 є

ортогональними.
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Зауваження 3.3. Теорема 1.7 спричинює, що будь-яка пiдвибiрка опе-

рацiй iз вибiрки ортогональних операцiй є ортогональною. Вiдповiдно до

теореми 1.10 будь-яку 𝑘-вибiрку ортогональних 𝑛-арних операцiй, де 𝑘 <

𝑛, можна занурити в деяку 𝑛-вибiрку ортогональних 𝑛-арних операцiй.

Таким чином, блочний рекурсивний алгоритм i блочний композицiйний

алгоритм дають можливiсть будувати ℓ-вибiрки ортогональних 𝑛-

арних операцiй, де ℓ 6 𝑛.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi запропоновано новий метод побудови ортогональ-

них операцiй “блочний рекурсивний алгоритм”, який є узагальненням

алгоритмiв iз [64] i [93]. У зв’язку з цим використано iнший пiдхiд до

означення операцiй, якi мають ортогональнi ретракти, так що одним iз

параметрiв алгоритму побудови є розбиття множини iндексiв змiнних, а

кожен iз блокiв розбиття визначає ретрактну ортогональнiсть вiдповiдної

заданої вибiрки операцiй.

Основнi результати роздiлу:

1) запропоновано алгоритм побудови ретрактно ортогональних операцiй

(композицiйний алгоритм);

2) запропоновано блочний рекурсивний алгоритм побудови ортогональ-

них операцiй та доведено iснування вибiрок ортогональних опера-

цiй, якi є побудовними за блочним рекурсивним алгоритмом, але є

непобудовними за тривiальними випадками цього алгоритму;

3) запропоновано алгоритм побудови ортогональних операцiй iз блокiв

ортогональних операцiй меншої арностi (блочний композицiйний алго-

ритм).

Результати цього роздiлу опублiковано в [85] i [90].



77

РОЗДIЛ 4

ДОПОВНЕННЯ ОРТОГОНАЛЬНИХ ОПЕРАЦIЙ

Цей роздiл присвячений вивченню методiв побудови ортогональних

доповнень ортогональних багатомiсних операцiй. Для цього вивчаються

зв’язки мiж ретрактною ортогональнiстю i ортогональнiстю. А також

зроблено певнi наслiдки для лiнiйних операцiй i центральних квазiгруп.

Ортогональнiсть ретрактiв також вивчали Г.Б. Бiлявська i Г.Л. Муллен

у [67] для описання зв’язку мiж сильною ортогональнiстю вибiрки операцiй

i ортогональнiстю ретрактiв операцiй цiєї вибiрки, зокрема вони довели

критерiй ретрактної ортогональностi операцiй.

4.1. Ретрактна ортогональнiсть та ортогональнiсть

4.1.1. Вiдношення мiж поняттями ортогональностi та ретракт-

ної ортогональностi

У цьому пiдроздiлi ми вивчаємо зв’язки мiж ортогональнiстю та

ретрактною ортогональнiстю.

У роздiлi 3 наведено означення 𝛿-ретрактної ортогональностi лише для

випадку, коли |𝛿| збiгається iз кiлькiстю операцiй у вибiрцi. Нижче наво-

димо означення для iнших випадкiв вiдповiдно до пiдходу викладеного у

пiдроздiлi 3.1.

Означення 4.1. Нехай 𝛿 ⊂ 1, 𝑛, |𝛿| = 𝑘 i 𝑡 ∈ 1, 𝑛 таке що 𝑡 <

𝑘 < 𝑛. 𝑡-вибiрку 𝑛-арних операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑡 визначених на множинi 𝑄

називатимемо 𝛿-ретрактно ортогональною, якщо всi подiбнi 𝛿-ретракти

цих операцiй є ортогональними, тобто для довiльної послiдовностi 𝑎̄ ∈
𝑄𝑛−𝑘 i довiльних елементiв 𝑏1, . . . , 𝑏𝑡 ∈ 𝑄, система⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑓1;(𝑎̄,𝛿)(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) = 𝑏1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓𝑡;(𝑎̄,𝛿)(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) = 𝑏𝑡
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має 𝑚𝑘−𝑡 розв’язкiв, де 𝑚 = |𝑄|.

Означення 4.2. Нехай 𝛿 ⊂ 1, 𝑛, |𝛿| = 𝑘 i 𝑠 таке, що 𝑠 > 𝑘.

𝑠-вибiрку 𝑛-арних операцiй називатимемо 𝛿-ретрактно ортогональною,

якщо кожна її 𝑘-пiдвибiрка є 𝛿-ретрактно ортогональною.

Означення 4.3. Нехай 𝛿 ⊂ 1, 𝑛, |𝛿| = 𝑘 i ℓ ∈ 1, 𝑛 таке, що ℓ 6 𝑘.

𝑘-вибiрку 𝑛-арних операцiй називатимемо ℓ-кратно 𝛿-ретрактно ортого-

нальною, якщо кожна її ℓ-пiдвибiрка є 𝛿-ретрактно ортогональною.

Очевидно, що кожний ретракт квазiгрупи є також квазiгрупою. Але

iснують повнi операцiї такi, що для деякого 𝛿 їхнi ретракти не є повними.

Приклад 4.1. 𝑛-арний селектор 𝑒𝑖 є повною операцiєю. 𝛿-ретракт

операцiї 𝑒𝑖 є повним (|𝛿| = 𝑘), якщо 𝑖 ∈ 𝛿, до того ж, цей ретракт є

селектором також. Якщо ж 𝑖 ̸∈ 𝛿, то 𝛿-ретракт не є повним, оскiльки

для кожної послiдовностi 𝑎̄ := (𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑛−𝑘
) ∈ 𝑄𝑛−𝑘 вiдповiдний гiперкуб

для 𝑒𝑖;(𝑎̄,𝛿) мiстить лише один елемент, яким зафiксовано 𝑥𝑖.

Теорема 4.1. Якщо для деякого 𝛿 ⊂ 1, 𝑛 вибiрка 𝑛-арних операцiй є

𝛿-ретрактно ортогональною, то вона є ортогональною.

Доведення. Припустимо, що 𝑛-арнi операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝛿-ретрактно

ортогональними i |𝛿| = 𝑘, де 𝑘 < 𝑛. Розглянемо розбиття 𝜋 = {𝛿, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑟}
множини 1, 𝑛, де 𝜋2,. . . , 𝜋𝑟 є довiльними попарно неперехресними пiдмно-

жинами множини 1, 𝑛∖𝛿. Операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 завжди можуть бути вибранi

першим блоком вхiдних операцiй 𝜋-блочного рекурсивного алгоритму, тодi

вибiркою вихiдних операцiй є 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, 𝑔𝑘+1, . . . , 𝑔𝑛, де 𝑔𝑘+1, . . . , 𝑔𝑛 є

𝑛-арними операцiями, якi отриманi за кроками 2) – r) цього алгоритму iз

блокiв довiльних 𝜋2-,. . . , 𝜋𝑟-ретрактно ортогональних операцiй. За теоре-

мою 3.4, операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, 𝑔𝑘+1, . . . , 𝑔𝑛 є ортогональними, тобто вони є

𝑛-кратно ортогональними. За теоремою 1.7, вони є також ℓ-кратно орто-

гональними для всiх ℓ < 𝑛, отже, для ℓ = 𝑘 також. Звiдси вибiрка опе-

рацiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, 𝑔𝑘+1, . . . , 𝑔𝑛 є 𝑘-кратно ортогональною, тобто кожна її
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𝑘-пiдвибiрка операцiй є ортогональною, тобто 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є також ортого-

нальними.

Якщо |𝛿| =: 𝑡, де 𝑘 < 𝑡 < 𝑛, тодi, за теоремою 1.10, кожна 𝑘-вибiрка

𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй може бути вбудована у 𝑡-

вибiрку 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй. Тому iснує (𝑡 − 𝑘)-

вибiрка 𝑛-арних операцiй 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑡 таких, що 𝑡-вибiрка 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘,

𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑡 є 𝛿-ретрактно ортогональною. Як показано вище, ця вибiрка є

ортогональною. Отже, вiдповiдно до теореми 1.7, кожна її 𝑘-пiдвибiрка є

ортогональною. 2

Твердження теореми 4.1 можна також отримати як наслiдок леми 1

iз [67] використовуючи теорему 1.7. Проте побудова i доведення основного

алгоритму потребує пiдходу викладеного в доведеннi теореми 4.1.

Нехай |𝛿| = 𝑘 i ℓ < 𝑘 < 𝑛. За теоремою 4.1 ретрактна ортогональнiсть

спричинює ортогональнiсть, звiдси

– ℓ-кратна 𝛿-ретрактна ортогональнiсть 𝑘-вибiрки 𝑛-арних операцiй

спричинює ℓ-кратну ортогональнiсть цiєї вибiрки вiдповiдно до озна-

чення 4.3;

– 𝛿-ретрактна ортогональнiсть 𝑛-вибiрки 𝑛-арних операцiй спричинює її

𝑘-кратну ортогональнiсть вiдповiдно до означення 4.2.

Переформулюємо достатнiсть леми 1 iз [67] вiдповiдно до нашої системи

означень та позначень:

Твердження 4.1. Якщо 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘, 𝑒𝑗1,. . . , 𝑒𝑗𝑛−𝑘
, де мають мiсце поз-

начення (3.1), є ортогональними, то 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 є 𝛿-ретрактно ортого-

нальними.

Доведемо, що обернене твердження до теореми 4.1 не є iстинним.
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Приклад 4.2. Нехай 𝑔, ℎ, 𝑡 i 𝑝 є 4-арнi операцiї:

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1 − 4𝑥2 + 2𝑥3 + 5𝑥4,

ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 4𝑥1 + 6𝑥2 + 𝑥3 + 5𝑥4,

𝑡(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4,

𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = −𝑥1 + 2𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4

на Z20. Bони є ортогональними, оскiльки їхнiй визначник −171 є взаємно-

простим iз 20. За теоремою 1.7 операцiї 𝑔 i ℎ є ортогональними також.

Перевiримо ортогональнiсть їхнiх вiдповiдних бiнарних ретрактiв. Роз-

глянемо {1, 2}-ретракти операцiй 𝑔 i ℎ:

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑏) = 2𝑥1 − 4𝑥2 + 2𝑎+ 5𝑏,

ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑏) = 4𝑥1 + 6𝑥2 + 𝑎+ 5𝑏

Операцiї 𝑔 i ℎ є {1, 2}-ретрактно ортогональними тодi i тiльки тодi,

коли всi їхнi подiбнi {1, 2}-ретракти є ортогональними. Оскiльки опе-

рацiї визначенi над кiльцем лишкiв, то розв’язнiсть вiдповiдної системи

не залежить вiд фiксацiї змiнних 𝑥3 та 𝑥4. Для будь-яких 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z20

cистема
2𝑥1 − 4𝑥2 + 2𝑎+ 5𝑏 = 𝑐,

4𝑥1 + 6𝑥2 + 𝑎+ 5𝑏 = 𝑑

не має розв’язкiв, тому що ⃒⃒⃒⃒
⃒ 2 −4

4 6

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 28

i не є взаємнопростим iз модулем. Отже, 𝑔 i ℎ не є {1, 2}-ретрактно
ортогональними.

Аналогiчно можна переконатися, що 𝑔 i ℎ не є 𝛿-ретрактно орто-

гональними для кожного |𝛿| = 2. До того ж, всi подiбнi тернарнi

ретракти операцiй 𝑔 i ℎ також не є ортогональними, оскiльки час-

тина коефiцiєнтiв цих операцiй не є взаємнопростими iз модулем.

Таким чином, множини розв’язкiв вiдповiдних систем рiвнянь не є

максимальними.
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Ортогональнi операцiї ℎ i 𝑡 не є {1, 2}-, {3, 4}-ретрактно ортогональ-
ними, але є ретрактно ортогональними для iнших можливих випадкiв

|𝛿| = 2.

Твердження 4.2. Нехай 𝑘 < 𝑛. Тодi iснує 𝑘-вибiрка ортогональних

𝑛-арних операцiй таких, що для деякого 𝛿 ⊂ 1, 𝑛, де |𝛿| = 𝑘, вона не є

𝛿-ретрактно ортогональною.

Доведення. Припустимо, що ортогональнiсть 𝑘-вибiрки 𝑛-арних опе-

рацiй спричинює, що для всiх |𝛿| = 𝑘 ця вибiрка є 𝛿-ретрактно ортогональ-

ною. Якщо 𝑘 = 1, то ортогональнiсть операцiї означає її повноту. З iншого

боку, вiдповiдно до нашого припущення, для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑛 ця операцiя є

{𝑖}-ретрактно ортогональною, тобто для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑛 вона є 𝑖-оборотною.

Звiдси повна операцiя є квазiгруповою. Отримана суперечнiсть свiдчить

про хибнiсть нашого припущення.

Переформулювавши твердження 4.1 за законом контрапозицiї маємо:

якщо 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 не є 𝛿-ретрактно ортогональними, то 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘, 𝑒𝑗1,. . . , 𝑒𝑗𝑛−𝑘

не є ортогональними. Але це не означає, що 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 не є ортогональними.

Наприклад, iснує 𝛿1 ∈ 1, 𝑛 таке, що |𝛿1| = 𝑘 i 𝛿1 ̸= 𝛿, тодi за теоремою 4.1

операцiї 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 є ортогональними. Зокрема для нетривiального випадку

контрприкладом є приклад 4.2.

Бiльше того доведено iснування 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑛-арних опе-

рацiй такої, що для всiх 𝛿 ⊂ 1, 𝑛 ця вибiрка не є 𝛿-ретрактно ортогональ-

ною. 2

𝑘-вибiрка 𝑛-арних операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 (𝑘 < 𝑛), яка побудована за до-

помогою (3.3), називатимемо продовженням 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑘-

арних операцiй ℎ1, . . . , ℎ𝑘 до 𝑘-вибiрки 𝑛-арних операцiй, де 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 є

довiльними 1-оборотними (𝑛− 𝑘 + 1)-арними операцiями.

Лема 4.1. Кожна 𝑘-вибiрка ортогональних 𝑘-арних операцiй є про-

довжувальною до 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй.

Доведення. Вiдповiдно до теореми 3.2, кожне продовження 𝑘-вибiрки
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ортогональних 𝑘-арних операцiй є вибiркою 1, 𝑘-ретрактно ортогональних

операцiй i, отже, за теоремою 4.1 цi операцiї є ортогональними. Оскiльки

завжди iснує 𝑘-вибiрка 1-оборотних (𝑛 − 𝑘 + 1)-арних операцiй, то кожна

𝑘-вибiрка ортогональних 𝑘-арних операцiй може бути продовжена до 𝑘-

вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй. 2

Зауваження 4.1. Нехай 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 є довiльними 1-оборотними (𝑛 −
𝑘 + 1)-арними операцiями, ℎ1, . . . , ℎ𝑘 є довiльними 𝑘-арними операцiями.

Вiдповiдно до теореми 3.2 i теореми 4.1 виконуються такi твердження:

1) операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, побудовнi за формулами (3.3), є ортогональними i

до того ж 1, 𝑘-ретрактно ортогональними тодi i тiльки тодi, коли

ℎ1, . . . , ℎ𝑘 є ортогональними;

2) операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, побудовнi за формулами (3.5), є ортогональними i

до того ж 1, 𝑘-ретрактно ортогональними тодi i тiльки тодi, коли

𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 є ортогональними;

3) операцiї 𝜎𝑓1,. . . , 𝜎𝑓𝑘, побудовнi за композицiйним алгоритмом, є 𝛿-

ретрактно ортогональними i є ортогональними.

Зауваження 4.2. Якщо покласти пiдстановки носiя 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 за-

мiсть 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 у (3.3) вiдповiдно, випливає вiдоме твердження: операцiї

𝛼1ℎ1, . . . , 𝛼𝑘ℎ𝑘 є ортогональними тодi i тiльки тодi, коли ℎ1, . . . , ℎ𝑘 є

ортогональними.

Зауваження 4.3. Вибiрки ортогональних 𝑛-арних квазiгруп

𝑓𝑖1,. . . ,𝑓𝑖𝑘, якi побудованi за методом Т. Iванса (див. теорема 1.12)

є {ℓ, . . . , 𝑛}-ретрактно ортогональними вiдповiдно до теореми 3.2, де
𝜎1, 𝑘 = {ℓ, . . . , 𝑛}.
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4.1.2. Ретрактна ортогональнiсть, перпендикулярнiсть i сильна

ортогональнiсть

Опишемо залежнiсть мiж рiзними узагальненнями ортогональностi бi-

нарних операцiй. Зазначимо, що згiдно означень 2.1 i 3.1, (𝜄, 𝜄)-вiдповiднi

{𝑚, 𝑖}-ретракти є тим же, що подiбнi {𝑚, 𝑖}-ретракти.

Твердження 4.3. Нехай 𝑔 i ℎ є 𝑛-арними операцiями. Такi твер-

дження є еквiвалентними:

1) 𝑔 i ℎ є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄;𝑚), 𝑚 ∈ 1, 𝑛;

2) 𝑔 i ℎ є 𝛿-ретрактно ортогональними для всiх 𝛿 ⊂ 1, 𝑛 таких, що

𝑚 ∈ 𝛿 i |𝛿| = 2.

Доведення. Припустимо, 𝑔 i ℎ є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄;𝑚), 𝑚 ∈
1, 𝑛. Тодi, вiдповiдно до означення 2.2, для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑛∖{𝑚} кожна пара

подiбних {𝑚, 𝑖}-ретрактiв є ортогональною, тобто вони є {𝑚, 𝑖}-ретрактно
ортогональними для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑛∖{𝑚}. 2

Наслiдок 4.1. Якщо 𝑛-арнi операцiї 𝑔 i ℎ є перпендикулярними типу

(𝜄, 𝜄;𝑚), 𝑚 ∈ 1, 𝑛, то вони є 𝛿-ретрактно ортогональними для всiх 𝛿 ⊂
1, 𝑛, де |𝛿| > 1 i 𝑚 ∈ 𝛿.

Доведення. За теоремою 4.1, {𝑚, 𝑖}-ретрактна ортогональнiсть опера-
цiй 𝑔 i ℎ спричинює їхню 𝛿-ретрактну ортогональнiсть для всiх 𝛿 ⊂ 1, 𝑛, де

|𝛿| > 2, таких, що 𝑚 ∈ 𝛿. 2

Вiдповiдно до твердження 4.3, перпендикулярнiсть максимального

типу є ретрактною ортогональнiстю, але обернене твердження не є

правильним. Отже, часткове твердження теореми 4.1 доведено у роздiлi 2,

а саме твердження 2.1, яке доводить, що максимальна перпендикулярнiсть

є ортогональнiстю.

Iз твердження 4.3 випливає iнше означення перпендикулярностi макси-

мального типу.
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Означення 4.4. 𝑛-арнi операцiї 𝑔 i ℎ називаються перпендикуляр-

ними типу (𝜄, 𝜄;𝑚), якщо вони є 𝛿-ретрактно ортогональними для всiх

𝛿 таких, що |𝛿| = 2 i 𝑚 ∈ 𝛿.

Зв’язок мiж ретрактною ортогональнiстю i сильною ортогональнiстю

описаний Г.Б. Бiлявською i Г.Л. Мулленом у наслiдку 8 iз [67], звiдки

випливає ще одне означення сильної ортогональностi. Сформулюємо його

вiдповiдно до означення 1.7 i означення 3.2.

Означення 4.5. Вибiрка 𝑛-арних операцiй є сильно ортогональною,

якщо вона є ℓ-кратно 𝛿-ретрактно ортогональною для кожного ℓ i 𝑘

таких що 1 6 ℓ 6 𝑛, 1 6 𝑘 6 𝑛.

Наслiдок 4.2. Нехай 𝑔 i ℎ є 𝑛-арними квазiгрупами. Такi твер-

дження є еквiвалентними:

1) 𝑔 i ℎ є сильно ортогональними;

2) 𝑔 i ℎ є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄;𝑚) для всiх 𝑚 ∈ 1, 𝑛;

3) 𝑔 i ℎ є 𝛿-ретрактно ортогональними для всiх 𝛿 ⊂ 1, 𝑛;

4) для довiльного 𝑚 ∈ 1, 𝑛 операцiя 𝑔 ⊕
𝑚
ℎ є оборотною.

Доведення. Вiдповiдно до означення 4.5, сильна ортогональнiсть опе-

рацiй 𝑔 i ℎ спричинює їхню 𝛿-ретрактну ортогональнiсть для всiх 𝛿 ⊂
1, 𝑛, тобто 1) i 3) є еквiвалентними. А згiдно твердження 4.3, 2) i 3) є

еквiвалентними. Наслiдок 2.1 спричинює еквiвалентнiсть 2) i 4). 2

4.1.3. Кiлькiсть ретрактно ортогональних операцiй

Нагадаємо, що вiдповiдно до означення 1.2 𝑘-арнi операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘,

якi визначенi на множинi 𝑄 є ортогональними тодi i тiльки тодi, коли цi

операцiї координатизують пiдстановку 𝑄𝑘, тобто коли вiдображення 𝜃 :=

(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘) є пiдстановкою 𝑄𝑘.
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Лема 4.2. Кiлькiсть 𝑘-вибiрок ортогональних 𝑘-арних операцiй, якi

визначенi на множинi 𝑄 порядку 𝑚, є
(𝑚𝑘)!

𝑘!
.

Доведення. Оскiльки кожна 𝑘-вибiрка ортогональних 𝑘-арних опера-

цiй порядку 𝑚 координатизує деяку перестановку 𝑄𝑘, то iснує (𝑚𝑘)! рiзних

𝑘-послiдовностей ортогональних 𝑘-арних операцiй. Зазначимо, що якщо

𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 є ортогональними, то для всiх 𝜎 ∈ S𝑘 послiдовностi виду

(𝑓1𝜎, . . . , 𝑓𝑘𝜎) визначають рiзнi пiдстановки, тобто кожна 𝑘-вибiрка орто-

гональних операцiй визначає 𝑘! рiзних пiдстановок множини 𝑄𝑘. Оскiльки

є точно (𝑚𝑘)! пiдстановок 𝑄𝑘, тодi кiлькiсть 𝑘-наборiв ортогональних 𝑘-

арних операцiй є
(𝑚𝑘)!

𝑘!
. 2

Лема 4.3. Для кожного 𝑖 ∈ 1, 𝑛 iснує точно (𝑚!)𝑚
𝑛−1

𝑖-оборотних

𝑛-арних операцiй на множинi 𝑄 порядку 𝑚.

Доведення. Нехай 𝑄 є довiльною множиною, 𝑚 := |𝑄| < ∞ i 𝑆𝑄

є групою всiх пiдстановок множини 𝑄, тому |𝑆𝑄| = 𝑚!. Якщо 𝑓 є 𝑖-

оборотною 𝑛-арною операцiєю на множинi 𝑄, то перетворення 𝛼𝑖 таке, що

𝛼𝑖(𝑥) := 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛),

є пiдстановкою множини𝑄, тобто кожне вiдображення iз 𝑆𝑄 має цю форму.

Визначимо вiдображення 𝜆𝑖 : 𝑄
𝑛−1 → 𝑆𝑄:

𝜆𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)(𝑥) := 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛).

Це спiввiдношення встановлює взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж 𝑖-

оборотними 𝑛-арними операцiями i вiдображеннями 𝜆𝑖. Очевидно, що

|𝑄𝑛−1| = 𝑚𝑛−1. Тому |Λ𝑖| = (𝑚!)𝑚
𝑛−1

, де

Λ𝑖 = {𝜆𝑖|𝜆𝑖 : 𝑄
𝑛−1 → 𝑆𝑄}.

Отже, доведено, що кiлькiсть всiх бiєктивних вiдображень 𝑄𝑛−1 → 𝑆𝑄

i кiлькiсть 𝑖-оборотних 𝑛-арних операцiй на 𝑄 є однаковою i становить

(𝑚!)𝑚
𝑛−1

. 2
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Зазначимо, що для деяких випадкiв iстиннiсть цього твердження є оче-

видною. У випадку довiльного 𝑚 i 𝑛 = 1, кожна оборотна унарна операцiя

є пiдстановкою множини 𝑄, отже, їхньою кiлькiстю є 𝑚!. У випадку 𝑚 = 2

i 𝑛 = 2, iснує точно 6 повних бiнарних булевих операцiй (повних квадратiв

порядку 2). Серед них 4 лiво (право) оборотних операцiй, враховуючи 2

квазiгрупи. У випадку 𝑚 = 2 i 𝑛 = 3, кожний зрiз куба порядку 2 є

квадратом порядку 2, тому можна знайти всi тернарнi 1-оборотнi булевi

операцiї, використовуючи бiнарнi 1-оборотнi операцiї. Оскiльки їхньою

кiлькiстю є 4, то кiлькiстю всiх 1-оборотних тернарних булевих операцiй є

42 = 16.

Зауважмо, що перетин усiх множин 1-, 2-, . . . , 𝑛-оборотних 𝑛-арних

операцiй на 𝑄 є клас всiх 𝑛-арних квазiгруп на 𝑄.

Лема 4.4. Для кожної 𝑠-вибiрки ортогональних 𝑘-арних операцiй

(𝑠 6 𝑘) на множинi 𝑄 порядку 𝑚 iснує точно (𝑚!)𝑠𝑚
𝑛−𝑘

рiзних

продовжень у 𝑠-вибiрку ортогональних 𝑛-арних операцiй.

Доведення. Для того, щоб продовжити 𝑠-вибiрку ортогональних 𝑘-

арних операцiй на 𝑄 порядку𝑚 за формулами (3.3), маємо взяти 𝑠-вибiрку

1-оборотних (𝑛−𝑘+1)-арних операцiй, до того ж деякi операцiї в цiй вибiрцi

можуть збiгатися. За лемою 4.3, кiлькiстю 1-оборотних (𝑛 − 𝑘 + 1)-арних

операцiй є (𝑚!)𝑚
𝑛−𝑘

, тому кiлькiстю 𝑠-вибiрок 1-оборотних (𝑛−𝑘+1)-арних

операцiй є (𝑚!)𝑠𝑚
𝑛−𝑘

. 2

Зазначимо, що у випадку 𝑘 = 𝑛, маємо знову вибiрку ортогональних

𝑘-арних операцiй.

Якщо ж 𝑠 = 𝑘, то є точно (𝑚!)𝑘𝑚
𝑛−𝑘

рiзних продовжень 𝑘-вибiрки орто-

гональних 𝑘-арних операцiй до 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй.

Теорема 4.2. Нехай |𝛿| = 𝑘, 𝑛 − 𝑘 > 1. Тодi кiлькiсть усiх рiзних

𝑘-вибiрок 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй на множинi 𝑄

порядку 𝑚, якi є побудовними за композицiйним алгоритмом, становить

(𝑚𝑘)!

𝑘!
(𝑚!)𝑘𝑚

𝑛−𝑘

.
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Доведення. Вхiдними даними композицiйного алгоритму є 𝑘-вибiрка

ортогональних 𝑘-арних операцiй, 𝑘-послiдовнiсть (𝑛− 𝑘 + 1)-арних опера-

цiй i 𝜎 ∈ S𝑛 таке, що 𝜎1, 𝑘 = 𝛿. За першим кроком алгоритму будуємо

1, 𝑘-ретрактно ортогональнi 𝑛-арнi операцiї. За лемою 4.2 кiлькiсть 𝑘-

вибiрок ортогональних 𝑘-арних операцiй є
(𝑚𝑘)!

𝑘!
i за лемою 4.4 кiлькiсть

𝑘-послiдовностей (𝑛−𝑘+1)-арних 1-оборотних операцiй є (𝑚!)𝑘𝑚
𝑛−𝑘

. Тому

кiлькiсть побудованих 𝑘-вибiрок операцiй є
(𝑚𝑘)!

𝑘!
(𝑚!)𝑘𝑚

𝑛−𝑘

.

Для того, щоб отримати 𝛿-ретрактно ортогональнi операцiї iз 1, 𝑘-

ретрактно ортогональних операцiй, ми маємо застосувати 𝜎 ∈ S𝑛 таке,

що 𝜎1, 𝑘 = 𝛿. Припустимо, що 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 є 1, 𝑘-ретрактно ортогональними

𝑛-арними операцiями i 𝑔1,. . . , 𝑔𝑘 є 𝛿-ретрактно ортогональними 𝑛-арними

операцiями. Рiвнiсть

{𝑓1, . . . , 𝑓𝑘} = {𝜎𝑔1, . . . ,
𝜎𝑔𝑘}

установлює взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж класами 1, 𝑘-ретрактно

ортогональних 𝑛-арних операцiй i 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних опе-

рацiй. Отже, їхнi кiлькостi однаковi. 2

4.2. Ретрактна ортогональнiсть деяких класiв операцiй

4.2.1. Ретрактна ортогональнiсть роздiльних операцiй

𝑛-арну операцiю 𝑓 називатимемо 𝛿-роздiльною, де 𝛿 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂
1, 𝑛, якщо iснує 𝑠-оборотна (𝑛 − 𝑘)-арна операцiя 𝑔 i 𝑘-арна операцiя ℎ

такi, що операцiю 𝑓 можна подати у виглядi

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑠−1
, ℎ(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘), 𝑥𝑗𝑠+1

, . . . , 𝑥𝑗𝑛−𝑘+1
).

Лема 4.5. Нехай 𝛿 ⊂ 1, 𝑛, |𝛿| = 𝑘 i кожна операцiя деякої 𝑘-

вибiрки 𝑛-арних операцiй є 𝛿-роздiльною. Якщо iснує вибiрка ортого-

нальних подiбних 𝛿-ретрактiв операцiй цiєї вибiрки, то ця 𝑘-вибiрка є

𝛿-ретрактно ортогональною.
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Доведення. Нехай

𝛿 := {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊆ 1, 𝑛, 1, 𝑛 ∖𝛿 := {𝑗1, . . . , 𝑗𝑠−1, 𝑗𝑠+1, . . . , 𝑗𝑛−𝑘+1}

i для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑘 𝑛-арна операцiя 𝑓𝑖 є 𝛿-роздiльною, тобто iснують 𝑠-

оборотна (𝑛− 𝑘)-арна операцiя 𝑔𝑖 та 𝑘-арна операцiя ℎ𝑖 такi, що 𝑓𝑖 можна

подати у виглядi

𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔𝑖(𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑠−1
, ℎ𝑖(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘), 𝑥𝑗𝑠+1

, . . . , 𝑥𝑗𝑛−𝑘+1
).

Припустимо, iснує вибiрка ортогональних 𝛿-ретрактiв операцiй 𝑓1, . . . ,

𝑓𝑘, тобто iснує послiдовнiсть 𝑎̄ = (𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑠−1
, 𝑎𝑗𝑠+1

, . . . , 𝑎𝑗𝑛−𝑘+1
) ∈ 𝑄𝑛−𝑘

така, що для всiх 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘 система⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑔1(𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑠−1

, ℎ1(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘), 𝑎𝑗𝑠+1
, . . . , 𝑎𝑗𝑛−𝑘+1

) = 𝑏1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑔𝑘(𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑠−1
, ℎ𝑘(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘), 𝑎𝑗𝑠+1

, . . . , 𝑎𝑗𝑛−𝑘+1
) = 𝑏𝑘

(4.1)

має єдиний розв’язок. Оскiльки 𝑔1,. . . , 𝑔𝑘 є 𝑠-оборотними, то вiдповiднi

𝑠-трансляцiї є пiдстановками множини 𝑄, тобто для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑘 перетво-

рення 𝛼𝑖, яке визначене рiвнiстю

𝛼𝑖𝑢 := 𝑔𝑖(𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑠−1
, 𝑢, 𝑎𝑗𝑠+1

, . . . , 𝑎𝑗𝑛−𝑘+1
),

є пiдстановкою множини 𝑄. Звiдси, систему (4.1) можна переписати у

виглядi ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ℎ1(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) = 𝛼−1

1 𝑏1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ℎ𝑘(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) = 𝛼−1
𝑘 𝑏𝑘.

Зазначимо, що 𝛼−1
1 𝑏1,. . . , 𝛼−1

𝑘 𝑏𝑘 набувають всiх значень множини 𝑄 одно-

часно iз 𝑏1,. . . , 𝑏𝑘. Це означає, що однозначнiсть розв’язку системи (4.1) не

залежить вiд 𝑎̄. Тому ця система має єдиний розв’язок для всiх 𝑎̄ ∈ 𝑄𝑛−𝑘.

Таким чином, операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝛿-ретрактно ортогональними. 2

Поєднуючи лему 4.5 i теорему 4.1, отримуємо твердження:

Наслiдок 4.3. Нехай 𝛿 ⊂ 1, 𝑛, |𝛿| = 𝑘 i кожна операцiя 𝑘-вибiрки 𝑛-

арних операцiй є 𝛿-роздiльною. Тодi, якщо iснує 𝑘-вибiрка ортогональних

подiбних 𝛿-ретрактiв цих операцiй, то задана 𝑘-вибiрка є ортогональною.
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4.2.2. Ретрактна ортогональнiсть лiнiйних операцiй

Очевидно, що кожна лiнiйна операцiя над абелевою групою є роздi-

льною, тобто вона має безповторний розклад за допомогою двох лiнiйних

операцiй над цiєю групою. До того ж, кожнi двi змiннi можна вiдокремити.

Таким чином, лема 4.5 i наслiдок 4.3 виконуються також для лiнiйних опе-

рацiй над абелевою групою.

Твердження 4.4. Нехай

𝛿 := {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂ 1, 𝑛, 1, 𝑛 ∖𝛿 := {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛−𝑘}.

Тодi 𝑛-арнi лiнiйнi операцiї 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 над абелевою групою (𝑄; +) є 𝛿-

ретрактно ортогональними тодi i тiльки тодi, коли для всiх 𝑞 ∈ 1, 𝑘

кожну з цих операцiй можна подати у виглядi

𝑓𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑝𝑞(ℎ𝑞(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘), 𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑛−𝑘
), (4.2)

де ℎ1,. . . , ℎ𝑘 є ортогональними i 𝑝1,. . . , 𝑝𝑘 є 1-оборотними.

Доведення. Нехай для всiх 𝑞 ∈ 1, 𝑘,

𝑓𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝛼𝑞1𝑥1 + · · ·+ 𝛼𝑞𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑞, (4.3)

де 𝛼𝑞1,. . . ,𝛼𝑞𝑛 є лiнiйними перетвореннями групи (𝑄; +) i 𝑎𝑞 ∈ 𝑄. Припус-

тимо, що 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 є 𝛿-ретрактно ортогональними.

Оскiльки (𝑄; +) є абелевою групою, то рiвнiсть (4.3) можна записати

iнакше:
𝑓𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝛼𝑞𝑖1𝑥𝑖1 + · · ·+ 𝛼𝑞𝑖𝑘𝑥𝑖𝑘+

+ 𝛼𝑞𝑗1𝑥𝑗1 + · · ·+ 𝛼𝑞𝑗𝑛−𝑘
𝑥𝑗𝑛−𝑘

+ 𝑎𝑞,

де {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ∪ {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛−𝑘} = 1, 𝑛, тодi

𝑓𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝛽(𝛽−1𝛼𝑞𝑖1𝑥𝑖1 + · · ·+ 𝛽−1𝛼𝑞𝑖𝑘𝑥𝑖𝑘)+

+ 𝛼𝑞𝑗1𝑥𝑗1 + · · ·+ 𝛼𝑞𝑗𝑛−𝑘
𝑥𝑗𝑛−𝑘

+ 𝑎𝑞,
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де 𝛽 є довiльним автоморфiзмом групи (𝑄; +). Звiдси, для всiх 𝑞 ∈ 1, 𝑘

операцiя 𝑓𝑞 має вигляд (4.2), де

ℎ𝑞(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) := 𝛽−1𝛼𝑞𝑖1𝑥𝑖1 + · · ·+ 𝛽−1𝛼𝑞𝑖𝑘𝑥𝑖𝑘,

𝑝𝑞(𝑢, 𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑛−𝑘
) := 𝛽𝑢+ 𝛼𝑞𝑗1𝑥𝑗1 + · · ·+ 𝛼𝑞𝑗𝑛−𝑘

𝑥𝑗𝑛−𝑘
+ 𝑎𝑞.

Ортогональнiсть операцiй ℎ1,. . . , ℎ𝑘 випливає iз 𝛿-ретрактної ортогональ-

ностi операцiй 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 i зауваження 4.2.

Зауваження 4.1 спричинює достатнiсть цiєї теореми. 2

Наслiдок 4.4. Нехай 𝑘 6 𝑛 i 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝑛-арними лiнiйними

операцiями над (Z𝑚; +). Мiнор порядку 𝑘 вiдповiдної матрицi для опе-

рацiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, який є взаємнопростим iз 𝑚, iснує тодi i тiльки тодi,

коли цi операцiї є ортогональними.

Доведення. Припустимо, що iснує мiнор порядку 𝑘 вiдповiдної матрицi

для операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, який є взаємнопростим iз 𝑚. Цей мiнор є вiдповiд-

ним визначником для деяких 𝑘-арних ретрактiв операцiй 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, тобто

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ретрактно ортогональними. Тодi, за теоремою 4.1, операцiї

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ортогональними.

Припустимо 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ортогональними, тодi ранг вiдповiдної матрицi

дорiвнює 𝑘. З означення рангу матрицi, iснує мiнор порядку 𝑘 цiєї матрицi,

який є взаємнопростим iз 𝑚. 2

Для лiнiйних операцiй визначених над полем простого порядку подiбне

твердження наведено у [80, лема 4.1]

Ретрактна ортогональнiсть спричинює ортогональнiсть, але обернене

твердження не є iстинним, зокрема iснують ортогональнi лiнiйнi операцiї

над абелевою групою, якi не є ретрактно ортогональними (див. приклад

4.2). Проте для певного класу лiнiйних операцiй ретрактна ортогональ-

нiсть є необхiдною i достатньою умовою ортогональностi.

Наслiдок 4.5. Нехай 𝑘 6 𝑛 i 𝑝 є простим числом. 𝑛-арнi центра-

льнi квазiгрупи 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 над полем (Z𝑝; +, ·) є ортогональними тодi i
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тiльки тодi, коли iснує 𝛿 таке, що |𝛿| = 𝑘 i 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є 𝛿-ретрактно

ортогональними.

Доведення. Для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑘, центральна квазiгрупа 𝑓𝑖 арностi 𝑛 має

вигляд

𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑖,

де 𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, . . . , 𝑎𝑖𝑛 є довiльними оборотними елементами iз (Z𝑝; +, ·) i 𝑎𝑖 ∈ Z𝑝.

Припустимо, що 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ортогональними. Це означає, що для всiх

𝑏1, . . . , 𝑏𝑘 ∈ Z𝑝 система⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · ·+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑎1 = 𝑏1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑘1𝑥1 + 𝑎𝑘2𝑥2 + · · ·+ 𝑎𝑘𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑘 = 𝑏𝑘

має 𝑝𝑛−𝑘 розв’язкiв, тобто 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑘, де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛

. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 . . . 𝑎𝑘𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Оскiльки 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є ортогональними, то за наслiдком 4.4 iснує оборотна

пiдматриця 𝑀 порядку 𝑘 матрицi 𝐴, тобто її визначник є ненульовим.

Матриця 𝑀 вiдповiдає деякiй 𝑘-вибiрцi 𝑘-арних 𝛿-ретрактiв операцiй

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, де |𝛿| = 𝑘. Отже, за наслiдком 4.3 квазiгрупи 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 є

𝛿-ретрактно ортогональними.

Достатнiсть випливає iз теореми 4.1. 2

Приклад 4.3. Нехай вiдповiдна матриця для 𝑘-арних центральних

квазiгруп 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 над полем (Z𝑝; +, ·) є матрицею Вандермонда:

𝑉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝑎1 𝑎2

1 . . . 𝑎𝑘−1
1

1 𝑎2 𝑎2
2 . . . 𝑎𝑘−1

2

. . . . . . . . . . . . . . .

1 𝑎𝑘 𝑎2
𝑘 . . . 𝑎𝑘−1

𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Вiдомо, що її визначник можна обчислити за формулою

Δ =
∏︁

16𝑗<𝑖6𝑘

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗).

Вiн вiдмiнний вiд нуля тодi i тiльки тодi коли для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑘, де

𝑖 ̸= 𝑗, виконується нерiвнiсть 𝑎𝑖 ̸= 𝑎𝑗. Як зазначено у [67] операцiї 𝑓1, . . . ,

𝑓𝑘 є ортогональними. Бiльше того за допомогою матрицi Вандермонда

можна будувати 𝑡-вибiрки 𝑘-арних центральних квазiгруп, де 𝑡 > 𝑘.

Кожна 𝑠-вибiрка операцiй iз 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, де 𝑠 6 𝑘, є 1, 𝑠-ретрактно

ортогональною тодi i тiльки тодi, коли 𝑎𝑖 ̸= 𝑎𝑗. Справдi, кожен мiнор

вiдповiдної матрицi розмiрностi 𝑠 × 𝑘, що отриманий викреслюванням

стовпцiв iз номерами 𝑠+1, 𝑠+2, . . . , 𝑛, є також матрицею Вандермонда.

4.3. Доповнення ортогональних операцiй i гiперкубiв

Вiдповiдно до теореми 4.1, якщо 𝑘-вибiрка є ретрактно ортогональною,

то для доповнення цiєї вибiрки можна використати блочний рекурсивний

алгоритм, який описаний у роздiлi 3.

(𝑛−𝑘)-вибiрку 𝑛-арних операцiй 𝑓𝑘+1,. . . , 𝑓𝑛 називатимемо ортогональ-

ним доповненням 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 до 𝑛-

вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй, якщо 𝑛-вибiрка 𝑓1,. . . , 𝑓𝑛 є орто-

гональною. До того ж, вибiрка 𝑓𝑘+1,. . . , 𝑓𝑛 є ортогональною за теоремою

1.7.

4.3.1. Алгоритм побудови доповнень ортогональних операцiй

Довiльну 𝑘-вибiрку 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй, де

|𝛿| = 𝑘, можна доповнити до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй

використовуючи блочний рекурсивний алгоритм.

Алгоритм 4.1. Нехай 𝛿 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂ 1, 𝑛, |𝛿| = 𝑘 i 𝑔𝑖1,. . . , 𝑔𝑖𝑘 є

𝛿-ретрактно ортогональними 𝑛-арними операцiями.

Операцiї 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑛 будуються за такими кроками:
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1) вибираємо довiльнi 𝑛-арнi операцiї 𝑓𝑖𝑘+1
,. . . , 𝑓𝑖𝑛 такi, що для кожного

𝑟 ∈ 2, 𝑞 вибiрка {𝑓𝑗|𝑗 ∈ 𝜋𝑟} є довiльною 𝜋𝑟-ретрактно ортогональною,

тобто вiдповiдним розбиттям множини 1, 𝑛 є 𝜋 := {𝛿, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑞}, i
перестановки 𝜏1 ∈ S𝛿, 𝜏2 ∈ S𝛿∪𝜋2

, . . . , 𝜏𝑞−1 ∈ S𝛿∪𝜋2∪···∪𝜋𝑞−1
;

2) для кожного 𝑗 ∈ 𝜋2, операцiя 𝑔𝑗 визначається за допомогою рiвностi

𝑔𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑗(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), (4.4)

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝛿,

𝑥𝑠 в iнших випадках;

r) для кожного 𝑗 ∈ 𝜋𝑟, 𝑟 = 3, . . . , 𝑞, операцiя 𝑔𝑗 визначається за допомо-

гою рiвностi (4.4), де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏𝑟−1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝛿 ∪ 𝜋2 ∪ · · · ∪ 𝜋𝑟−1,

𝑥𝑠 в iнших випадках.

Теорема 4.3. (𝑛 − 𝑘)-вибiрка 𝑛-арних операцiй 𝑔𝑖𝑘+1
,. . . , 𝑔𝑖𝑛, яка

побудована за алгоритмом 4.1, є доповненням 𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно

ортогональних 𝑛-арних операцiй 𝑔𝑖1,. . . , 𝑔𝑖𝑘 до 𝑛-вибiрки ортогональних

𝑛-арних операцiй.

Доведення. Доведення випливає iз теореми 3.4, якщо використати 𝜋-

блочний рекурсивний алгоритм, а 𝛿 взяти першим блоком визначаючого

розбиття 𝜋 множини 1, 𝑛. 2

Нехай 𝛿 ⊂ 1, 𝑛 i |𝛿| = 𝑘. 𝛿-пiдгiперкубом називатимемо 𝑘-вимiрний

гiперкуб 𝐻𝛿 𝑛-куба 𝐻, якщо вiн отримується з 𝐻 фiксуванням 𝑛 − 𝑘

координат з iндексами iз множини 1, 𝑛∖𝛿. Зазначимо, що це означення

є бiльш загальним нiж означення До кожного 𝑘-арного ретракту 𝑛-арної

операцiї є вiдповiдним 𝑘-вимiрний пiдгiперкуб вiдповiдного 𝑛-куба. Якщо

𝛿 = {𝑖, 𝑗}, то𝐻𝛿 є {𝑖, 𝑗}-зрiзом гiперкуба𝐻. Якщо 𝛿 = {𝑖}, то 𝛿-пiдгiперкуб
є 𝑖-лiнiєю.
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Пiдгiперкуби 𝐻1,𝛿,. . . , 𝐻𝑘,𝛿 порядку 𝑚 гiперкубiв 𝐻1,. . . , 𝐻𝑘 називати-

мемо подiбними, якщо кожен iз них визначається фiксацiєю всiх координат

з множини 1, 𝑛∖𝛿 тими самими елементами базової множини.
Означення 3.2 можна переформулювати для гiперкубiв: гiперкуби

𝐻1,. . . , 𝐻𝑘 називатимемо 𝛿-ретрактно ортогональними, якщо всi їхнi

подiбнi пiдгiперкуби 𝐻1,𝛿,. . . , 𝐻𝑘,𝛿 є ортогональними.

Зауваження 4.4. Всi поданi тверження можна переформулювати

для гiперкубiв. Таким чином, алгоритм 1 є застосовним для побудови

доповнень ортогональних гiперкубiв.

Зазначимо, що алгоритм 4.1 дає можливiсть побудувати доповнення

𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй до (𝑘 + 𝑠)-вибiрки

ортогональних 𝑛-арних операцiй для всiх 𝑠 ∈ 1, 𝑛− 𝑘 так само як блочний

рекурсивний алгоритм дає можливiсть будувати (𝑘 + 𝑠)-вибiрки ортого-

нальних 𝑛-арних операцiй, що спричинено теоремою 1.7. В обох випадках

потрiбно закiнчити алгоритм на вiдповiдному кроцi. Для цього маємо

розглянути два випадки:

� якщо |𝜋1|+ · · ·+ |𝜋𝑟| = 𝑠, тодi алгоритм маємо завершити кроком r);

� якщо |𝜋1| + · · · + |𝜋𝑟| < 𝑠 < |𝜋𝑟+1|, тодi алгоритм маємо завершити на

вiдповiдному кроцi (𝑟 + 1)-го кроку алгоритму.

Припустимо, що 𝑡-вибiрка 𝑛-арних операцiй, де 𝑡 > 𝑛, є ортогональною.

Вiзьмемо з неї довiльну ℓ-вибiрку операцiй, де ℓ < 𝑛. За теоремою 1.7 ця

вибiрка є ортогональною, тому за теоремою 1.10 вона є вбудовною в деяку

𝑛-вибiрку ортогональних 𝑛-арних операцiй. Однак iснує доповнення, яке

не належить заданiй 𝑡-вибiрцi.

4.3.2. Тривiальнi доповнення

Найбiльш простими i найбiльш вивченими доповненнями ортогональ-

них операцiй є тривiальнi доповнення, тобто тi у яких додається точно
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одна операцiя на кожному кроцi алгоритму. Для побудови тривiальних

доповнень достатньо мати лише операцiї, якi є односторонньо оборотними

на всiх рiзних мiсцях, що не належать 𝛿. Якщо в алгоритмi 4.1 розбиття

має вигляд 𝜋 = ({𝑛}, {𝑛− 1}, . . . , {1}), то маємо алгоритм доповнення 𝑛-

арної 𝑛-оборотної операцiї до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй,

який тривiально спричинюється алгоритмом Г. Бiлявської i Г. Мулена [64].

Поєднуючи алгоритм 4.1 i тривiальний рекурсивний алгоритм,

сформулюємо алгоритм для тривiального доповнення.

Алгоритм 4.2. Нехай 𝑔𝑖1,. . . , 𝑔𝑖𝑘 є 𝛿-ретрактно ортогональними 𝑛-

арними операцiями, де 𝛿 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂ 1, 𝑛.

Операцiї 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑛 будуються за такими кроками:

r0) вибираємо довiльнi 𝑛-арнi операцiї 𝑓𝑖𝑘+1
,. . . , 𝑓𝑖𝑛, такi, що для всiх 𝑟 ∈

1, 𝑛− 𝑘 операцiї 𝑓𝑖𝑘+𝑟
є 𝑖𝑘+𝑟-оборотними i перестановки 𝜏1 ∈ S𝛿, 𝜏2 ∈

S𝛿∪{𝑖𝑘+1}, . . . , 𝜏𝑛−𝑘 ∈ S𝛿∪{𝑖𝑘+1}∪···∪{𝑖𝑛−𝑘};

1) операцiя 𝑔𝑖𝑘+1
визначається рiвнiстю

𝑔𝑖𝑘+1
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑖𝑘+1

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛),

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝛿,

𝑥𝑠 в iнших випадках;

r) для кожного 𝑟 = 2, 𝑛− 𝑘, операцiя 𝑔𝑖𝑘+𝑟
визначається рiвнiстю

𝑔𝑖𝑘+𝑟
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑖𝑘+𝑟

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛),

де

𝑡𝑠 :=

{︃
𝑔𝑠𝜏𝑟−1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), якщо 𝑠 ∈ 𝛿 ∪ {𝑖𝑘+1} ∪ {𝑖𝑘+𝑟−1},
𝑥𝑠 в iнших випадках.

Наслiдок 4.6. Кожна 𝑘-вибiрка 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних

операцiй (|𝛿| = 𝑘) є тривiально доповнювальною, тобто за алгоритмом

4.2, до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй.
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Доведення. Припустимо, що в алгоритмi 4.1 блоки 𝜋2,. . .𝜋𝑞 є

одноелементними множинами. Введемо позначення

𝜋2 := {𝑖𝑘+1}, . . . 𝜋𝑞 := {𝑖𝑘+𝑞},

де 𝑘+𝑞 = 𝑛, тому визначаючим є розбиття 𝜋′ = {𝛿, {𝑖𝑘+1}, . . . , {𝑖𝑘+𝑞}} мно-
жини 1, 𝑛. Алгоритм 4.2 отримуємо, переформулювавши алгоритм 4.1 для

𝜋′, тобто вiн є частковим випадком алгоритму 4.1. Вiдповiдно до теореми

4.3, операцiї, якi є побудованими за алгоритмом 4.2, утворюють доповнення

цiєї 𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй до 𝑛-вибiрки

ортогональних 𝑛-арних операцiй. Оскiльки для довiльного цiлого числа 𝑛

i для кожного 𝑘 ∈ 1, 𝑛 завжди iснує (𝑛− 𝑘)-вибiрка 𝑖𝑘+1-, . . . , 𝑖𝑛-оборотних

операцiй, то кожна вибiрка 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй

є доповнювальною за алгоритмом 4.2 до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних

операцiй. 2

4.4. Оцiнки кiлькостi доповнень 𝛿-ретрактно ортогональних опе-

рацiй

Кiлькiсть доповнень довiльної даної вибiрки ортогональних 𝑛-арних

операцiй до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй невiдома, але ми

можемо знайти деякi оцiнки доповнень.

Два доповнення тiєї ж вибiрки ортогональних операцiй будемо

називати рiзними, якщо вони вiдрiзняються принаймнi однiєю операцiєю.

Для довiльного 𝜎 ∈ S𝑛 припускається, що 𝑘-вибiрки 𝑛-арних операцiй

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 i 𝑓1𝜎, . . . , 𝑓𝑘𝜎 є однаковими.

Визначимо функцiю 𝑝 на множинi пар додатнiх цiлих чисел:

𝑝(1, 𝑠) := 1! · 2! · 3! · . . . · 𝑠!.

Перепишемо цю рiвнiсть:

𝑝(1, 𝑠) = 2𝑠−1 · 3𝑠−2 · . . . · (𝑠− 1)2 · 𝑠. (4.5)
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Таким чином,

1! · 2! · 3! · . . . · 𝑠! =
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑗𝑠−𝑗+1,

тодi

𝑝(𝑘, 𝑠) := 𝑘! · (𝑘 + 1)! · . . . · 𝑠! =

= 2𝑠−𝑘+1 · . . . · 𝑘𝑠−𝑘+1 · (𝑘 + 1)𝑠−𝑘 · . . . · (𝑠− 1)2 · 𝑠.

Отже,

𝑘! · (𝑘 + 1)! · . . . · 𝑠! =
𝑘∏︁

𝑗=1

𝑗𝑠−𝑘+1
𝑠∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑠−𝑗+1. (4.6)

Формула (4.5) є частковим випадком формули (4.6). Якщо 𝑘 = 1 у

(4.6), то
1∏︁

𝑗=1

𝑗𝑠−1+1 = 1.

Нехай C𝑛(𝑘, 𝑠;𝑚) позначає кiлькiсть усiх рiзних доповнень побудованих

за алгоритмом 4.1 𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй

визначених на 𝑄 порядку𝑚 до 𝑠-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй i

c𝑛(𝑘, 𝑠;𝑚) позначає кiлькiсть усiх рiзних тривiальних доповнень 𝑘-вибiрки

𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй на множинi 𝑄 порядку 𝑚 до

𝑠-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй (𝑘 < 𝑠 6 𝑛).

Теорема 4.4. Нехай 𝑚 = |𝑄|, 𝑘 = |𝛿|, 𝑟 6 𝑛− 𝑘. Тодi

(𝑚!)𝑟𝑚
𝑛−1

𝑟!
< c𝑛(𝑘, 𝑘 + 𝑟;𝑚) <

(𝑛− 𝑘)!(𝑚!)𝑟𝑚
𝑛−1

(𝑛− 𝑘 − 𝑟)!

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑗𝑟
𝑘+𝑟∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑘+𝑟−𝑗.

Доведення. Припустимо 𝛿 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} i послiдовнiсть (𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘) є

довiльною фiксованою впорядкованою 𝑘-вибiркою 𝛿-ретрактно ортогональ-

них 𝑛-арних операцiй на множинi 𝑄. За теоремою 4.1, ця вибiрка є орто-

гональною.

Знаходимо нижню оцiнку кiлькостi доповнень c𝑛(𝑘, 𝑘 + 𝑟;𝑚). Припус-

тимо, що для кожного 𝑞 ∈ 1, 𝑟

Δ := 𝛿 ∪ {𝑖𝑘+1} · · · ∪ {𝑖𝑘+𝑞−1}.
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Зазначимо, якщо 𝑞 = 1, то 𝑖𝑘+𝑞−1 = 𝑖𝑘. Оскiльки 𝑖𝑘 ∈ 𝛿, то Δ = 𝛿∪{𝑖𝑘} = 𝛿.

Для довiльної 𝑖𝑘+𝑞-оборотної 𝑛-арної операцiї 𝑓𝑖𝑘+𝑞
побудуємо 𝑛-арну

операцiю 𝑔𝑖𝑘+𝑞
за допомогою рiвностi

𝑔𝑖𝑘+𝑞
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓𝑖𝑘+𝑞

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑞 = 1, . . . , 𝑟, (4.7)

де 𝑖𝑘+𝑞 ∈ 1, 𝑛 ∖𝛿 ∪ {𝑖𝑘+1} · · · ∪ {𝑖𝑘+𝑞−1} i

𝑡𝑖 :=

{︃
𝑔𝑖, якщо 𝑖 ∈ Δ,

𝑥𝑖, якщо 𝑖 ̸∈ Δ.

За алгоритмом 4.2 i наслiдком 4.6, вибiрка (𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑞

) є

ортогональною. Зазначимо, що на кожному кроцi 𝑞 ∈ 1, 𝑟, додаємо лише

одну операцiю за допомогою 𝑖𝑘+𝑞-оборотної 𝑛-арної операцiї.

Припустимо, що (𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑞−1

, 𝑔′𝑖𝑘+𝑞
) є iншою вибiркою

ортогональних операцiй, де 𝑔′𝑖𝑘+𝑞
є побудовною за (4.7) з iншої 𝑖𝑘+𝑞-оборотної

операцiї 𝑓 ′
𝑖𝑘+𝑞

:

𝑔′𝑖𝑘+𝑞
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓 ′

𝑖𝑘+𝑞
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛).

До того ж

(𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑞−1

, 𝑔𝑖𝑘+𝑞
) ̸= (𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1

, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑞−1
, 𝑔′𝑖𝑘+𝑞

)

тодi i тiльки тодi, коли 𝑓𝑖𝑘+𝑞
̸= 𝑓 ′

𝑖𝑘+𝑞
.

Справдi, нехай

(𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑞−1

, 𝑔𝑖𝑘+𝑞
) = (𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1

, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑞−1
, 𝑔′𝑖𝑘+𝑞

),

отже, 𝑔𝑖𝑘+𝑞
= 𝑔′𝑖𝑘+𝑞

, тобто

𝑓𝑖𝑘+𝑞
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑓 ′

𝑖𝑘+𝑞
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛).

Оскiльки за теоремою 1.7 для кожного 𝑞 ∈ 1, 𝑛− 𝑘 вибiрка

(𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑞

) є ортогональною, то вона набуває всiх значень

iз множини 𝑄𝑘+𝑞. Це означає, що вибiрка (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) набуває всiх значень

iз 𝑄𝑛. Тому, 𝑓𝑖𝑘+𝑞
= 𝑓 ′

𝑖𝑘+𝑞
. Обернене твердження є очевидним.

Таким чином, для будь-якого 𝑞 ∈ 1, 𝑟 кiлькiсть усiх рiзних доповнень

(𝑘 + 𝑞 − 1)-вибiрки ортогональних операцiй, побудованих за допомогою
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(4.7) за допомогою 𝑖𝑘+𝑞-оборотної операцiї, дорiвнює кiлькостi всiх 𝑖𝑘+𝑞-

оборотних 𝑛-арних операцiй на множинi 𝑄 порядку𝑚, i це число становить

(𝑚!)𝑚
𝑛−1

вiдповiдно до леми 4.3. Отже, iснує принаймнi (𝑚!)𝑚
𝑛−1

рiзних

доповнень (𝑘 + 𝑞 − 1)-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй до (𝑘 + 𝑞)-

вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй.

Повторюємо цi кроки 𝑟 разiв, доки отримаємо (𝑘 + 𝑟)-вибiрку ортого-

нальних 𝑛-арних операцiй. Кiлькiсть вибiрок виду

(𝑓𝑖1, . . . , 𝑓𝑖𝑘, 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑟

)

становить (𝑚!)𝑟𝑚
𝑛−1

. Вибiрка 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑟

є невпорядкованою. При-

пустимо, що серед побудованих вибiрок iснують вибiрки (𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑘+𝑟

)

i (𝑔′𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔′𝑖𝑘+𝑟

), такi, що

(𝑔′𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔′𝑖𝑘+𝑟

) = (𝑔𝑖(𝑘+1)𝜎
, . . . , 𝑔𝑖(𝑘+𝑟)𝜎

),

де 𝜎 ∈ S𝑟, тобто те ж саме доповнення отримуємо двiчi. Максимальна

кiлькiсть усiх можливих повторень є 𝑟!. Отже,

c𝑛(𝑘, 𝑘 + 𝑟;𝑚) >
(𝑚!)𝑟𝑚

𝑛−1

𝑟!
.

Розглянемо верхню оцiнку числа c𝑛(𝑘, 𝑘+ 𝑟;𝑚). За блочним рекурсив-

ним алгоритмом, використовуючи перестановки iз множин S𝛿, S𝛿∪{𝑖1},. . . ,

S𝛿∪{𝑖1}∪···∪{𝑖𝑟−1}, отримуємо також ортогональнi операцiї. Оскiльки

|S𝛿| = 𝑘!, |S𝛿∪{𝑖1}| = (𝑘 + 1)!, . . . |S𝛿∪{𝑖1}∪···∪{𝑖𝑟−1}| = (𝑘 + 𝑟 − 1)!,

маємо ще вiдповiдно до рiвностi (4.6)

𝑘! · (𝑘 + 1)! · . . . · (𝑘 + 𝑟 − 1) =
𝑘∏︁

𝑗=1

𝑗𝑟
𝑘+𝑟∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑘+𝑟−𝑗

способiв для побудови ортогональних доповнень.

Для кожного 𝑞 ∈ 1, 𝑟 виконується належнiсть 𝑖𝑘+𝑞 ∈ 1, 𝑛 ∖Δ, тому iснує
𝑛− 𝑘 − 𝑞 + 1 способiв вибору 𝑖𝑘+𝑞, тобто

(𝑛− 𝑘) · . . . · (𝑛− 𝑘 − 𝑟 + 1) =
(𝑛− 𝑘)!

(𝑛− 𝑘 − 𝑟)!
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способiв для вибору послiдовностi (𝑖𝑘+1, . . . , 𝑖𝑘+𝑟) без повторень. Оскiльки

для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛, де 𝑖 ̸= 𝑗, класи 𝑖-оборотних i 𝑗-оборотних 𝑛-арних

операцiй мають непорожнiй перетин, то маємо нерiвнiсть

c𝑛(𝑘, 𝑘 + 𝑟;𝑚) <
(𝑛− 𝑘)!(𝑚!)𝑟𝑚

𝑛−1

(𝑛− 𝑘 − 𝑟)!

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑗𝑟
𝑘+𝑟∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑘+𝑟−𝑗.

2

В наступному твердженнi поданi оцiнки кiлькостi ортогональних

доповнень 𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних операцiй до (𝑘+1)-вибiрки

ортогональних 𝑛-арних операцiй, де 𝑘 + 1 ̸= 𝑛

Наслiдок 4.7. Нехай 𝑚 = |𝑄|, 𝑘 = |𝛿| i 𝑘 + 1 ̸= 𝑛, тодi

(𝑚!)𝑚
𝑛−1

< c𝑛(𝑘, 𝑘 + 1;𝑚) < (𝑛− 𝑘)𝑘!(𝑚!)𝑚
𝑛−1

.

Доведення. Якщо 𝑟 = 1, то, за теоремою 4.4,

(𝑚!)𝑟𝑚
𝑛−1

𝑟!
= (𝑚!)𝑚

𝑛−1

i
𝑘∏︁

𝑗=1

𝑗𝑟
𝑘+𝑟∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑘+𝑟−𝑗 =
𝑘∏︁

𝑗=1

𝑗
𝑘+1∏︁

𝑗=𝑘+1

(𝑘 + 1)𝑘+1−(𝑘+1) = 𝑘!.

Тому

(𝑛− 𝑘)!(𝑚!)𝑟𝑚
𝑛−1

(𝑛− 𝑘 − 𝑟)!

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑗𝑟
𝑘+𝑟∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑘+𝑟−𝑗 =
(𝑛− 𝑘)!𝑘!(𝑚!)𝑚

𝑛−1

(𝑛− 𝑘 − 1)!
= (𝑛−𝑘)𝑘!(𝑚!)𝑚

𝑛−1

.

2

Для доповнення (𝑛 − 1)-вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних

операцiй (|𝛿| = 𝑛−1) до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй можна

знайти точнiшi оцiнки.

Наслiдок 4.8. Нехай 𝑚 = |𝑄| i |𝛿| = 𝑛− 1. Тодi

(𝑚!)𝑚
𝑛−1

6 C𝑛(𝑛− 1, 𝑛;𝑚) 6 (𝑛− 1)!(𝑚!)𝑚
𝑛−1

. (4.8)

Доведення. В умовi теореми 4.4, рiвнiсть 𝑘 = 𝑛− 1 спричинює 𝑟 = 𝑛−
(𝑛−1) = 1. У цьому випадку будь-яке можливе доповнення є тривiальним.
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Ось чому c𝑛(𝑛 − 1, 𝑛;𝑚) = C𝑛(𝑛 − 1, 𝑛;𝑚). За наслiдком 4.7, його нижня

оцiнка становить (𝑚!)𝑚
𝑛−1

, а верхня – (𝑛− 1)!(𝑚!)𝑚
𝑛−1

.

З доведення теореми 4.4 випливає, що 𝑛-арна операцiя 𝑔𝑖𝑛 є однозначно

побудовною за допомогою 𝑖𝑛-оборотної операцiї 𝑓𝑖𝑛. Отже, впорядкована

вибiрка (𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘) є однозначно доповнювальною за допомогою (4.7).

Тому маємо нестрогi нерiвностi для C𝑛(𝑛− 1, 𝑛;𝑚). 2

Приклад 4.4. Розглянемо доповнення бiнарних булевих операцiй.

Пiдставивши 𝑛 = 2 i 𝑚 = 2 у (4.8), маємо

4 6 C2(1, 2; 2) 6 4,

отже, C2(1, 2; 2) = 4.

Це також можна перевiрити накладанням вiдповiдних квадратiв:

кожна лiво (право) оборотна бiнарна булева операцiя має 4 доповнення.

Оскiльки iснує 4 лiво (право) оборотних бiнарних булевих операцiй, то

всi цi доповнення є побудовними за алгоритмом 4.2.

Також наведемо уточнення теореми 4.4 для оцiнок кiлькостi доповнень

𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй до 𝑛-вибiрки орто-

гональних операцiй.

Наслiдок 4.9. Нехай 𝑚 = |𝑄|, 𝑘 = |𝛿| i 𝑘 < 𝑛. Тодi

(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1

(𝑛− 𝑘)!
< c𝑛(𝑘, 𝑛;𝑚) < (𝑛− 𝑘)!(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑗𝑛−𝑘
𝑛∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑛−𝑗.

Доведення. Якщо 𝑘 + 𝑟 = 𝑛, то, за теоремою 4.4,

(𝑛− 𝑘)!(𝑚!)𝑟𝑚
𝑛−1

(𝑛− 𝑘 − 𝑟)!

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑗𝑟
𝑘+𝑟∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑘+𝑟−𝑗 =

(𝑛− 𝑘)!(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1

(𝑛− 𝑛)!

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑗𝑛−𝑘
𝑛∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑛−𝑗 =

(𝑛− 𝑘)!(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1
𝑘∏︁

𝑗=1

𝑗𝑛−𝑘
𝑛∏︁

𝑗=𝑘+1

𝑗𝑛−𝑗
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i
(𝑚!)𝑟𝑚

𝑛−1

𝑟!
=

(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1

(𝑛− 𝑘)!
.

2

Для того, щоб знайти кiлькiсть усiх доповнень 𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно

ортогональних 𝑛-арних операцiй на множинi 𝑄 порядку 𝑚 до 𝑛-вибiрки

ортогональних 𝑛-арних операцiй, ми маємо знайти доповнення для всiх

можливих визначаючих розбиттiв, де першим блоком є 𝛿, i тодi вiдкинути

всi повторення доповнень. Кiлькiсть рiзних алгоритмiв для такого допов-

нення є кiлькiстю всiх послiдовностей параметрiв алгоритму 4.1. Припус-

тимо, що кожне з доповнень збiгається з одним iз тривiальних доповнень,

тодi теорема 4.4 дає нижню оцiнку кiлькостi всiх доповнень.

Оскiльки алгоритм 4.2 є частковим випадком алгоритму 4.1, то теорема

4.4 та її наслiдки дають також нижню оцiнку кiлькостi C𝑛(𝑘, 𝑟;𝑚) всiх

доповнень.

Наслiдок 4.10. Нехай 𝑚 = |𝑄|, 𝑘 = |𝛿| i 𝑘 + 𝑟 6 𝑛. Якщо

1) 𝑟 = 1, то

C(𝑘, 𝑘 + 1;𝑚) > (𝑚!)𝑚
𝑛−1

;

2) 1 < 𝑟 < 𝑛− 𝑘, то

C(𝑘, 𝑘 + 𝑟;𝑚) >
(𝑚!)𝑟𝑚

𝑛−1

𝑟!
;

3) 𝑟 = 𝑛− 𝑘, то

C(𝑘, 𝑛;𝑚) >
(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1

(𝑛− 𝑘)!
.

Як зазначено в теоремi 4.4, ми не можемо порахувати навiть кiлькiсть

тривiальних доповнень безпосередньо. Якщо припустити, що для рiзних

параметрiв деякi доповнення тiєї ж вибiрки операцiй збiгаються, то це

призводить до серiї функцiйних рiвнянь.
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4.5. Доповнення ортогональних операцiй до iншої арностi та

їхня оцiнка

З огляду на композицiйний алгоритм можна сформулювати алгоритм

доповнення 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑘-арних операцiй до 𝑛-вибiрки орто-

гональних 𝑛-арних операцiй. Зазначимо, що додатковi обмеження на за-

дану 𝑘-вибiрку не накладаються.

Алгоритм 4.3. Нехай 𝛿 ⊆ 1, 𝑛 i ℎ1, . . . , ℎ𝑘 є 𝑘-арними ортогональними

операцiями.

Операцiї 𝑔𝑖𝑘+1
, . . . , 𝑔𝑖𝑛 будуються таким чином:

1) вибираємо 1-оборотнi (𝑛−𝑘+1)-арнi операцiї 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 i перестановку

𝜎 ∈ S𝑛 таку, що 𝜎−1

𝛿 = 1, 𝑘;

2) операцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 будуються за формулою (3.3);

3) операцiї 𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑘 отримуємо iз 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 таким чином:

𝑔𝑖1 :=
𝜎𝑓1, . . . , 𝑔𝑖𝑘 :=

𝜎𝑓𝑘;

4) виконання алгоритму 4.1.

Теорема 4.5. Алгоритм 4.3 будує ортогональнi доповнення 𝑘-вибiрки

ортогональних 𝑘-арних операцiй до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних опе-

рацiй. До того ж, кожна 𝑘-вибiрка ортогональних 𝑘-арних операцiй є

доповнювальною за алгоритмом 4.3 до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних

операцiй.

Доведення. Вiдповiдно до теореми кроки 1)-3) алгоритму 4.3 будують

вибiрку 𝛿-ретрактно ортогональних операцiй. За алгоритмом 4.1 i теоре-

мою 4.3, можна знайти доповнення цiєї вибiрки до 𝑛-вибiрки ортогональних

𝑛-арних операцiй.

Iстиннiсть другої частини теореми випливає з iснування 𝑘-вибiрки (𝑛−
𝑘 + 1)-арних 1-оборотних операцiй i теореми 4.6. 2

Лема 4.4 i наслiдок 4.9 теореми 4.4 спричинюють нижченаведене твер-

дження.
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Теорема 4.6. Кiлькiсть усiх доповнень побудовних за алгоритмом 3

заданої 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑘-арних операцiй до 𝑛-вибiрки ортого-

нальних 𝑛-арних операцiй є бiльшою, нiж

(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1+𝑘𝑚𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)!
.

Доведення. З огляду на крок 3) алгоритму 4.3, для того, щоб отримати

𝛿-ретрактно ортогональнi операцiї з 1, 𝑘-ретрактно ортогональних опера-

цiй, маємо застосувати перестановку 𝜎 ∈ S𝑛 таку, що 𝜎1, 𝑘 = 𝛿. Припус-

тимо, що 𝑓1,. . . , 𝑓𝑘 є 1, 𝑘-ретрактно ортогональними 𝑛-арними операцiями

i 𝑔1,. . . , 𝑔𝑘 є 𝛿-ретрактно ортогональними 𝑛-арними операцiями. Рiвнiсть

{𝑓1, . . . , 𝑓𝑘} = {𝜎𝑔1, . . . ,
𝜎𝑔𝑘}

встановлює взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж класом 1, 𝑘-ретрактно

ортогональних 𝑛-арних операцiй i класом 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-

арних операцiй. Отже, їхнi кiлькостi є однаковими.

За лемою 4.4, кiлькiсть рiзних 𝑘-вибiрок 𝑛-арних операцiй побудовних

за кроком 2) алгоритму 4.3 є (𝑚!)𝑘𝑚
𝑛−𝑘

. Вiдповiдно до наслiдку 4.9,

нижня межа кiлькостi доповнень ретрактно ортогональних операцiй є
(𝑚!)(𝑛−𝑘)𝑚𝑛−1

(𝑛− 𝑘)!
. 2

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi описанi методи побудови ортогональних доповнень

ортогональних 𝑛-арних операцiй, а саме доведено, що довiльна 𝑘-вибiрка

𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй (|𝛿| = 𝑘, 𝑘 < 𝑛) є доповню-

вальною до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй за блочним рекур-

сивним алгоритмом.

Основнi результати роздiлу:

1) доведено, що ретрактна ортогональнiсть спричинює ортогональнiсть,

але обернене твердження не є iстинним, бiльше того доведено iснування

ортогональних операцiй, якi не мають ортогональних ретрактiв;
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2) доведено, що для центральних квазiгруп над полем простого порядку,

ретрактна ортогональнiсть є необхiдною i достатньою умовою ортого-

нальностi;

3) описано i доведено алгоритм побудови ортогональних доповнень 𝑘-

вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй (𝑘 < 𝑛) до 𝑛-

вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй;

4) описано тривiальний випадок алгоритму побудови ортогональних

доповнень;

5) знайдено верхню та нижню оцiнки кiлькостi тривiальних ортогональ-

них доповнень, а також нижню оцiнку кiлькостi всiх можливих ортого-

нальних доповнень 𝑘-вибiрки 𝛿-ретрактно ортогональних 𝑛-арних опе-

рацiй;

6) описано i доведено алгоритм доповнення 𝑘-вибiрки ортогональних 𝑘-

арних операцiй до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй (𝑘 < 𝑛),

а також знайдено нижню оцiнку кiлькостi ортогональних доповнень,

якi є побудовними за цим алгоритмом.

Результати цього роздiлу опублiковано у [92,96–98].
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РОЗДIЛ 5

ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

У цьому роздiлi iлюструємо застосування отриманих результатiв для

тернарних операцiй враховуючи їх специфiку, а також деякi наслiдки щодо

перпендикулярностi операцiй.

5.1. Ортогональнi доповнення бiнарних квазiгруп та деякi нас-

лiдки для 𝑛-арних операцiй

5.1.1. Рекурсивний алгоритм для бiнарних операцiй

У цьому пiдроздiлi наведемо наслiдки iз блочного рекурсивного алго-

ритму для бiнарних операцiй. Очевидно, що блочний рекурсивний алго-

ритм є тривiальним рекурсивним алгоритмом у бiнарному випадку. Iснує

лише два розбиття:

℘1 :=
{︀
{1}, {2}

}︀
, ℘2 := {1, 2}.

До розбиття ℘1 вiдповiдними є два впорядкованих розбиття:

1)
(︀
{1}, {2}

)︀
, алгоритм має вигляд{︃

𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦),

𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑦)
(5.1)

i назвемо його лiвим рекурсивним алгоритмом;

2)
(︀
{2}, {1}

)︀
, алгоритм має вигляд{︃

𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦),

𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑓1(𝑥, 𝑦))
(5.2)

i назвемо його правим рекурсивним алгоритмом.

Зазначимо, що перший блок розбиття визначає оборотнiсть першої

вхiдної операцiї i мiсце на яке має бути пiдставлена ця операцiя до другої

вхiдної операцiї, другий блок визначає оборотнiсть другої вхiдної операцiї.
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Наведенi алгоритми побудови ортогональних операцiй вiдомi iз [77].

Вони є також наслiдками iз тривiального рекурсивного алгоритму. Беручи

до уваги теорему 1.1 i теорему 1.2 маємо:

Твердження 5.1. Нехай 𝑓1 i 𝑓2 є бiнарними операцiями на 𝑄. Тодi

iстинними є такi iмплiкацiї:

1) якщо 𝑓1 є лiвооборотною i 𝑓2 є правооборотною, то операцiї 𝑔1 i 𝑔2,

якi є побудовними за (5.1), є ортогональними;

2) якщо 𝑓1 є правооборотною i 𝑓2 є лiвооборотною, то операцiї 𝑔1 i 𝑔2,

якi є побудовними за (5.2), є ортогональними;

3) якщо 𝑓1 i 𝑓2 є оборотними, то операцiї 𝑔1 i 𝑔2, якi є побудовними за

(5.1), є ортогональними квазiгрупами тодi i тiльки тодi, коли 𝑓2 i
ℓ𝑓1 є ортогональними;

4) якщо 𝑓1 i 𝑓2 є оборотними, то операцiї 𝑔1 i 𝑔2, якi є побудовними за

(5.2), є ортогональними квазiгрупами тодi i тiльки тодi, коли 𝑓2 i
𝑟𝑓1 є ортогональними.

Нехай (𝑔1, 𝑔2) i (𝑔′1, 𝑔
′
2) є впорядкованими парами ортогональних опера-

цiй, якi є побудовними за лiвим рекурсивним алгоритмом. Це означає, що

𝑔1 i 𝑔′1 є лiвооборотними, i iснують правооборотнi операцiї 𝑓2 i 𝑓 ′
2 такi, що

𝑔2(𝑥, 𝑦) := 𝑓2(𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑦), 𝑔′2 := 𝑓 ′
2(𝑔

′
1(𝑥, 𝑦), 𝑦).

Припустимо (𝑔1, 𝑔2) = (𝑔′1, 𝑔
′
2), тодi 𝑔1 = 𝑔′1 i

𝑓2(𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑓 ′
2(𝑔

′
1(𝑥, 𝑦), 𝑦).

Звiдси, 𝑓2 = 𝑓 ′
2. Отже, двi впорядкованi пари ортогональних операцiй, якi

є побудовними за лiвим рекурсивним алгоритмом, збiгаються тодi i тiльки

тодi, коли впорядкованi пари вхiдних операцiй збiгаються.

Аналогiчне твердження виконується для операцiй побудовних за

правим рекурсивним алгоритмом: двi впорядкованi пари ортогональних

операцiй, якi є побудовними за правим рекурсивним алгоритмом збiгаю-

ться тодi i тiльки тодi, коли пари вхiдних операцiй збiгаються.
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Приклад 5.1. Нехай ℎ1 i ℎ2 є бiнарними операцiями, якi визначенi на

множинi 𝑄 = {0, 1, 2} квадратами 𝐻1 i 𝐻2. Квадрат 𝑀 є результатом

накладання квадратiв 𝐻1 i 𝐻2:

𝐻1 𝐻2 𝑀

0 0 1

1 1 2

2 0 2

0 2 2

0 1 1

0 1 2

00 02 12

10 11 21

20 01 22

Операцiї ℎ1 i ℎ2 є повними i вони є ортогональними, але не є

оборотними. Отже, цi операцiї не є побудовними за рекурсивним алго-

ритмом.

Таким чином, iснують пари ортогональних бiнарних операцiй такi, що

кожна iз операцiй не є 𝑖-оборотною (𝑖 = 1 або 2). Такi операцiї не побудовнi

за рекурсивним алгоритмом вiдповiдно до твердження 3.2.

Однак iснують множини, на яких усi пари ортогональних операцiй є

побудовними за рекурсивним алгоритмом.

Приклад 5.2. Розглянемо булевi операцiї 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4, 𝑓5 i 𝑓6, якi

визначаються квадратами 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4, 𝐿5 i 𝐿6:

𝐿1 𝐿2 𝐿3 𝐿4 𝐿5 𝐿6

0 0

1 1

1 1

0 0

0 1

1 0

1 0

0 1

0 1

0 1

1 0

1 0

Iнших повних бiнарних булевих операцiй не iснує.

𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4 визначають ℓ-оборотнi операцiї, а квадрати 𝐿3,

𝐿4, 𝐿5, 𝐿6 визначають 𝑟-оборотнi операцiї, отже, 𝐿3, 𝐿4 визначають

квазiгруповi операцiї. Очевидно пари квадратiв 𝐿1 i 𝐿5, 𝐿2 i 𝐿6 є

транспонованими, а 𝐿3 i 𝐿4 є симетричними вiдносно головної дiагоналi,

тодi

𝑓1 =
𝑠𝑓5, 𝑓2 =

𝑠𝑓6, 𝑓3 =
𝑠𝑓3, 𝑓4 =

𝑠𝑓4.
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Ортогональне доповнення для 𝑓1 може бути побудованим за лiвим

рекурсивним алгоритмом. За твердженням 5.1 у такий спосiб можна

отримати 4 ортогональнi доповнення i не iснує iнших ортогональних

доповнень. Операцiя 𝑓2 має 4 ортогональнi доповнення, якi будуються

за лiвим рекурсивним алгоритмом. Операцiї 𝑓5 i 𝑓6 також мають по 4

ортогональнi доповнення, якi можна побудувати за правим рекурсивним

алгоритмом.

Ортогональне доповнення для 𝑓3 може бути побудованим як за лiвим,

так i за правим рекурсивним алгоритмом. За твердженням 1.1 квазi-

група 𝑓3 не має ортогонального квазiгрупового доповнення. Таким чином,

𝑓1, 𝑓2, 𝑓5 i 𝑓6 є ортогональними доповненнями для 𝑓3. Аналогiчно 𝑓1, 𝑓2,

𝑓5 i 𝑓6 є ортогональними доповненнями для 𝑓4.

Таким чином, кожна пара бiнарних булевих операцiй є побудовною за

лiвим або правим рекурсивним алгоритмом. Кiлькiсть ортогональних

доповнень бiнарних булевих операцiй є також обчисленою у прикладi 4.4

використовуючи формулу оцiнок кiлькостi ортогональних доповнень.

Розбиття ℘2 не є цiкавим для вивчення, оскiльки припущення збiгається

з висновком.

5.1.2. Ортогональнiсть iзотопiв квазiгрупи

Для того, щоб дати побудову пари перпендикулярних квазiгруп мак-

симального типу розглянемо деякi допомiжнi факти, а саме розглянемо

найпростiшi iзотопiї, тобто коли двi компоненти iзотопiзму є тотожнiми

перетвореннями носiя. Нагадаємо, що iзотопiзм виду (𝛼, 𝜄, 𝜄) нази-

вається лiвим крученням, (𝜄, 𝛽, 𝜄) називається правим крученням, (𝜄, 𝜄, 𝛾)

називається середнiм крученням. Пiдстановки 𝛼, 𝛽, 𝛾 називатимемо

визначаючими для вiдповiдного iзотопiзму.

Очевидно, що середнi iзотопи однiєї i тiєї ж квазiгрупи не є ортогональ-

ними, що випливає iз дослiдження розв’язкiв вiдповiдної системи рiвнянь.
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Тут ми розглянемо умови, коли лiвi кручення квазiгрупи є ортогональ-

ними. Аналогiчнi умови є iстинними i для правих кручень.

Зазначимо, що М.М. Глухов у роботi [77] вивчав методи побудови

систем ортогональних бiнарних операцiй за допомогою груп, зокрема ним

запропоновано метод побудови попарно ортогональних квазiгруп (латинсь-

ких квадратiв) за допомогою груп Фробенiуса i доведено, що отриманi

ортогональнi квазiгрупи головно iзотопнi однiй i тiй же групi i до того ж

компоненти iзотопiї є автоморфiзмами цiєї групи, зокрема усi цi квазiгрупи

лiнiйнi.

Казатимемо, що пiдстановка 𝛼 має одну нерухому точку, якщо вона

майже неперехресна iз тотожньою пiдстановкою 𝜄, тобто iснує єдиний

елемент 𝑎 ∈ 𝑄, для якого виконується рiвнiсть 𝛼𝑎 = 𝑎.

Лема 5.1. Цiлком допустима квазiгрупа на 𝑄 i її лiвий iзотоп є орто-

гональними тодi i тiльки тодi, коли визначаюче вiдображення лiвого iзо-

топiзму має одну нерухому точку.

Доведення. Припустимо ℎ є бiнарною цiлком допустимою квазiгрупою

на 𝑄, 𝛼 є нетотожною пiдстановкою множини 𝑄. Ортогональнiсть ква-

зiгруп 𝑇ℎ i ℎ для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄, де 𝑇 := (𝛼, 𝜄, 𝜄), є еквiвалентною

однозначностi розв’язку системи{︃
ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑎,

ℎ(𝛼𝑥, 𝑦) = 𝑏,

яка є еквiвалентною однозначностi розв’язку рiвняння

𝑟ℎ(𝑥, 𝑏) = 𝑟ℎ(𝛼𝑥, 𝑎).

Для 𝑎 ̸= 𝑏 виконується нерiвнiсть 𝛼𝑥 ̸= 𝑥, тобто 𝛼 є нетотожною

пiдстановкою множини 𝑄. Якщо ж 𝑎 = 𝑏, то виконується рiвнiсть 𝛼𝑥 = 𝑥,

тобто iснує єдиний елемент 𝑎1, такий, що 𝛼𝑎1 = 𝑎1. Це означає, що пiдста-

новка 𝛼 має одну нерухому точку. 2

Метод побудови ортогональних операцiй, який описаний в лемi 5.1, є

частковим випадком методу описаного в теоремi 1.5. Справдi, нехай маємо
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латинський квадрат 𝐿 на множинi 𝑄, який має повний набiр попарно

неперехресних трансверсалей, i нехай 𝜃 – одна iз його трансверсалей з

координатами (𝑥, 𝜙𝑥) для довiльного 𝑥 ∈ 𝑄, де 𝜙 – вiдповiдна повна пiд-

становка. Застосуємо до квадрата 𝐿 перестановку рядкiв за пiдстановкою

𝛼, тодi для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄 множина комiрок виду (𝛼𝑥, 𝜙𝑥) також

утворює трансверсаль 𝜃′ квадрата 𝐿𝑇 , який є 𝑇 = (𝛼, 𝜄, 𝜄)-iзотопний до

𝐿. Оскiльки 𝛼 має одну нерухому точку, то комiрка цiєї трансверсалi,

яка знаходиться в першому рядку квадрата 𝐿, збiгається з комiркою

трансверсалi 𝜃′ квадрата 𝐿𝑇 . Таким чином, iснує повний набiр попарно

неперехресних трансверсалей квадрата 𝐿 такий, що квадрат 𝐿𝑇 можна

отримати замiною елементiв кожної iз трансверсалей з цього набору за

допомогою елемента, який знаходиться на перетинi цiєї трансверсалi i

першого рядка латинського квадрата.

Теорема 5.1. Двi лiво iзотопнi цiлком допустимi квазiгрупи на 𝑄

є ортогональними тодi i тiльки тодi, коли визначаючi пiдстановки

вiдповiдних iзотопiзмiв є майже неперехресними.

Доведення. Припустимо ℎ є цiлком допустимою квазiгрупою на 𝑄, 𝛼 i

𝛽 є пiдстановками множини 𝑄, 𝛼 ̸= 𝛽, 𝑇1 := (𝛼, 𝜄, 𝜄), 𝑇2 := (𝛽, 𝜄, 𝜄).

Вiдповiдно до теореми 1.8, oртогональнiсть квазiгруп 𝑇1ℎ i 𝑇2ℎ є еквi-

валентною ортогональностi ℎ i 𝑇−1
1 𝑇2ℎ. Згiдно з лемою 5.1, це означає,

що перетворення 𝛼−1𝛽 має одну нерухому точку на 𝑄, тобто iснує елемент

𝑎 ∈ 𝑄, такий, що 𝛼−1𝛽𝑎 = 𝑎, звiдки 𝛽𝑎 = 𝛼𝑎. Це означає, що 𝛼 i 𝛽 є майже

неперехресними пiдстановками. 2

Наслiдок 5.1. 𝑘-вибiрка лiво iзотопних цiлком допустимих квазiгруп

на 𝑄 є ортогональною тодi i тiльки тодi, коли визначаючi вiдображення

вiдповiдних iзотопiзмiв є майже неперехресними.

Метод побудови попарно ортогональних квазiгруп за наслiдком 5.1

зводиться до знаходження попарно майже неперехресних пiдстановок

носiя. Зазначимо, що при цiй побудовi не накладається умова лiнiйностi

на квазiгрупи.
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Приклад 5.3. Нехай маємо квазiгрупу 𝑓 на Z7, яка визначається

рiвнiстю

𝑓(𝑥, 𝑦) := 4𝑥+ 6𝑦,

та двi майже неперехреснi пiдстановки 𝛼 i 𝛽 множини Z7, якi

визначаються рiвностями 𝛼𝑥 := 2𝑥, 𝛽𝑥 := 3𝑥. Очевидно, що вони пе-

ретинаються в однiй точцi 0. Справдi, 2 · 0 = 3 · 0. Нехай iснує елемент

𝑎 ∈ Z7∖{0} такий, що 2 · 𝑎 = 3 · 𝑎, звiдси 2 = 3. Отримана суперечнiсть

вказує, згiдно з наслiдком 5.1, на ортогональнiсть квазiгруп 𝑔 та ℎ, якi

визначаються рiвностями

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ 6𝑦, ℎ(𝑥, 𝑦) = 5𝑥+ 6𝑦

i є (𝛼, 𝜄, 𝜄)- та (𝛽, 𝜄, 𝜄)-iзотопами операцiї 𝑓 вiдповiдно. Ортогональнiсть

цих квазiгруп можна перевiрити iншим чином: оскiльки Z7 є полем, то

визначник вiдповiдної системи дорiвнює 4, тобто взаємно простий iз

модулем, а тому система має єдиний розв’язок. До того ж, неважко

перевiрити, що квазiгрупи 𝑓 , 𝑔, ℎ є взаємноортогональними, оскiльки 𝜄,

𝛼 i 𝛽 є попарно майже неперехресними.

Приклад 5.4. Розглянемо таблицю Келi квазiгрупи 𝑓 на Z7:

𝑓 0 1 2 3 4 5 6

0 0 6 5 4 3 2 1

1 4 3 2 1 0 6 5

2 1 0 6 5 4 3 2

3 5 4 3 2 1 0 6

4 2 1 0 6 5 4 3

5 6 5 4 3 2 1 0

6 3 2 1 0 6 5 4

Як зазначено у прикладi 5.3, пiдстановки 𝛼 i 𝛽 є майже неперехресними.

Запишемо таблицi Келi для 𝑇1𝑓 i 𝑇2𝑓 , застосувавши до рядкiв перестановки

𝛼 i 𝛽:
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𝑇1𝑓 0 1 2 3 4 5 6

𝛼0 0 6 5 4 3 2 1

𝛼1 4 3 2 1 0 6 5

𝛼2 1 0 6 5 4 3 2

𝛼3 5 4 3 2 1 0 6

𝛼4 2 1 0 6 5 4 3

𝛼5 6 5 4 3 2 1 0

𝛼6 3 2 1 0 6 5 4

𝑇2𝑓 0 1 2 3 4 5 6

𝛽0 0 6 5 4 3 2 1

𝛽1 4 3 2 1 0 6 5

𝛽2 1 0 6 5 4 3 2

𝛽3 5 4 3 2 1 0 6

𝛽4 2 1 0 6 5 4 3

𝛽5 6 5 4 3 2 1 0

𝛽6 3 2 1 0 6 5 4

Переставивши рядки в таблицях Келi вiдповiдно до натурального поря-

дку значень пiдстановок 𝛼 i 𝛽, маємо вiдповiднi для 𝑇1𝑓 та 𝑇2𝑓 латинськi

квадрати:

0 6 5 4 3 2 1

1 0 6 5 4 3 2

2 1 0 6 5 4 3

3 2 1 0 6 5 4

4 3 2 1 0 6 5

5 4 3 2 1 0 6

6 5 4 3 2 1 0

0 6 5 4 3 2 1

5 4 3 2 1 0 6

3 2 1 0 6 5 4

1 0 6 5 4 3 2

6 5 4 3 2 1 0

4 3 2 1 0 6 5

2 1 0 6 5 4 3

Отриманi латинськi квадрати є ортогональними, що можна перевiрити

їхнiм накладанням.

5.1.3. Побудова багатомiсних квазiгруп з допустимими бiнар-

ними ретрактами

Вiдповiдно до теореми 2.1 i наслiдку 2.1, побудова квазiгруп за допо-

могою повторної суперпозицiї двох квазiгруп зводиться до побудови пар

перпендикулярних квазiгруп. Нагадаємо, що основною вимогою перпен-

дикулярностi квазiгруп є ортогональнiсть певних їхнiх бiнарних ретрактiв

(означення 2.2). Тут запропонованi методи побудови квазiгруп, якi мають

перпендикулярну пару, та пар перпендикулярних квазiгруп.
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У пiдроздiлi 2.4 доведено, що серед перпендикулярностей максималь-

них типiв достатньо розглядати перпендикулярнiсть типу (𝜄, 𝜄;𝑚).

Твердження 5.2. 𝑛-арна квазiгрупа має перпендикулярне квазiг-

рупове доповнення типу (𝜄, 𝜄;𝑚) тодi i тiльки тодi, коли всi її {𝑚, 𝑖}-
ретракти є цiлком допустимими, де 𝑖 ∈ 1, 𝑛 ∖{𝑚}.

Доведення. За означенням 2.2, перпендикулярнiсть визначається через

ортогональнiсть бiнарних ретрактiв. Для будь-якого 𝑖 ∈ 1, 𝑛 ∖{𝑚} всi

{𝑚, 𝑖}-ретракти квазiгрупи є квазiгрупами, а за теоремою 1.4 до бiнар-

них квазiгруп iснують ортогональнi квазiгруповi доповнення тодi i тiльки

тодi, коли вони є цiлком допустимими. Звiдси випливає iстиннiсть даного

твердження. 2

Наслiдок 5.2. Iснують квазiгрупи, якi не мають перпендикулярного

квазiгрупового доповнення. Iншими словами, iснує квазiгрупа, композицiя

якої iз довiльною iншою квазiгрупою, нi за яких умов не є квазiгрупою.

Приклад 5.5. Довiльнi 𝑛-арнi квазiгрупи порядкiв 2 i 6 не мають

перпендикулярної квазiгрупової пари, тому що не iснує цiлком допусти-

мих бiнарних квазiгруп цих порядкiв.

Наступна теорема дає можливiсть будувати 𝑛-арнi квазiгрупи, якi

мають перпендикулярне квазiгрупове доповнення.

Теорема 5.2. Нехай 𝑓1 є довiльною бiнарною квазiгрупою i 𝑓2 є

довiльною (𝑛 − 1)-арною квазiгрупою. 𝑛-арна квазiгрупа 𝑓 , яка визначає-

ться рiвнiстю

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓1(𝑥1, 𝑓2(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)),

для всiх 𝑗 ∈ 2, 𝑛 має (цiлком) допустимi {1, 𝑗}-ретракти тодi i тiльки

тодi, коли 𝑓1 є (цiлком) допустимою.

Доведення. Нехай 𝑎̄ := (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑄𝑛. Для довiльного 𝑗 ∈ 2, 𝑛
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розглянемо {1, 𝑗}-ретракт квазiгрупи 𝑓 визначений вибiркою 𝑎̄:

𝑓{1,𝑗}(𝑥1, 𝑥𝑗) := 𝑓(𝑥1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑗−1, 𝑥𝑗, 𝑎𝑗+1, . . . , 𝑎𝑛) =

= 𝑓1(𝑥1, 𝑓2(𝑎2, . . . , 𝑎𝑗−1, 𝑥𝑗, 𝑎𝑗+1, . . . , 𝑎𝑛)) = 𝑓1(𝑥1, 𝛽𝑗𝑥𝑗),

де 𝛽𝑗𝑥𝑗 := 𝑓2(𝑎2, . . . , 𝑎𝑗−1, 𝑥𝑗, 𝑎𝑗+1, . . . , 𝑎𝑛).

Вiдображення 𝛽𝑗 є пiдстановкою множини𝑄, оскiльки 𝑓2 є квазiгрупою.

Отже, квазiгрупи 𝑓{1,𝑗} та 𝑓1 є iзотопними. Вiдповiдно до твердження 1.2,

квазiгрупа 𝑓{1,𝑗} є (цiлком) допустимою тодi i тiльки тодi, коли квазiгрупа

𝑓1 є (цiлком) допустимою. З довiльностi 𝑗 ∈ 2, 𝑛, випливає, що квазiгрупа 𝑓

має (цiлком) допустимi {1, 𝑗}-ретракти тодi i тiльки тодi, коли 𝑓1 є (цiлком)

допустимою. 2

Таким чином, для того, щоб побудувати 𝑛-арну квазiгрупу, яка має

перпендикулярне квазiгрупове доповнення типу (𝜄, 𝜄; 1), достатньо мати

одну цiлком допустиму бiнарну квазiгрупу та iншу довiльну (𝑛 − 1)-арну

квазiгрупу.

Наслiдок 5.3. Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1 є бiнарними квазiгрупами. 𝑛-арна

квазiгрупа 𝑓 , яка визначається рiвнiстю

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑓1(𝑥1, 𝑓2(𝑥2, . . . , 𝑓𝑛−1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) . . . )),

для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗, має (цiлком) допустимi {𝑖, 𝑗}-ретракти тодi i

тiльки тодi, коли 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1 є (цiлком) допустимими.

Доведення. Iстиннiсть цього твердження для {1, 𝑗}-ретрактiв випливає
iз теореми 5.2. Аналогiчно для довiльних 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛, де 𝑖 ̸= 𝑗, доводиться

iзотопнiсть квазiгруп 𝑓{𝑖,𝑗} та 𝑓𝑖. За твердженням 1.2, квазiгрупа 𝑓{𝑖,𝑗} є

(цiлком) допустимою тодi i тiльки тодi, коли 𝑓𝑖 є (цiлком) допустимою. З

довiльностi 𝑖, 𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗, випливає, що будь-який {𝑖, 𝑗}-ретракт квазiгрупи

𝑓 є (цiлком) допустимим тодi i тiльки тодi, коли 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1 є (цiлком)

допустимими бiнарними квазiгрупами. 2

Отже, щоб побудувати 𝑛-арну квазiгрупу, яка для будь-якого 𝑖 ∈ 1, 𝑛

має перпендикулярне квазiгрупове доповнення типу (𝜄, 𝜄; 𝑖), потрiбно мати

(𝑛− 1)-вибiрку цiлком допустимих бiнарних квазiгруп.
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Наступне твердження описує один iз методiв побудови перпендикуляр-

них квазiгруп максимального типу.

Наслiдок 5.4. Нехай 𝑓 є 𝑛-арною квазiгрупою з цiлком допустимими

{1, 𝑗}-ретрактами, 𝑗 ∈ 2, 𝑛. Квазiгрупи 𝑓 i 𝑇𝑓 , де 𝑇 = (𝛼, 𝜄, . . . , 𝜄⏟  ⏞  
𝑛

), є

перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1) тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 має одну

нерухому точку.

Доведення. Перпендикулярнiсть типу (𝜄, 𝜄; 1) квазiгруп 𝑓 i 𝑇𝑓 є еквi-

валентною ортогональностi їхнiх однотипних {1, 𝑗}-ретрактiв. Очевидно,

що цi однотипнi ретракти є iзотопними, причому iзотопiзм має вигляд

𝑇 = (𝛼, 𝜄, 𝜄). За теоремою 5.1 ортогональнiсть цих ретрактiв рiвносильна

тому, що 𝛼 має одну нерухому точку. 2

Зазначимо, що для iнших видiв кручень, крiм середнього, iстинними є

аналогiчнi твердження.

5.2. Побудова i доповнення ортогональних тернарних операцiй

i кубiв

Тернарну операцiю 𝑓 на 𝑄 називатимемо лiвооборотною (ℓ-оборотною),

якщо вона є 1-оборотною, середньооборотною (𝑚-оборотною), якщо вона є

2-оборотною i правооборотною (𝑟-оборотною), якщо вона є 3-оборотною.

Тобто (14)-парастроф тернарної операцiї 𝑓 є лiвим дiленням, її (24)-

парастроф є середнiм дiленням, а (34)-парастроф є правим дiленням i

позначатимемо ℓ𝑓 , 𝑚𝑓 i 𝑟𝑓 вiдповiдно.

Пояснимо детальнiше деякi iз введених у роздiлi 3 понять для

тернарних операцiй. Операцiї 𝑓(𝑐,{1,2}), 𝑓(𝑏,{1,3}), 𝑓(𝑎,{2,3}), якi визначаються

рiвностями

𝑓(𝑐,{1,2})(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑐),

𝑓(𝑏,{1,3})(𝑥, 𝑧) := 𝑓(𝑥, 𝑏, 𝑧),

𝑓(𝑎,{2,3})(𝑦, 𝑧) := 𝑓(𝑎, 𝑦, 𝑧),
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називаються {1, 2}-, {1, 3}-, {2, 3}-ретрактами операцiї 𝑓 за допомогою еле-

ментiв 𝑎, 𝑏, 𝑐 вiдповiдно, де 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄. {𝑖, 𝑗}-ретракт та {𝑗, 𝑖}-ретракт однiєї
операцiї є тотожними поняттями.

Нехай 𝛿 := {𝑖1, 𝑖2} ⊂ {1, 2, 3}, 𝑓 i 𝑔 є тернарними операцiями на 𝑄 i

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄. Бiнарнi операцiї 𝑓(𝑎,𝛿) i 𝑔(𝑏,𝛿) називаються подiбними 𝛿-ретрактами

операцiй 𝑓 i 𝑔, якщо 𝑎 = 𝑏.

5.2.1. Побудова ортогональних тернарних операцiй

У цьому пiдроздiлi розглядатимемо блочнi рекурсивнi алгоритми (див.

алгоритм 3.2) побудови ортогональних тернарних операцiй. Нагадаємо,

що одним iз параметрiв блочного рекурсивного алгоритму є розбиття мно-

жини iндексiв змiнних. Зазначимо, що для тернарних операцiй iснують як

тривiальнi, так i нетривiальнi розбиття множини iндексiв змiнних.

Iснує 5 розбиттiв множини {1, 2, 3}:

𝜋1 :=
{︀
{1}, {2}, {3}

}︀
,

𝜋2 :=
{︀
{1}, {2, 3}

}︀
,

𝜋3 :=
{︀
{1, 2}, {3}

}︀
,

𝜋4 :=
{︀
{1, 3}, {2}

}︀
,

𝜋5 := {1, 2, 3}.

Кожне з цих розбиттiв визначає серiю алгоритмiв.

Розглянемо класифiкацiю блочних рекурсивних алгоритмiв побудови

ортогональних тернарних операцiй за визначаючими розбиттями.

Алгоритм 5.1 (Тривiальний рекурсивний алгоритм з визначаючим

розбиття
(︀
{1}, {2}, {3}

)︀
).

𝑔1(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),

𝑔2(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧),

𝑔3(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓3(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧),𝑧),

(5.3)
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або
𝑔1(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),

𝑔2(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧),

𝑔3(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓3(𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧), 𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑧).

(5.4)

Нижче наведена теорема є прямим наслiдком теореми 3.4 для

визначаючого розбиття
(︀
{1}, {2}, {3}

)︀
.

Теорема 5.3. Нехай 𝑓1 є ℓ-оборотною, 𝑓2 є 𝑚-оборотною i 𝑓3 є 𝑟-

оборотною операцiями на множинi 𝑄. Тодi операцiї 𝑔1, 𝑔2 i 𝑔3, якi

побудованi за (5.3) або (5.4), є ортогональними.

Для тернарних операцiй iснує 6 тривiальних рекурсивних алгоритмiв

(як кiлькiсть рiзних перестановок множини {1, 2, 3}) iз такими вхiдними

даними:

1) 𝑓1 – ℓ-оборотна, 𝑓2 – 𝑚-оборотна i 𝑓3 – 𝑟-оборотна операцiї;

2) 𝑓1 – ℓ-оборотна, 𝑓2 – 𝑟-оборотна i 𝑓3 – 𝑚-оборотна операцiї;

3) 𝑓1 – 𝑚-оборотна, 𝑓2 – ℓ-оборотна i 𝑓3 – 𝑟-оборотна операцiї;

4) 𝑓1 – 𝑚-оборотна, 𝑓2 – 𝑟-оборотна i 𝑓3 – ℓ-оборотна операцiї;

5) 𝑓1 – 𝑟-оборотна, 𝑓2 – 𝑚-оборотна i 𝑓3 – ℓ-оборотна операцiї;

6) 𝑓1 – 𝑟-оборотна, 𝑓2 – ℓ-оборотна i 𝑓3 – 𝑚-оборотна операцiї.

Для кожного з цих випадкiв можна переформулювати теорему 5.3. Для

прикладу, у випадку 5), операцiя 𝑓1 є 𝑟-оборотною, тобто 3-оборотною, тому

𝑔2 будуємо, поклавши 𝑓1 на третє мiсце в операцiю 𝑓2 (𝑓2 є 𝑚-оборотною,

тобто 2-оборотною), а операцiю 𝑔3 будуємо, поклавши 𝑓1 i 𝑔2 на третє i друге

мiсця операцiї 𝑓3 (𝑓3 є ℓ-оборотною, тобто 1-оборотною). Таким чином,

вiдповiдним впорядкованим розбиттям є
(︀
{3}, {2}, {1}

)︀
.

Нехай 𝜎 ∈ {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4, 𝑠5, 𝑠6}, де 𝑠1 := (12), 𝑠2 := (13), 𝑠3 := (23),

𝑠4 := (12)(13), 𝑠5 := (13)(23), 𝑠6 := (12)(23) = 𝜄. Щоб вiд визначаючого



119

розбиття
(︀
{3}, {2}, {1}

)︀
перейти до визначаючого розбиття

(︀
{1}, {2}, {3}

)︀
застосуємо до кожного елемента кожного iз блокiв розбиття парастроф 𝑠2:

𝑠2
(︀
{3}, {2}, {1}

)︀
=

(︀
{3𝑠2}, {2𝑠2}, {1𝑠2}

)︀
=

(︀
{1}, {2}, {3}

)︀
.

Вiдповiдно якщо 𝑓1 є 𝑟-оборотною, то 𝑠2𝑓1 є ℓ-оборотною, якщо 𝑓2 є 𝑚-

оборотною, то 𝑠2𝑓2 є 𝑚-оборотною, якщо 𝑓3 є ℓ-оборотною, то 𝑠2𝑓3 є 𝑟-

оборотною.

Алгоритм 5.2 (Блочний рекурсивний алгоритм з визначаючим роз-

биттям
(︀
{1}, {2, 3}

)︀
).

𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧),

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧).

(5.5)

Нижче наведена теорема є прямим наслiдком теореми 3.4 для

визначаючого розбиття
(︀
{1}, {2, 3}

)︀
.

Теорема 5.4. Нехай 𝑓1 є ℓ-оборотною тернарною операцiєю i 𝑓2, 𝑓3 є

{2, 3}-ретрактно ортогональними операцiями на 𝑄. Тодi операцiї 𝑔1, 𝑔2 i

𝑔3, якi є побудовними за (5.5), є ортогональними.

Iснує 3 алгоритми цього виду (як кiлькiсть рiзних видiв бiнарних рет-

рактiв тернарних операцiй) з такими вхiдними даними:

1) 𝑓1 – ℓ-оборотна операцiя i 𝑓2, 𝑓3 – {2, 3}-ретрактно ортогональнi;

2) 𝑓1 – 𝑚-оборотна операцiя i 𝑓2, 𝑓3 – {1, 3}-ретрактно ортогональнi;

3) 𝑓1 – 𝑟-оборотна операцiя i 𝑓2, 𝑓3 – {1, 2}-ретрактно ортогональнi.

Для кожного iз цих випадкiв можна переформулювати теорему 5.4.

Для прикладу, у випадку 3) операцiя 𝑓1 є 𝑟-оборотною (3-оборотною),

тому операцiї 𝑔2 i 𝑔3 будуються шляхом замiни змiнної 𝑧 на 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) у

термах 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) i 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧). Отже, вiдповiдним упорядкованим розбит-

тям є
(︀
{3}, {1, 2}

)︀
.
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Щоб вiд визначаючого розбиття
(︀
{3}, {1, 2}

)︀
перейти до визначаючого

розбиття
(︀
{1}, {2, 3}

)︀
застосуємо до кожного елемента кожного iз блокiв

розбиття парастроф 𝑠5:

𝑠5
(︀
{3}, {1, 2}

)︀
=

(︀
{3𝑠5}, {1𝑠5, 2𝑠5}

)︀
=

(︀
{1}, {2, 3}

)︀
.

Вiдповiдно якщо 𝑓1 є 𝑟-оборотною, то 𝑠5𝑓1 є ℓ-оборотною, якщо 𝑓2, 𝑓3 є

{2, 3}-ретрактно ортогональними, то за лемою 3.1 операцiї 𝑠5𝑓2, 𝑠5𝑓3 є {1, 2}-
ретрактно ортогональними.

Алгоритм 5.3 (Блочний рекурсивний алгоритм з визначаючим роз-

биттям
(︀
{1, 2}, {3}

)︀
).

𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧)

(5.6)

або
𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓3(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧).

(5.7)

Нижче наведена теорема є прямим наслiдком теореми 3.4 для

визначаючого розбиття
(︀
{1, 2}, {3}

)︀
.

Теорема 5.5. Нехай 𝑓1 i 𝑓2 є {1, 2}-ретрактно ортогональними

операцiями i 𝑓3 є 𝑟-оборотною тернарною операцiєю, якi визначенi на

множинi 𝑄. Тодi операцiї 𝑔1, 𝑔2 i 𝑔3, якi побудовнi за (5.6) або (5.7), є

ортогональними.

Iснує 3 алгоритми цього виду з такими вхiдними даними:

1) 𝑓1, 𝑓2 – {1, 2}-ретрактно ортогональнi i 𝑓3 – 𝑟-оборотна;

2) 𝑓1, 𝑓2 – {1, 3}-ретрактно ортогональнi i 𝑓3 – 𝑚-оборотна;

3) 𝑓1, 𝑓2 – {2, 3}-ретрактно ортогональнi i 𝑓3 – ℓ-оборотна.
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Для кожного iз цих випадкiв можна переформулювати теорему 5.5.

Розглянемо випадок 2). Операцiї 𝑓1, 𝑓2 є {1, 3}-ретрактно ортогональ-

ними, тому операцiя 𝑔3 будується шляхом замiни змiнних 𝑥 i 𝑧 у термi

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) термами 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) i 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧). Отже, визначаючим розбиттям

є
{︀
{1, 3}, {2}

}︀
. Щоб вiд визначаючого розбиття

{︀
{1, 3}, {2}

}︀
перейти

до визначаючого розбиття
{︀
{1, 2}, {3}

}︀
застосуємо до кожного елемента

кожного iз блокiв розбиття парастроф 𝑠3:

𝑠3
(︀
{1, 3}, {2}

)︀
=

(︀
{1𝑠3, 3𝑠3}, {2𝑠3}

)︀
=

(︀
{1, 2}, {3}

)︀
.

Вiдповiдно якщо 𝑓1, 𝑓2 є {1, 3}-ретрактно ортогональними, то за лемою

3.1 операцiї 𝑠3𝑓1, 𝑠3𝑓2 є {1, 3}-ретрактно ортогональними, якщо 𝑓3 є 𝑚-

оборотною, то 𝑠3𝑓3 є ℓ-оборотною.

Отже, блочнi рекурсивнi алгоритми побудови ортогональних тернарних

операцiй розподiляються на три класи iз представниками (5.3), (5.5) i (5.6)

вiдносно парастрофiї визначаючих розбиттiв.

З означення 4.4 випливає, що двi тернарнi операцiї є перпендикуляр-

ними типу

– (𝜄, 𝜄; 1), якщо всi пари подiбних {1, 2}- i {1, 3}-ретрактiв є ортогональ-
ними;

– (𝜄, 𝜄; 2), якщо всi пари подiбних {1, 2}- i {2, 3}-ретрактiв є ортогональ-
ними;

– (𝜄, 𝜄; 3), якщо всi пари подiбних {1, 3}- i {2, 3}-ретрактiв є ортогональ-
ними,

де 𝜄 позначає тотожну перестановку множини 1, 3.

Наступне твердження є прямим наслiдком теореми 2.1 i наслiдку 2.1

для тернарних операцiй.

Наслiдок 5.5. Нехай 𝑔 i ℎ є тернарними квазiгрупами. Тодi

1) операцiя 𝑓 , яка визначена рiвнiстю

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑔(ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧),



122

є квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝑔 i ℓℎ є перпендикулярними

типу (𝜄, 𝜄; 1);

2) операцiя 𝑓 , яка визначена рiвнiстю

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑔(𝑥, ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧),

є квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝑔 i 𝑚ℎ є перпендикулярними

типу (𝜄, 𝜄; 2);

3) операцiя 𝑓 , яка визначена рiвнiстю

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑔(𝑥, 𝑦, ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)),

є квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝑔 i 𝑟ℎ є перпендикулярними

типу (𝜄, 𝜄; 3).

Теорема 5.6. Нехай 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 є квазiгрупами. Трiйка ортогональних

операцiй (𝑔1, 𝑔2, 𝑔3), побудованих за (5.3), є квазiгруповою тодi i тiльки

тодi, коли

1) 𝑓2 i ℓ𝑓1 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1);

2) 𝑓3 ⊕
2
𝑓2 i ℓ𝑓1 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1);

3) 𝑓3 i 𝑚𝑓2 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 2).

Доведення. Вiдповiдно до 1) наслiдку 5.5, операцiя 𝑔2 є квазiгрупою

тодi i тiльки тодi, коли 𝑓2 i ℓ𝑓1 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1). Останню

рiвнiсть iз (5.3) переписуємо таким чином:

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(︀
𝑓3 ⊕

2
𝑓2

)︀
(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧),

де
(︀
𝑓3 ⊕

2
𝑓2

)︀
(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓3(𝑥, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧).

Вiдповiдно до 1) наслiдку 5.5, oперацiя 𝑔3 є квазiгрупою тодi i тiльки

тодi, коли 𝑓3⊕
2
𝑓2 i ℓ𝑓1 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1), до того ж операцiя

𝑓3⊕
2
𝑓2 мусить бути квазiгрупою також. Вiдповiдно до 2) наслiдку 5.5, вона

є квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝑓3 i 𝑚𝑓2 є перпендикулярними типу

(𝜄, 𝜄; 2). 2
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Теорема 5.7. Нехай 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 є квазiгрупами. Трiйка ортогональних

операцiй (𝑔1, 𝑔2, 𝑔3), побудованих за (5.5), є квазiгруповою тодi i тiльки

тодi, коли

1) 𝑓2 i ℓ𝑓1 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1);

2) 𝑓3 i ℓ𝑓1 є перпендикулярними типу (𝜄, 𝜄; 1).

Доведення цього твердження випливає з 1) наслiдку 5.5.

Проблема, коли операцiя 𝑔3, побудована за допомогою останньої

рiвностi iз (5.6) або (5.7), є квазiгрупою, залишається вiдкритою.

5.2.2. Ортогональнi доповнення тернарних операцiй

Використовуючи запропонованi алгоритми опишемо алгоритми допов-

нення ортогональних тернарних операцiй.

Алгоритм 5.1 дає можливiсть доповнити ℓ-оборотну тернарну опера-

цiю до трiйки ортогональних тернарних операцiй, використовуючи лише

оборотнi на одному мiсцi операцiї, тобто до ℓ-оборотної операцiї додаємо

двi операцiї, якi будуються рекурсивно за допомогою 𝑚-оборотної та 𝑟-

оборотної операцiй.

Теорема 5.8. Нехай 𝑓1 є ℓ-оборотною тернарною операцiєю на

множинi 𝑄. Операцiї 𝑔2 i 𝑔3, якi визначенi рiвностями (5.3) i (5.4) через

довiльнi 𝑚-оборотну операцiю 𝑓2 i 𝑟-оборотну операцiю 𝑓3, є ортогональ-

ним доповненням операцiї 𝑓1 до трiйки ортогональних тернарних опера-

цiй 𝑓1, 𝑔2, 𝑔3.

Доведення цiєї теореми випливає з теореми 5.3.

Алгоритм 5.2 дає можливiсть доповнювати ℓ-оборотну тернарну опе-

рацiю до трiйки ортогональних тернарних операцiй. Для цього потрiбно

додати двi операцiї, якi є побудовними за допомогою пари {2, 3}-ретрактно
ортогональних тернарних операцiй.

Теорема 5.9. Нехай 𝑓1 є ℓ-оборотною тернарною операцiєю на

множинi 𝑄. Операцiї 𝑔2 i 𝑔3, якi визначенi рiвностями (5.5) через до-
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вiльнi тернарнi {2, 3}-ретрактно ортогональнi операцiї, є доповненням

операцiї 𝑓1 до трiйки ортогональних тернарних операцiй 𝑓1, 𝑔2, 𝑔3.

Доведення цiєї теореми випливає з теореми 5.4.

Очевидно, що за допомогою алгоритму 5.2 отримуємо ту ж саму трiйку

ортогональних операцiй тодi i тiльки тодi, коли взяти ту ж саму пару {2, 3}-
ретрактно ортогональних операцiй.

Зауваження 5.1. Довiльна ℓ-оборотна тернарна операцiя є доповню-

вальною до трiйки ортогональних операцiй за алгоритмом 5.1 i алгорит-

мом 5.2.

Нехай 𝑓1 є ℓ-оборотною тернарною операцiєю. Припустимо (𝑔2, 𝑔3) є

доповненням операцiї 𝑓1 до трiйки ортогональних операцiй за алгоритмом

5.1 з допомогою операцiй 𝑓2, 𝑓3 i (𝑔′2, 𝑔
′
3) є доповненням операцiї 𝑓1 до трiйки

ортогональних операцiй за алгоритмом 5.2 з допомогою операцiй 𝑓 ′
2, 𝑓

′
3.

У першому випадку маємо два варiанти: 1) 𝑓2 є 𝑚-оборотною i 𝑓3 є 𝑟-

оборотною; 2) 𝑓2 є 𝑟-оборотною i 𝑓3 є 𝑚-оборотною. У другому випадку 𝑓 ′
2,

𝑓 ′
3 є {2, 3}-ретрактно ортогональними.
Розглянемо випадок 1). Якщо 𝑔2 = 𝑔′2, то

𝑓2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝑓 ′
2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧),

отже, 𝑓2 = 𝑓 ′
2.

Якщо 𝑔3 = 𝑔′3, то

𝑓3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓
′
2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑓 ′

3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧).

Покладемо в останню рiвнiсть довiльний елемент 𝑎 ∈ 𝑄 замiсть терму

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧):

𝑓3(𝑎, 𝑓
′
2(𝑎, 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑓 ′

3(𝑎, 𝑦, 𝑧).

Визначимо бiнарнi операцiї ℎ2, ℎ3 i 𝑚3 таким чином:

ℎ2(𝑦, 𝑧) := 𝑓 ′
2(𝑎, 𝑦, 𝑧), ℎ3(𝑦, 𝑧) := 𝑓 ′

3(𝑎, 𝑦, 𝑧), 𝑚3(𝑣, 𝑧) := 𝑓3(𝑎, 𝑣, 𝑧),

тобто ℎ2, ℎ3 i𝑚3 є {2, 3}-ретрактами операцiй 𝑓 ′
2, 𝑓

′
3 i 𝑓3 вiдповiдно. Ретрак-

тна ортогональнiсть операцiй 𝑓 ′
2 i 𝑓

′
3 спричинює ортогональнiсть бiнарних



125

операцiй ℎ2 i ℎ3 та 𝑟-оборотнiсть операцiї 𝑓3 спричинює 𝑟-оборотнiсть опе-

рацiї 𝑚3. Вiдповiдно до цих позначень маємо рiвнiсть

ℎ3(𝑦, 𝑧) = 𝑚3(ℎ2(𝑦, 𝑧), 𝑧).

Це означає, що операцiї ℎ2 i ℎ3 є побудовними за (5.1). Отже, ортогональнi

доповнення за алгоритмами 5.1 i 5.2 збiгаються тодi i тiльки тодi, коли

кожна пара {2, 3}-ретрактiв вхiдних {2, 3}-ретрактно ортогональних опе-

рацiй є побудовною за лiвим рекурсивним алгоритмом.

Аналогiчно розглядаючи випадок 2), доводимо, що доповнення за

алгоритмами 5.1 i 5.2 збiгаються тодi i тiльки тодi, коли кожна пара {2, 3}-
ретрактiв вхiдних {2, 3}-ретрактно ортогональних операцiй побудовна за

правим рекурсивним алгоритмом.

Таким чином, множина доповнень ℓ-оборотної тернарної операцiї до

трiйки ортогональних операцiй, якi є побудовними за тривiальним рекур-

сивним алгоритмом, i множина доповнень, якi є побудовними за алго-

ритмом 5.2, мають непорожнiй перетин i не збiгаються. Це випливає iз

пiдроздiлу 3.2: iснують ортогональнi операцiї, такi що жодна її операцiя

не є навiть односторонньооборотною, в той час, як принаймнi одна з орто-

гональних операцiй, побудовних за тривiальним рекурсивним алгоритмом,

мусить бути оборотною хоча б на одному мiсцi. До того ж очевидно, що

трiйка тернарних лiнiйних операцiй над абелевою групою є ортогональною

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiдна матриця є оборотною, однак iснують

оборотнi матрицi, елементи яких не є автоморфiзмами.

Використовуючи алгоритм 5.3, можна доповнити пару {1, 2}-ретрактно
ортогональних тернарних операцiй до трiйки ортогональних операцiй. Для

цього необхiдно додати одну операцiю, яка є побудовною рекурсивно за

допомогою довiльної 𝑟-оборотної операцiї.

Теорема 5.10. Нехай 𝑓1, 𝑓2 є {1, 2}-ретрактно ортогональними

тернарними операцiями на 𝑄. Операцiя 𝑔3, яка визначається останньою

рiвнiстю iз (5.6) i (5.7) за допомогою довiльної правооборотної операцiї, є

доповненням операцiй 𝑓1, 𝑓2 до трiйки ортогональних операцiй 𝑓1, 𝑓2, 𝑔3.
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Справдi, за наслiдком 4.1, {1, 2}-ретрактно ортогональнi операцiї є

ортогональними, тому їх можна доповнити до трiйки ортогональних опера-

цiй, а вiдповiдно до теореми 5.5, операцiя 𝑔3 є ортогональним доповненням

ортогональних операцiй 𝑓1, 𝑓2.

Зауважимо, що два ортогональних доповнення 𝑔3 i 𝑔′3 пари {1, 2}-
ретрактно ортогональних операцiй 𝑓1, 𝑓2 до трiйки ортогональних

тернарних операцiй за допомогою 𝑟-оборотних операцiй 𝑓3 i 𝑓 ′
3 вiдповiдно

збiгаються тодi i тiльки тодi, коли 𝑓3 = 𝑓 ′
3.

Теореми 5.8, 5.9 i 5.10 можна переформулювати для iнших блочних

рекурсивних алгоритмiв, якi описанi у пiдроздiлi 5.2.

5.2.3. Побудова i доповнення ортогональних кубiв

Кожен куб на 𝑄 можна подати за допомогою його {𝑖, 𝑗}-зрiзiв для

фiксованих 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}. Нехай 𝐺({1,2},𝑎) позначає {1, 2}-зрiз куба 𝐺 коли

третя координата є зафiксованою елементом 𝑎 ∈ 𝑄.

Приклад 5.6. Нехай куби 𝐺 i 𝐻 є визначеними на множинi {1, 2, 3}.
Нижче подамо їх за допомогою {1, 2}-зрiзiв:

𝐺 :

𝐺({1,2},0)

0 0 1

1 1 2

2 0 2

𝐺({1,2},1)

0 2 1

2 2 0

1 0 1

𝐺({1,2},2)

0 0 2

1 2 0

1 2 1

𝐻 :
𝐻({1,2},0)

0 2 2

0 1 1

0 1 2

𝐻({1,2},1)

0 0 0

1 2 1

2 2 1

𝐻({1,2},2)

1 0 1

2 0 2

0 2 1

Куби 𝐺 i 𝐻 є {1, 2}-ретрактно ортогональними. Справдi, накладемо



127

подiбнi {1, 2}-ретракти цих кубiв:

00 02 12

10 11 21

20 01 22

00 20 10

21 22 01

12 02 11

01 00 21

12 20 02

10 22 11

Кожна пара кожного iз квадратiв зустрiчається точно один раз, тобто

їхнi подiбнi {1, 2}-зрiзи є ортогональними, тому, за означенням 3.2,

куби 𝐺 i 𝐻 є {1, 2}-ретрактно ортогональними. Їхня ортогональнiсть

випливає iз теореми 4.1.

У наступному прикладi проiлюструємо побудову та доповнення орто-

гональних кубiв за алгоритмом 5.2.

Приклад 5.7. Нехай 𝐺 i 𝐻 є {1, 2}-ретрактно ортогональними ку-

бами. Для того, щоб доповнити пару {1, 2}-ретрактно ортогональних

кубiв 𝐺 i 𝐻 з прикладу 5.6 до трiйки ортогональних кубiв, скористаємося

алгоритмом 5.2 i теоремою 5.10. Вiдповiдно до кроку 1) алгоритму

5.2, потрiбно обрати деякий куб, кожна iз 3-лiнiй якого є латинською,

наприклад, куб 𝐿, який подамо за допомогою його {1, 2}-зрiзiв:

𝐿 : 0 0 2

1 2 0

2 1 1

1 2 1

0 1 1

0 2 2

2 1 0

2 0 2

1 0 0

Оскiльки 𝐺 i 𝐻 є {1, 2}-ретрактно ортогональними, то першим блоком

визначаючого розбиття алгоритму є {1, 2}, а другим – {2}, тобто

визначаюче розбиття має вигляд 𝜋 = {{1, 2}, {3}}.
Тодi за кроком 2) алгоритму 5 будуємо куб 𝐾 за допомогою куба 𝐿,

використовуючи формулу

𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝐿
(︀
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧

)︀
.

Знайдемо {1, 2}-зрiз куба 𝐾, який визначений елементом 0:

𝐾(0, 0, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 0, 0), 𝐻(0, 0, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
0, 0, 0

)︀
= 0,
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𝐾(0, 1, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 1, 0), 𝐻(0, 1, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
0, 2, 0

)︀
= 2,

𝐾(0, 2, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 2, 0), 𝐻(0, 2, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
1, 2, 0

)︀
= 0,

𝐾(1, 0, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 0, 0), 𝐻(1, 0, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
1, 0, 0

)︀
= 1,

𝐾(1, 1, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 1, 0), 𝐻(1, 1, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
1, 1, 0

)︀
= 2,

𝐾(1, 2, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 2, 0), 𝐻(1, 2, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
2, 1, 0

)︀
= 1,

𝐾(2, 0, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 0, 0), 𝐻(2, 0, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
2, 0, 0

)︀
= 2,

𝐾(2, 1, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 1, 0), 𝐻(2, 1, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
0, 1, 0

)︀
= 0,

𝐾(2, 2, 0) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 2, 0), 𝐻(2, 2, 0), 0

)︀
= 𝐿

(︀
2, 2, 0

)︀
= 1.

Знайдемо {1, 2}-зрiз куба 𝐾, який визначений елементом 1:

𝐾(0, 0, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 0, 1), 𝐻(0, 0, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
0, 0, 1

)︀
= 1,

𝐾(0, 1, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 1, 1), 𝐻(0, 1, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
2, 0, 1

)︀
= 0,

𝐾(0, 2, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 2, 1), 𝐻(0, 2, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
1, 0, 1

)︀
= 0,

𝐾(1, 0, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 0, 1), 𝐻(1, 0, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
2, 1, 1

)︀
= 2,

𝐾(1, 1, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 1, 1), 𝐻(1, 1, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
2, 2, 1

)︀
= 2,

𝐾(1, 2, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 2, 1), 𝐻(1, 2, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
0, 1, 1

)︀
= 2,

𝐾(2, 0, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 0, 1), 𝐻(2, 0, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
1, 2, 1

)︀
= 1,

𝐾(2, 1, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 1, 1), 𝐻(2, 1, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
0, 2, 1

)︀
= 1,

𝐾(2, 2, 1) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 2, 1), 𝐻(2, 2, 1), 1

)︀
= 𝐿

(︀
1, 1, 1

)︀
= 1.

Знайдемо {1, 2}-зрiз куба 𝐾, який визначений елементом 2:

𝐾(0, 0, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 0, 2), 𝐻(0, 0, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
0, 1, 2

)︀
= 1,

𝐾(0, 1, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 1, 2), 𝐻(0, 1, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
0, 0, 2

)︀
= 2,

𝐾(0, 2, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(0, 2, 2), 𝐻(0, 2, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
2, 1, 2

)︀
= 0,

𝐾(1, 0, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 0, 2), 𝐻(1, 0, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
1, 2, 2

)︀
= 2,

𝐾(1, 1, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 1, 2), 𝐻(1, 1, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
2, 0, 2

)︀
= 1,
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𝐾(1, 2, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(1, 2, 2), 𝐻(1, 2, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
0, 2, 2

)︀
= 0,

𝐾(2, 0, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 0, 2), 𝐻(2, 0, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
1, 0, 2

)︀
= 2,

𝐾(2, 1, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 1, 2), 𝐻(2, 1, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
2, 2, 2

)︀
= 0,

𝐾(2, 2, 2) = 𝐿
(︀
𝐺(2, 2, 2), 𝐻(2, 2, 2), 2

)︀
= 𝐿

(︀
1, 1, 2

)︀
= 0.

Отже, куб 𝐿 представлений {1, 2}-зрiзами має такий вигляд:

𝐾 : 0 2 0

1 2 1

2 0 1

1 0 0

2 2 2

1 1 1

1 2 0

2 1 0

2 0 0

За теоремою 5.10, куб 𝐾 є ортогональним доповненням кубiв 𝐺 i 𝐻.

Це можна перевiрити їхнiм накладанням:

000 022 120

101 112 211

202 010 221

001 200 100

212 222 012

121 021 111

011 002 210

122 201 020

102 220 110

Кожна впорядкована трiйка в отриманих квадратах зустрiчається

точно один раз, що означає ортогональнiсть 𝐺, 𝐻, 𝐾.

Вiдповiдно до теореми 5.5, з кубiв 𝐺, 𝐻 i 𝐿 можна побудувати

ортогональну трiйку кубiв 𝐺, 𝐻, 𝐾.

Висновки до роздiлу 5

Цей роздiл мiстить деякi уточнення для бiнарних операцiй, наслiдки

результатiв iз попереднiх роздiлiв для тернарних i 𝑛-арних операцiй.

Основними результатами цього роздiлу є такi:

1) знайдено методи побудови 𝑛-арних квазiгруп, якi мають перпендику-

лярну пару i пари перпендикулярних квазiгруп;

2) наведено класифiкацiю блочних рекурсивних алгоритмiв побудови та

доповнення ортогональних тернарних операцiй i гiперкубiв вiдносно

парастрофiї визначаючих розбиттiв.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у [84,89,91].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню ортогональностi вибiрок

багатомiсних операцiй i гiперкубiв та iнших узагальнень ортогональностi

бiнарних операцiй, вивченню методiв побудови та доповнення багатомiс-

них операцiй, дослiдженню умов оборотностi композицiї двох багатомiсних

операцiй та iнших сумiжних проблем.

Знайдено необхiднi i достатнi умови оборотностi довiльної повторної

композицiї двох багатомiсних операцiй i доведено, що ця оборотнiсть

пов’язана iз перпендикулярнiстю операцiй, яка є одним iз узагальнень

ортогональностi бiнарних операцiй. Описано вiдповiднi поняття мовою

гiперкубiв.

Узагальнено алгоритм побудови ортогональних 𝑛-арних операцiй, який

описали i довели Г.Б. Бiлявська i Г.Л. Муллен (2005 р.), а потiм

узагальнили С. Марковскi та А. Мiлева (2017 р.). Для цього уточнено

поняття ретракту операцiї та ортогональностi ретрактiв i запропоновано

алгоритм побудови ретрактно ортогональних операцiй. Одним iз парамет-

рiв узагальнення, що названо блочним рекурсивним алгоритмом, є роз-

биття множини iндексiв змiнних, а зазначеним алгоритмам вiдповiдають

лише тривiальнi розбиття. Доведено iснування вибiрок ортогональних опе-

рацiй, якi побудовнi за блочним рекурсивним алгоритмом i непобудовнi за

його тривiальними випадками. Як наслiдок описано та доведено алгоритм

побудови ортогональних операцiй iз блокiв операцiй меншої арностi.

Уточнено деякi результати Г.Б. Бiлявської та Г.Л. Муллена (2006 р.),

що стосуються ортогональностi ретрактiв, а саме доведено, що ретрак-

тна ортогональнiсть є необхiдною, але не достатньою умовою ортогональ-

ностi. Бiльше того доведено, що iснують ортогональнi операцiї, якi не

мають ортогональних ретрактiв. Звiдси випливає, що, збiльшуючи арнiсть

ортогональних операцiй за допомогою безповторної композицiї, властивiсть

ортогональностi зберiгається. Крiм цього, описано залежнiсть мiж рiзними



131

видами ортогональностi (класичне означення, перпендикулярнiсть, рет-

рактна ортогональнiсть, сильна ортогональнiсть). Встановленi зв’язки

мiж ортогональнiстю i ретрактною ортогональнiстю дали можливiсть

описати алгоритм доповнення ортогональних 𝑛-арних операцiй за допо-

могою блочного рекурсивного алгоритму. Доведено, що довiльна ви-

бiрка ретрактно ортогональних 𝑛-арних операцiй є доповнювальною до

𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй за цим алгоритмом. Крiм того

описано i доведено алгоритм побудови доповнень довiльної 𝑘-вибiрки орто-

гональних 𝑘-арних операцiй до 𝑛-вибiрки ортогональних 𝑛-арних операцiй,

де 𝑛 > 𝑘.

Описано метод побудови 𝑛-арних квазiгруп, якi мають перпенди-

кулярну пару, i пари перпендикулярних квазiгруп. Зроблено деякi

наслiдки iз отриманих результатiв для тернарних операцiй, зокрема

класифiковано блочнi рекурсивнi алгоритми побудови i доповнення ортого-

нальних тернарних операцiй вiдносно парастрофiї визначаючих розбиттiв

i показано, що їх є три класи.

Задачi, якi потребують подальшого дослiдження – це знаходження умов

оборотностi композицiї Менгера 𝑛-арних квазiгруп та її узагальнень; дос-

лiдження блочного рекурсивного алгоритму; побудова (𝑛+𝑘)-вибiрок орто-

гональних 𝑛-арних операцiй; знаходження методiв доповнення 𝑛-вибiрки

ортогональних 𝑛-арних операцiй до (𝑛+𝑠)-вибiрки ортогональних 𝑛-арних

операцiй та iншi.
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