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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми дослідження. Початок розвитку функційних рівнянь сягає 1747 року з праць Даламбера. В основному функційні рівняння розв’язу-валися над числовими функціями. У другій половині 20-го століття зріс інтерес до шифрування та дешифрування інформації, що спричинило вивчення функцій-них рівнянь над функціями, які визначені на довільних множинах, зокрема й на скінченних. Вперше таке рівняння було розв'язане В. Д. Білоусовим
 у 1958 ро-ці, як рівняння узагальненої асоціативності над оборотними, тобто квазігрупо-вими функціями. До середини 90-х років минулого століття функційні рівняння розв’язуються як на оборотних, так і на необоротних функціях. Постала пробле-ма класифікації функційних рівнянь таким чином, щоб до одного класу віднести рівняння, які мають просту залежність між множинами їх розв’язків.
Майже одночасно з різницею в декілька років було запропоновано два підходи до проблеми класифікації функційних рівнянь.
Перший – це метод графів А. Крапєжа
 і С. Крстича
. Згідно з їхнім підходом між функційними рівняннями і графами встановлювалася певна відповідність і в один клас попадали точно ті рівняння, яким відповідали ізоморфні графи. Проте цей метод годиться лише для квадратичних рівнянь. Квадратичними називають рівняння, в яких кожна предметна змінна має точно дві появи.
Другий – це закон парастрофної симетрії Ф.~Сохацького, згідно з яким вво-диться низка перетворень рівнянь, що ґрунтуються на первинних тотожностях оборотних функцій. Два рівняння називаються парастрофно-первинно-рівносиль-ними (парастрофно-рівносильними
), якщо від одного до іншого можна перейти за скінченну кількість зазначених перетворень. Цей метод розвивався, удоскона-лювався різними дослідниками, зокрема й у дисертації застосовується до класи-фікації функційних рівнянь і тотожностей на множині квазігрупових операцій.

Найефективнішими методами вивчення оборотних операцій є алгебричні мето-ди, а серед них найкращим інструментом для дослідження виявилися многовиди квазігруп, тобто класи алгебр, які визначаються тотожностями. У теорії квазігруп вивчалися многовиди, кожен з яких виникав з певних задач алгебри, геометрії, комбінаторики тощо. Давно назріла потреба в їх класифікації.

Вивченням окремих класів тотожностей та їх розв’язків займались різні авто-ри. Вони розглядали узагальнені тотожності, які ще називали узагальнені функцій-ні рівняння. Інакше кажучи, це тотожності, в яких невизначена залежність між символами операцій. До вивчення таких тотожностей відносять праці Р. Шауф-флера, який вперше розглядав системи квазігруп з узагальненими тотожностями, а також А. Сада, С. К. Стейна, В. Д. Білоусова, Т. Еванса, Ф. Е. Бенета та інших, які описували системи квазігруп з основними тотожностями, враховуючи парас-трофи квазігрупових операцій та деякі їх властивості. В своїх працях Ф. М. Со-хацький, А. Крапєж, Р. Коваль та інші будували класифікації узагальнених квад-ратичних рівнянь на квазігрупах, враховуючи різні відношення еквівалентності.
Із врахуванням введеного та описаного закону парастрофної симетрії в теорії квазігруп, запропоновано чіткий алгоритм описання тотожностей: 1) класифіка-ція узагальнених функційних рівнянь з точністю до парастрофно-первинної рів-носильності, 2) в кожному з отриманих блоків класифікація узагальнених тотож-ностей з точністю до парастрофної рівносильності, 3) знаходження пучків тотож-ностей і відповідних многовидів з точністю до рівносильності. Серед розв’язків функційних рівнянь на множині квазігрупових операцій знайдено рівняння, які рівносильні системі рівнянь від меншої кількості змінних. Звідси й постає доціль-ність класифікації рівнянь мінімальної довжини, яка важлива і для класифікації функційних рівнянь довільної довжини.
Мета і задачі дослідження.  Метою роботи є розвиток теорії функційних рівнянь і тотожностей за допомогою їх класифікації за трьома видами відношень (рівносильність, парастрофна рівносильність і парастрофно-первинна рівносильність) та їх розв'язування на множині бінарних квазігруп з описом тотожностей та відповідних їм многовидів у алгебрі.

Задачі дослідження:
– класифікувати групові ізотопи за групами парастрофної симетрії, дослідити напівсиметричне ізотопне замикання многовидів груп;

– класифікувати нетривіальні узагальнені бінарні квазігрупові функційні рів-няння мінімальної довжини і знайти їх розв’язки;

– класифікувати тотожності мінімальної довжини і описати відповідні пучки многовидів, враховуючи закон парастрофної симетрії.

Об’єктом дослідження є оборотні операції (квазігрупи), функційні рівняння, їх розв'язки, тотожності та многовиди, які визначаються ними.
Предметом дослідження є бінарні квазігрупи, їх парастрофи, ізотопи груп, узагальнені функційні рівняння та узагальнені тотожності мінімальної довжини, їх квазігрупові розв'язки та класифікація на неперехресні класи з повним описом їх видів, типів та виглядів з точністю до рівносильності, парастрофної рівносиль-ності, парастрофно-первинної рівносильності, відповідно до закону парастрофної симетрії.
Методи дослідження. У роботі використовуються сучасні методи теорії квазігруп і теорії функційних рівнянь, загальні методи алгебри, математичного аналізу, комбінаторики та логіки.
Наукова новизна отриманих результатів. Основні наукові результати, отримані автором самостійно, є новими і полягають в такому:

– дано повну класифікацію групових ізотопів за групами парастрофної си-метрії, описано напівсиметричне ізотопне замикання многовида всіх груп та многовида булевих груп, з’ясовано співвідношення між ними та многовидом напівсиметричних квазігруп;
– завершено повну класифікацію узагальнених квазігрупових функційних рів-нянь до функційної довжини чотири з точністю до парастрофно-первинної рівносильності та розв’язано представники з усіх отриманих блоків відпо-відного розбиття, а також знайдено розв’язки узагальнених дистрибутивно-подібних функційних рівнянь без квадратів на множині квазігрупових опера-цій;
– використовуючи результати класифікації узагальнених функційних рівнянь з точністю до парастрофно-первинної рівносильності, отримано дві повні класифікації тотожностей довжиною 2 і 3 на квазігрупах з точністю до рів-носильності та парастрофної рівносильності, а також описано розподіл від-повідних многовидів квазігруп на пучки згідно з парастрофною симетрією.

Практичне значення отриманих результатів. Результати дисертації ма-ють теоретичний характер і можуть застосовуватися: в алгебрі – при вивченні квазігрупових тотожностей; у топології – при вивченні тотожностей y тополо-гічних квазігрупах і лупах; y геометрії – при вивченні сіток та номограм; у ма-тематичному аналізі – при вивченні функційних рівнянь на множині двомісних монотонних функцій; у дискретній математиці та k-значній логіці – при вивчен-ні розкладів багатомісних операцій за допомогою суперпозицій; а також можуть бути корисними в комбінаториці – при вивченні латинських квадратів, у крип-тографії – при вивченні оборотних хеш-функцій та написанні секретних ключів, шифрів та кодів; в економіці – при побудові моделей з оборотними функційними залежностями тощо.
Особистий внесок здобувача. Основні результати, висвітлені в дисертації, отримано здобувачем самостійно. У праці [1] Ф. М. Сохацькому належить теоре-ма 1, лема 3 та наслідки 5-7; у праці [8] науковому керівникові належить теорема 1. У праці [4] О. О. Тарковській належить теорема 7, теорема 9, наслідки 17-20 та приклад 2.
Апробація результатів дисертації. Результати дисертацiйної роботи допо-відалися на: конференцiї молодих учених із сучасних проблем механіки і матема-тики iмені академіка Я.С. Пiдстригача (м. Львiв 25-27 травня 2009 р.); Українсь-кому математичному конгресі (м. Київ 27-29 серпня 2009 р.); міжнародній мате-матичній конференції з квазігрупп і луп “Loops’11” (м. Трешт, Чехія 25-27 липня 2011 р.); конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2012” (м. Львiв 23-25 травня 2012 р.); міжнародній математичній конференції з нагоди 70-річчя професора Володимира Кириченка (м. Миколаїв, 13-19червня 2012 р.); 9-й між-народній алгебраїчній конференції в Україні (м. Львів 8-13 липня 2013 р.); між-народній конференції з алгебри, присвяченій 100-річчю С. М. Чернікова (м. Київ 20-26 серпня 2012 р.); XX конференції з прикладної та промислової математики (CAIM 2012), присвяченій академіку Митрофану М. Чобану (м. Кишинів, Респуб-ліка Молдова, 22-25 серпня 2012 р.); міжнародній науковій конференції “XI Біло-руська математична конференція”. Секція: Алгебра і теорія чисел (м. Мінськ, Рес-публіка Білорусь, 5-9 листопада 2012 р.); міжнародній конференції, присвяченій 120-річчю Стефана Банаха (м. Львів 17-21 вересня 2012 р.); міжнародній конфе-ренції “Математика та інформаційні технології: дослідження та освіта”, (MITRE 2013) (м. Кишинів, Республіка Молдова, 18-22 серпня 2013 р.); ІX міжнародній науковій конференції для молодих вчених “Сучасні проблеми математики і її за-стосування в природних та інформаційних технологіях” (м. Харків, 25-26 квітня 2014 р.); третій конференції математичного товариства Республіки Молдова, при-свяченій 50-річчю з дня заснування Інституту математики та інформатики “IMCS-50” (м. Кишинів, Республіка Молдова, 19-23 серпня 2014 р.); науковій конференції професорсько-викладацького складу, наукових працівників і здобувачів науково-го ступеня, присвяченій 85-річчю ДонНУ, за підсумками науково-дослідної роботи за період 2015-2016 рр. (м. Вінниця 15-18 травня, 2017 р.); 11-й міжнародній ал-гебричній конференції в Україні, присвяченій 75-річчю В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 липня 2017 р.); ХІІ літній школі: “Алгебра, топологія, аналіз” (с. Колочава, Закарпатська область, 10-23 липня 2017 р.); четвертій конференції з неасоціативної математики (м. Денвер, США, 29 липня - 5 серпня 2017 р.); міжнародній кон-ференції з математики, інформатики та інформаційних технологій присвяченій знаменитому вченому Валентину Білоусову  (м. Бєльци, Республіка Молдова, 19-21 квітня 2018 р.); міжнародному конгресі математиків 2018 (м. Ріо де Жанейро, Бразилія, 1-9 серпня 2018 р.); мiжнародному семiнарі Iнституту математики та iнформатики АН Республіки Молдови “Алгебра і математична логіка” (м. Ки-шинiв, Республіка Молдова, 19-21 лютого 2009 р., 23-25 лютого 2011 р.); X між-народному семінарі “Дискретна математика та її застосування” (м. Москва, Росія, 1-6 лютого 2010 р.); Львівському міському алгебраїчному семінарі під керівниц-твом д. фiз.-мат. н., проф. М. Я. Комарницького (м. Львів, 18 жовтня 2011 р.); п'ятнадцятому міжнародному науково-практичному семінарі “Комбінаторні кон-фігурації та їх застосування” (Кіровоград, 12-13 квітня 2013 р.); шістнадцятому міжнародному науково-практичному семінарі “Комбінаторні конфігурації та їх за-стосування” (Кіровоград, 11-12 квітня 2014 р.); алгебраїчному семінарі Київського національного університету імені Тараса Шевченка (керiвники – д. фiз.-мат. н., член-кор. НАН України Ю. А. Дрозд, д. фiз.-мат. н. А. П. Петравчук) (м. Київ, 27 вересня 2018 р.); алгебричному семінарі Інституту математики НАН України (керiвник – д. фiз.-мат. н., член-кор. НАН України Ю. А. Дрозд) (м. Київ, 30 жовтня 2018 р.).

Публікації. Результати дисертаційного дослідження опубліковано в 28 працях, з них 8 – у фахових виданнях із фізико-математичних наук [1]-[8], 3 – у виданнях, включених до міжнародної наукометричної бази “Scopus” [1, 4, 8] та 20 – у матеріалах міжнародних наукових конференцій [9]-[28].

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається зі вступу, чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел та додатків. Загальний обсяг ди-сертацiї – 191 сторiнка. Список використаних джерел займає 15 сторiнок та мi-стить 138 найменувань. Додатки займають 8 сторiнок i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступі обґрунтовано актуальність дисертаційного дослідження, визначено мету, задачі та методи дослідження. Встановлено наукову новизну і значення от-риманих результатів. Надано відомості про публікації, особистий внесок здобувача та апробацію результатів дисертації.

У першому розділі наведено огляд та аналіз літератури з теми досліджен-ня, систематизовано основні поняття і твердження, формулювання означень та теорем, описано відомі допоміжні поняття та результати, які використовуються.

Нехай 
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 – базова множина, яка може бути як скінченна, так і нескінченна.
Функція 
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 називається оборотною або квазігруповою, якщо вона є правообо-ротною і лівооборотною одночасно. При цьому тотожності
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називаються визначальними або первинними, а групоїд 
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 називається квазі-групою. Функція 
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-парастрофом функції 
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для будь-якого 
[image: image12.wmf]{

}

sr

s

r

s

S

,

,

,

,

,

:

3

l

l

i

s

=

Î

,  де 
[image: image13.wmf]3

S

 – симетрична група третього порядку та 
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 є дією групи 
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 на множині всіх квазігрупових операцій множи-ни 
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 цієї дії називається парастрофною симетрією операції 
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 є кількістю різних парастрофів операції 
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, то всі квазігрупи покриті шістьма класами: кла-сом всіх асиметричних квазігруп і п'ятьма многовидами квазігруп (комутативних, лівосиметричних, правосиметричних, напівсиметричних і тотально-симетричних). Кожен з цих класів характеризується групою симетрії його квазігруп, тобто під-групою групи 
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Одним із основних результатів, на якому ґрунтується дисертаційне досліджен-ня, є закон парастрофної симетрії введений Ф. Сохацьким
. Нехай 
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 – довільне твердження в класі квазігруп A. Твердження 
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 істинне в класі квазігруп A тоді і тільки тоді, коли 
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 визначає многовид квазігруп A, тоді і тільки тоді, коли 
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 цієї тотожності визначає многовид 
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. Дві тотожності називаються:
– рівносильними, якщо вони визначають один і той самий многовид;
– парастрофно-рівносильними, якщо вони визначають парастрофні многови-ди.
Многовид 
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– тотально-симетричним, якщо |
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– асиметричним, якщо |
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Пучком многовидів називається множина всіх попарно парастрофних між со-бою многовидів. Пучок многовидів називаємо: тотально-симетричним, якщо він має 1 многовид; напівсиметричним, якщо він має 2 многовиди; односторонньо-симетричним, якщо він має 3 многовиди; асиметричним, якщо він має 6 много-видів.
Операцію називають діагональною, якщо 
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 і відповідна квазігрупа називаються уніпо-тентними, а елемент 
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 і відповідна квазігрупа називаються ідемпотентними. Пару підстановок 
[image: image67.wmf]b

a

,

 на-зивають трансверсаллю операції 
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Функційне рівняння розуміється як формула, яка є рівністю двох термів, що містить лише предметні та функційні змінні. До того ж всі предметні змінні зв’язані кванторами загальності. Розв'язок функційного рівняння – це послідов-ність функцій (операцій), що визначені на множині, яка  після підстановки замість функційних змінних їх значень із послідовності при лексикографічному поряд-ку, перетворює дане рівняння в істинне висловлення. Лексикографічний порядок предметних змінних означає, що їх появи записуються відповідно до алфавітного порядку змінних. Функційне рівняння називається: 
– узагальненим, якщо всі функційні змінні попарно різні;
– нетривіальним, якщо воно має розв'язки лише на одноелементній множині;
– чистим, якщо воно не має ні функційних, ні предметних сталих;
– квазігруповим, якщо воно розглядається лише на оборотних функціях;

– бінарним, якщо всі функційні змінні є бінарними (двомісними).
Два функційні рівняння рівносильні на носію, якщо вони мають одну й ту ж множину розв'язків на даному носієві. Два чистих функційних рівняння назива-ють рівносильними, якщо вони рівносильні на кожному носієві, тобто якщо вони мають один і то й же многовид розв'язків.

Два функційні рівняння називаються парастрофно-первинно-рівносильними, якщо одне з них можна отримати за скінченну кількість таких кроків: 1) застосу-вання гіпертотожностей
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2) заміна сторін рівняння; 3) переіменування предметних змінних; 4) переімену-вання функційних змінних.

У другому розділі дано повну класифікацію групових ізотопів за групами парастрофної симетрії, описано напівсиметричне ізотопне замикання многовида всіх груп та многовида булевих груп, з’ясовано деякі співвідношення між ними.
У підрозділі 2.1 дано повну класифікацію групових ізотопів за групами па-растрофної симетрії, згідно з цим уточнено класифікацію лiнiйних iзотопів скiнченних циклiчних груп та ізотопів груп простого порядку (табл. 2.1, 2.2).
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 його ка-нонічний розклад, тоді:
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 є правосиметричним тоді і тільки тоді, коли 
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 є лівосиметричним тоді і тільки тоді, коли 
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 є тотально-симетриччним тоді і тільки тоді, коли 
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 є напівсиметричним тоді і тільки тоді, коли 
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 є антивтоморфізмом групи 
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 є асиметричним тоді і тільки тоді, коли 
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Пункти 1)-4) цієї теореми знайдені різними авторами, а пункти 5)-6) вста-новлені здобувачем, а також отримано наслідок для ізотопів комутативної групи (наслідок 2.4). Відповідно до строгої парастрофної симетрії, виписано множи-ни усiх попарно неiзоморфних групових iзотопiв простого порядку p (p>3) (теорема 2.3) та обчислено їх кількість (наслідок 2.8).

У підрозділі 2.2 знайдено напівсиметричне ізотопне замикання многовида всіх груп та многовида булевих груп, отримано необхідні і достатні умови його існування в термінах канонічного розкладу, а також встановлено рівносильні та парастрофно-рівносильні тотожності, які визначають ці многовиди.
Теорема 2.5. В довільній квазігрупі
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3) існує булева група 
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Теорема 2.6. В довільній квазігрупі 
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3) існує група
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Крім того, з’ясовано співвідношення між многовидом напівсиметричних ква-зігруп S та многовидами, які є напівсиметричним ізотопним замиканням много-видів булевих груп Bss, абелевих груп Ass та всіх груп Gss.
Теорема 2.8. Многовиди Bss, Ass, Gss та S є попарно різними і утворюють такий ланцюг: Bss
[image: image129.wmf]Ì

Ass
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Gss
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S.
У третьому розділі класифіковано чисті нетривіальні узагальнені бінарні квазігрупові функційні рівняння з точністю до парастрофно первинної рівносиль-ності та розв’язано представники усіх блоків розбиття на множині бінарних ква-зігруп. Для цього визначено такі поняття.

Означення 3.4. Під функційною довжиної функційного рівняння розуміємо натуральне число, яке дорівнює кількості всіх функцційних змінних у рівнянні, враховуючи повторення всхі функційних змінних, як різні функційні змінні.

Означення 3.6. Під предметним типом рівняння від k різних незалежних предметних змінних розуміємо послідовність натуральних чисел 
[image: image132.wmf])
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позначає кількість появ у рівнянн і-ї незалежної предметної змінної при їх розташування у лекикографічному порядку.

У підрозділі 3.1 завершено класифікацію узагальнених функційних рівнянь функційної довжини 1 та довжини 2 на множині бінарних квазігрупових операцій. Узагальнене рівняння функційної довжини 1 точно одне 
[image: image134.wmf]x
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, розв’язком  його є ідемпотентні квазігрупи і тільки вони (твердження 3.1).

Теорема 3.1. З точністю до парастрофно первинної рівносильності існує точно 3 узагальнені рівняння функційної довжини 2, які мають розподіл на :

– предметний тип (2;2): 
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– предметний тип (4;0): 
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Перше рівняння типу (2;2) на різних множинах, в тому числі й на множинах бінар-них квазігруп, розв’язане А. Крапєжем
. Друге рівняння типу (2;2) на множині бінарних квазігрупових операцій розв’язане Р. Коваль
. Квазігрупові розв’язки рівняння типу (4;0) отримано в твердженні 3.2 дисертації.

У підрозділі 3.2 завершено класифікацію узагальнених рівнянь довжини 3 та розв'язано всі отримані рівняння на множині бінарних квазігрупових операцій.
Теорема 3.2. З точністю до парастрофно первинної рівносильності існує точно 4 узагальнені рівняння функційної довжини 3, які мають розподіл на :

– предметний тип (3;2) – це рівняння:
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– предметний тип (5;0)
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Твердження 3.3. Нехай 
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 – двомісні оборотні функції, які визна-чені на множині 
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. Трійка оборотних функцій (
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), що визначені на мно-жині 
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, є квазігруповим розв’язком функційного рівняння (1) тоді і тільки то-ді, коли існує оборотна операція 
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така, що 
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 і виконуються такі співвідно-шення: 
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Квазігрупові розв’язки рівнянь (2) отримано в твердженнях 3.4, 3.5.

Твердження 3.6. Трійка діагональних функцій (
[image: image156.wmf]1

f

, 
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) є розв’язком функ-ційного рівняння типу (5; 0) тоді і тільки тоді, коли пара 
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 є трансверсал-лю операції 
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У підрозділі 3.3 класифіковано всі чисті узагальнені квазігрупові бінарні функційні рівняння довжини 4 з точністю до парастрофно-первинної рівносиль-ності та розв'язано представники отриманих блоків розбиття на множині бінарних квазігрупових операцій. Основним результатом є така теорема.

Теорема 3.3. З точністю до парастрофно первинної рівносильності існує точно 19 узагальнених рівнянь функційної довжини 4, які мають розподіл на:
– предметний тип (2;2;2) – це рівняння:
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– предметний тип (4;2;0) – це рівняння :
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– предметний тип (3;3;0) – це рівняння :
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– предметний тип (6;0;0) – це рівняння:
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Рівняння (3) – це відоме рівняння узагальненої асоціативності, його розв’язки на множині бінарних оборотних операцій знайдено В. Білоусовим
, як “теорема про чотири квазігрупи”. Рівняня (4) та перше рівняння з (5) розв’язано Р. Коваль
, а розв’язки другого рівння з (5) знайдено А.Крапєжем
.

У підрозділі 3.3.1 дано розбиття всіх узагальнених функційних рівнянь до-вжини 4 за предметними типами (лема 3.2).

У підрозділі 3.3.2 розв’язано рівняння типу (4;2;0) на бінарних квазігрупах.
Нехай 
[image: image182.wmf]1

f

, 
[image: image183.wmf]2

f

, 
[image: image184.wmf]3

f

, 
[image: image185.wmf]4

f

 – двомістні оборотні функції, які визначені на множині 
[image: image186.wmf]Q

.
Твердження 3.7. Четвірка оборотних функцій (
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) є розв’язком першого функційного рівняння з (6) тоді і тільки тоді, коли виконується співвід-ношення 
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Твердження 3.8. Четвірка функцій (
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) є розв’язком другого функ-ційного рівння з (6) тоді і тільки тоді, коли існує елемент 
[image: image196.wmf]a

 з множини 
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 такий, що виконуються співвідношення: 
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Умови, за яких четвірка функцій (
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) є розв’язком функційних рів-нянь із (7), (8) знайдені в твердженях 3.9-3.13.
У підрозділі 3.3.3 знайдено квазігрупові розв’язки рівнянь типу (3;3;0). Нехай 
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 – двомісні оборотні функції, які визначені на множині Q.

Твердження 3.13 Четвірка (
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) оборотних бінарних функцій є квазігруповим розв’язком першого рівняння з (9) тоді і тільки тоді, коли ви-конується співвідношення 
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Твердженняя 3.14. Четвірка (
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) оборотних бінарних функцій є квазігруповим розв’язком другого рівняння з (9) тоді і тільки тодді, коли існує оборотна функція 
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така, що виконуються співвідношення 
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Встановлено, що довільний парастроф кожної компоненти кожного розв’язку другого рівняння з (9) має ортагональну пару (наслідок 3.7). Умови, за яких четвірка функцій (
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) є розв’язком функційних рівнянь із (10), (11) знай-дені в твердженнях 3.15-3.18.
У підрозділі 3.3.4 розв’язано функційні рівняння типу (6;0;0).

Твердження 3.19. Четвірка оборотних функцій (
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) є розв’язком першого рівння з (12) тоді і тільки тоді, коли функції 
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 діагональні; існу-ють підстановки 
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носія, ідемпотентні оборотні операції 
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 із одинаковими головними діагоналями такі, що 
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Твердження 3.20. Четвірка оборотних функцій (
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) є розв’язком першого рівння з (12) тоді і тільки тоді, коли функції 
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У підрозділі 3.3.5 доведено попарно парастрофно первинну нерівносильність отриманих рівнянь у теоремі 3.3.
У підрозділі 3.4. розв’язано чотири із відомих п’яти узагальнених дистри- бутивно-подібних функційних рівнянь без квадратів, тобто рівнянь предметного типу (3;2;2) без термів виду 
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Теорема 3.5. Нехай 
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тоді і тільки тоді, коли 
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Теорема 3.6. Нехай Q – множина та
[image: image296.wmf]5

1

....,

,

f

f

 – бінарні операції, визначені на Q. Тоді 
[image: image297.wmf])

,....,

(

5

1

f

f

є квазігруповим розв’язком функційного рівняння


[image: image298.wmf])

);

);

;

(

(

(

))

;

(

;

(

5

4

3

2

1

z

y

y

x

F

F

F

z

x

F

x

F

=


тоді і тільки тоді, коли 
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Теорема 3.7. Нехай Q – множина та 
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тоді і тільки тоді, коли операуції 
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У четверотому розділі дано дві повні класифікації тотожностей довжини 2 і 3 на квазігрупах та розподіл відповідних многовидів квазігруп на пучки. Для цього визначено такі поняття.
Означення 4.2. Узагальненим парастрофом функційної зміної 
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 назвемо функційну змінну 
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 – змінна, яка набуває значення в множині 
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Означення 4.4. Функційне рівняння назвемо узагальненою тотожністю, якщо всі функційні змінні є попарно різними узагальненими парастрофами однієї і тієї ж функційної змінної.

В підрозділі 4.1 дано повні класифікації тотожностей довжини 2 з точністю  до рівносильності та парастрфної рівносильності з врахуванням груп симетрій многовиду, який вони визначають.
Наслідок 4.1 З точністю до парастрофно первинної рівносильності існує точно при узагальнені тотожності довижини 2: 
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В підрозділі 4.1.1 знайдено многовиди розв’язків узагальнених тотожностей довжини 2 (теореми 4.1-4.3).
В підрозділі 4.1.2 встановлено розбиття на різні пучки многовидів, які визначаються узагальненими тотожностями довжини 2 (теореми 4.4-4.6).

Теорема 4.7. Будь-яка квазігрупова тотожність довжимни 2 рівносильна точно одній із  таких 14 тотожностей та парастрофно рівносильна точно од-ній із 6 тотожностей, що мають різні цифри: 
[image: image319.wmf],

)

2

,

)

1

y

x

xy

x

x

=

×

=



[image: image320.wmf])

3
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Наслідок 4.5. Всі квазігрупові узагальненні тотожності довжини 2 визна-чають 14 різних многовидів, які розподілені в 6 пучків за законом парастрофної симетрії. Серед яких: напівсиметричних та асиметричних пучків немає; 2 – тотально симетричних: 1), 2); 4 – односторонньо-симетричних: 3), 4), 5), 6).

Зауважимо, що будь-яка тотожність довжини 2 визначає з точністю до па-растрофно-первинної рівносильності точно один із таких пучкків многовидів: 1) пучок всіх квазігруп; 2) напівсиметричних квазігруп; 3) комутативних квазігруп; 4) односторонніх луп; 5) двосторонніх луп; 6) пучок квазігруп, які визначаються тотожністю 
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. В твердженнях 4.1-4.3 знайдено тотожності з точністю до парастрофної рівносильності, а в наслідках 4.2-4.4 – тотожності з точністю до рівносильності. Підсумковий результат складений у табл. 4.2.
У підрозділі 4.2 дано повні класифікації тотожностей довжини 3 з точністю до рівносильності та парастрофної рівносильності з врахуванням груп симетрій многовида, який вони визначають.

Наслідок 4.6. З точністю до парастрофно первинної рівносильності існує точно чотири узагальнених тотожності довжини 3:
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У підрозділі 4.2.1 здійснено розподіл узагальнених тотожностей довжини 3 на пучки, тобто класифіковано їх з точністю до парастрофної рівносильності. Розбиття на різні пучки многовидів, які визначаються узагальненою тотожністю 
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 дано в теоремі 4.8.

Теорема 4.9. Будь-яка тотожність першого виду з (15) на квазігрупах парастрофно-рівносильна точно одній із таких систем тотожностей:  
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Теорема 4.10. Будь-яка тотожність другого виду з (15) на квазігрупах парастрофно-рівносильна точно одній із таких тотожностей: 
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Теорема 4.11. Будь-яка узагальнена тотожність третього виду з (15) на квазігрупах парастрофно рівносильна точно одній із таких тотожностей:  
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У підрозділі 4.2.2 знайдено парастрофні многовиди кожного пучка, рівно-сильні та парастрофно рівносильні тотожності, які визначають їх. Опис рівно-сильних та парастрофно-рівносильних тотожностей в кожному пучку многовидів з теореми 4.8 дано в твердженнях 4.4 - 4.10.
Теорема 4.12. Будь-яка квазігрупова тотожність довжини 3 ровносильна точно одній із таких 74 тотожностей та парастрофно-рівносильна точно од-ній із 20 тотожностей, що мають різні цифри:
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Наслідок 4.7. Всі квазігрупові тотожності довжини 3 визначають 74 різні многовиди, які розподілені в 20 пучків за законом парастрофної симетрії. Серед яких: напівсиметричних пучків немає; тотально-симетричних п'ять:  1), 2), 3), 19), 20); асиметричних вісім: 5), 9), 10), 12), 13), 14), 15), 18); односторонньо-симетричних сім: 4), 6), 7), 8), 11), 16), 17).
Зауважимо, що тотожність 1) визначає пучок тривіальних квазігруп; 2) – пу-чок ідемпотентних квазігруп; 3) – пучок ідемпотентно-напівсиметричних квазі-груп;  4)  – пучок ідемпотентно-комутативних квазігруп;  10) – пучок IP-квазігруп з оборотним елементом 
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x

; 11) – пучок CIP-квазігруп з оборотним елементом 
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; 13) – пучок лівих луп з тотожністю 
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; 14) – пучок лівих луп з тотожністю 
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;  15) – пучок лівих луп з тотожністю 
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, де e – нейтральний елемент лупи.

Тотожності 5), 
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, 19), 20) знайшов Т.~Іванс
, вивчаючи парастрофну ортогональність. При описанні мінімальних нетривіальних тотожностей, які теж спричинюють ортогональність парастрофів, тотожності 5), 6), 7), 8), 9), 19), 20) отримані В. Білоусовим
. Незалежно від ньо-го, тотожності 5), 6), 
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. Парастрофні тотожності 5), 
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 описані Ш. Стейном
. Тотожність 5) відома як І закон Стейна, 6) – ІІ закон Стейна, 7) – ІІІ закон Стейна, 19) – І закон Шре-дера, 20) – ІІ закон Шредера. Тотожність 8) називатимемо І законом Білоусова, а тотожність 9) – ІІ законом Білоусова.

Тотожності кожного пучка многовидів з теореми 4. 9 знайдені в твердженнях 4. 11 – 4. 14, наприклад:

Твердження 4. 12. Нехай многовид A визначається тотожністю 12), тоді його парастрофи визначаються кожною із тотожностей, що зазначені у від-повідному рядку:
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Тотожності кожного пучка многовидів з теореми 4. 10 знайдені в твердженні 4. 15, а з теореми 4. 10 – знайдені в твердженні 4. 16. Підсумковий результат кла-сифікацій тотожностей довжини 3 та відповідних їм многовидів за парастрофною симетрією складений у табл. 4. 6.
ВИСНОВКИ
Дисертаційна робота має теоретичний характер, де вивчаються функційні рів-няння, тотожності та відповідні многовиди, що визначаються ними. Встановлено, що з точністю до парастрофно-первинної рівносильності існує точно 1, 3, 4, 19 уза-гальнених нетривіальних функційних рівнянь без функційних і предметних ста-лих функційної довжини один, два, три, чотири відповідно; знайдено їх розв’язки на бінарних оборотних функціях довільної множини. За допомогою отриманого результату дано дві класифікації тотожностей довжини 2 і 3 на квазігрупах з точністю до рівносильності та парастрофної рівносильності. Доведено, що тотож-ності довжини 2 визначають 14 многовидів, а тотожності довжини 3 визначають 74 многовиди, які розподілені, згідно з парастрофною симетрією, в 6 та 20 пучків відповідно. Крім того, дано повну класифікацію групових ізотопів за групами па-растрофної симетрії, описано напівсиметричне ізотопне замикання многовиду всіх груп та многовиду булевих груп, з’ясовано співвідношення між ними та многови-дом напівсиметричних квазігруп.

Здобуті у дисертації результати можуть бути застосованими в алгебрі, тополо-гії, геометрії, математичному аналізі, дискретній математиці тощо, а також для подальших досліджень в теорії квазігруп та функційних рівнянь.
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АНОТАЦІЯ
Шелепало Г. В. Класифікація квазігрупових функційних рівнянь і тотожно-стей мінімальної довжини. – Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису.

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук зі спеціальності 01.01.06 – алгебра та теорія чисел. – ДВНЗ “Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника”, Івано-Франківськ, 2019.
В дисертаційній роботі досліджуються функційні рівняння, їх розв'язки на множині бінарних оборотних функцій, класифікації квазігрупових тотожностей мінімальної довжини, опис відповідних многовидів та їх пучків.

Дано повну класифікацію групових ізотопів за групами парастрофної симетрії, описано напівсиметричне ізотопне замикання многовида всіх груп та многовида булевих груп, а також знайдено співвідношення між ними та многовидом напів-симетричних квазігруп.

Завершено повну класифікацію узагальнених квазігрупових функційних рівнянь до функційної довжини 4 з точністю до парастрофно-первинної рівносиль-ності та розв’язано представники з кожного блоку відповідного розбиття, а також знайдено розв’язки узагальнених дистрибутивно-подібних функційних рівнянь без квадратів на множині квазігрупових операцій.

Отримано дві повні класифікації тотожностей довжини 2  і  3 на квазігрупах з точністю до рівносильності та з точністю до парастрофної рівносильності, опи-сано розподіл відповідних многовидів квазігруп на пучки згідно з парастрофною симетрією.
Ключові слова: група, квазігрупа, лупа, оборотна операція, парастроф, ізотоп, тотожність, функційне рівняння, парастрофна рівносильність, парастрофно-первинна рівносильність, парастрофна симетрія, напівсиметричне замикання.
АННОТАЦИЯ
Шелепало Г. В. Классификация квазигрупповых функциональных уравнений и тождеств минимальной длины. – Квалификационный научный труд на правах рукописи.
Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.06 – алгебра та теория чисел. – ДВНЗ “Прикарпатс-кий национальный университет имени Василия Стефаника”, Ивано-Франковск, 2019.

Диссертационная работа посвящена изучению функциональных уравнений и их решению на множестве бинарных обратимых функций, классификации квазигрупповых тождеств минимальной длины, описанию соответствующих многообразий и их пучков.

Дана полная классификация групповых изотопов по группам парастрофной симметрии, описано полусимметрическое изотопное замыкание многообразия всех групп и многообразия булевых групп, а также найдено соотношение между ними и многообразием полусимметрических квазигрупп.

Завершена полная классификация обобщённых квазигрупповых функциональных уравнений до функциональной длины 4 с точностью к парастрофно-первичной эквивалентности и решены представители с каждого блока соответствующего разбиения, а также найдены решения обобщённых дистрибутивно-подобных функциональных уравнений без квадратов на множестве квазигрупповых операций.

Получены две полные классификации тождеств длины 2 и 3 на квазигруппах с точностью к равносильности и с точностью к парастрофной равносильности, описано распределение соответствующих многообразий квазигрупп на пучки согласно парастрофной симметрии.
Ключевые слова: группа, квазигруппа, лупа, обратимая операция, парастроф, изотоп, тождество, функциональное уравнение, парастрофная эквивалентность, парастрофно-первичная эквивалентность, парастрофная симметрия, полусиммет-рическое замыкание.
ABSTRACT
Shelepalo H. V. Classification of quasigroup functional equations and identities of the minimal length. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences degree on the speciality 01.01.06 – algebra and number theory. – Vasyl Stefanik Prycarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2019.

The dissertation is devoted to the study of functional equations and their solution on a set of binary invertible functions, the classification of quasigroup identities of the minimal length, the description of the corresponding varieties and their trusses. The relation of parastrophically primary equivalence is the main tool for the classification of functional equations. The parastrophic symmetry is the main law for the classification of identities and corresponding varieties.

Some classes of quasigroups are considered, taking into account their groups of symmetries. The complete classification of group isotopes on the groups of their pa-rastrophic symmetries is given. The classification of linear isotopes of finite cyclic groups and isotopes of prime order groups is specified. The partition of the group isotopes in accordance with the strict parastrophic symmetry has been made, sets of all pairwise non-isomorphic group isotopes of prime order p (p>3) are highlighted and their power is calculated. A semi-symmetric isotope closure of a variety of the boolean groups and a variety of all groups are found, the necessary and sufficient conditions for their existence are obtained in terms of the canonical decomposition; the equivalence and the parastrophic equivalence of the identities which determine these varieties are defined. The relation between a variety of semi-symmetric quasigroups and a variety of semi-symmetric isotopic closures of boolean groups, abelian groups and all groups are found.

Having defined the concept of the individual length of the equation, the individual type and the functional length, pure generalized non-trivial binary quasigroup functional equations up to the functional length of four of each of the possible individual types up to the parastrophically primary equivalence are classified. It is established that their number is exactly 1, 3, 4, 19 respectively for the equations of the length 1, 2, 3, 4. From each partition block of classification, a representative is selected and it is solved on a set of binary quasigroup operations. Namely, the complete classification of the generalized equations of the lengths 1, 2, 3, 4 up to the parastrophically primary equivalence is given; representatives of each block of the partition are found, the new ones of these are generalized equations of the type (4;0) of the length 2, of the type (5; 0) of the length 3 and of the types (6; 0; 0), (4; 2; 0) and (3; 3; 0) of the functional length 4. Representatives of all partition blocks that had not been solved before, more precisely, new types are solved; corollaries for quadratic, almost quadratic and anti-quadratic equations are given. In addition, four of the five known distributive-like functional equations without squares are solved.

Having defined the notion of a generalized identity, we obtain two complete classi-fications of identities of the length 2 and 3 on quasigroups up to equivalence and the parastrophic equivalence and describe the distribution of the corresponding varieties of quasigroups into the trusses. It is proved that the identity of the length 2 defines 14 varieties, the identity of the length 3 defines 74 varieties, which respectively are classified into 6 and 20 trusses according to the parastrophic symmetry. Using the tools of the parastrophic symmetry, the varieties of solutions of generalized equations of the length 2 are found. All generalized identities of the length 2 and 3 up to equivalence and the parastrophic equivalence are described. The identities of the length 2 and 3 up to equivalence and parastrophic equivalence are found. The varieties of quasigroups which are determined by the obtained minimal identities are classified, they are analysed according to the groups of parastrophic symmetries. For each pair of parastrophic varieties examples of quasigroups which distinguish one variety from another in a single truss are found. Examples of quasigroups which distinguish one truss of varieties from another are found.

The results of this dissertation study have of a theoretical nature. They can be used in the theory of functional equations, in the general theory of quasigroups, algebra, geometry, topology, mathematical analysis, combinatorics, cryptography, discrete ma-thematics and k-valued logic etc.
Key words: group, quasigroup, loop, invertible operation, parastrophe, isotope, identity, functional equation, parastrophic equivalence, parastrophically primary equivalence, parastrophic symmetry, semi-symmetric closure.
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