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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. У комбінаториці, аналогом 
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-арної операції, що визначена на множині 
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, є 
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-вимірний гіперкуб (
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-куб), заповнений елементами множини 
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. Oборотній (квазігруповій) 
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-арній операції відповідає латинський 
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-куб, тобто такий що кожний його рядок є перестановкою елементів носія. Інакше кажучи, 
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-арна операція називається оборотною, якщо для всіх 
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 кожна її 
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-та трансляція є підстановкою носія.

Кожне відображення 
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 множини 
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 в множину 
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 однозначно визначає і визначається координатизуючою вибіркою 
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-арних операцій 
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-вибірка 
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-арних операцій називається ортогональною, якщо вона координатизує повне відображення 
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 в 
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, тобто відображення, в якому множини прообразів усіх елементів із 
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 рівнопотужні.
Звідси, зокрема, випливає взаємнооднозначна відповідність між вибірками ортогональних операцій та вибірками ортогональних гіперкубів, тобто гіперкубів, накладання яких визначає гіперкуб, у якому кожна вибірка із 
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 має 
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. Тому усі твердження сформульовані для операцій можна переформулювати для гіперкубів і навпаки.
Ортогональні 
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-арні операції вивчалися у працях В.Д. Білоусова, А.С. Бектєнова, Т. Якубова, С. Марковського, А. Мілевої та інших, ортогональні 
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-вимірні гіперкуби – у працях Т. Іванса, Ф. Лейвіна, Г.Л. Муллена, Г. Уітла, М. Тренклер, Дж.І. Коккали і П.Р. Остергарда та інших, зокрема великий внесок у розвиток теорії ортогональних 
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-арних операцій зроблений П. Сирбу. Проте найбільш систематизовано теорія ортогональних операцій і гіперкубів подана в роботах Г.Б. Білявської, Г.Б. Білявської і Г.Л. Муллена та Дж.Т. Етьєра і Г.Л. Муллена.
Теорія квазігруп i ортогональних операцій добре розвинена для бінарних квазігруп і їхнього комбінаторного аналога – латинських квадратів. Однак більшість результатів складно, а то й неможливо перенести з теорії бінарних на теорію багатомісних операцій. Для прикладу, будь-яка пара бінарних ортогональних квазігруп завжди є сильно ортогональною, але ортогональність 
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-арних квазігруп не спричинює їхню сильну ортогональність. Навіть саме поняття ортогональності узагальнюється по-різному, і всі ці узагальнення є актуальними, оскільки застосовуються для дослідження різних проблем. Окрім того, у теорії багатомісних функцій існують проблеми, аналогів яким немає в бінарному випадку: роздільність квазігруп, побудова квазігруп з допомогою квазігруп меншої арності, ортогональність ретрактів операцій тощо.
Поняття ортогональності сильно пов’язане із іншими алгебричними об’єктами. Для прикладу, кожна
· 
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-вибірка ортогональних 
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-арних операцій на скінченній множині 
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 є еквівалентною підстановці множини 
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;
· 
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-вибірка ортогональних 
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-арних лінійних операцій над полем простого порядку є еквівалентною факту, що ранг матриці побудованої із коефіцієнтів цих операцій становить 
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, відповідно 
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-вибірка ортогональних 
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-арних лінійних операцій над полем простого порядку є еквівалентною оборотності відповідної матриці;
· 
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-вибірка ортогональних 
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-арних лінійних операцій над полем є еквівалентною лінійній незалежності векторів 
[image: image39.wmf]n

-вимірного векторного простору над цим полем.
Вивчення функційних рівнянь, багатомісних функцій, багатомісних квазігруп потребує розв’язування деяких проблем. Одна із них – це дослідження умов, за яких композиція операцій є оборотною. Відомо, що безповторна композиція квазігруп є квазігрупою, проте повторна композиція навіть двох квазігруп не завжди є оборотною. Для повторної композиції двох бінарних квазігруп цю проблему розв’язав В.Д. Білоусов (1968 р.), оборотність повторної композиції двох 
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-арних операцій досліджувала О.В. Юревич (2005 р.), проте проблема, коли довільна повторна композиція операцій є оборотною, залишається відкритою.
У роботі С. Гонсалеса, Е. Косусело, В.Т. Маркова, А.А. Нечаєва доведено, що будь-яка вибірка сильно ортогональних операцій є еквівалентною максимально дистанційно роздільному (МДР) коду, звідки випливає, що довільна квазігрупа є еквівалентною МДР коду відстані 2. Дж.Т. Етьєром і Г.Л. Мулленом описаний взаємозв'язок між сильно ортогональними гіперкубами і МДР кодами детальніше, до того ж доведено еквівалентність 
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-вибірок ортогональних 
[image: image42.wmf]n

-арних операцій, де 
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 є цілим числом, і МДР кодів відстані 
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+

s

. Звідси випливає, що побудова МДР кодів сильно пов’язана із побудовою ортогональних операцій.
Одним із важливих питань, що з’являється під час дослідження ортогональних 
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-арних операцій, є знаходження доповнень 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій до 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій (
[image: image50.wmf]n
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). У бінарному випадку цю проблему розв’язано і показано, що операція має ортогональне доповнення тоді і тільки тоді, коли вона є повною, тому кожний метод побудови ортогональної пари для операції є методом доповнення. До того ж, якщо операція є оборотною (квазігруповою), то вона має ортогональне квазігрупове доповнення тоді і тільки тоді, коли вона є допустимою.
Для багатомісних операцій Г.Б. Білявська і Г.Л. Муллен довели, що кожна 
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-вибірка ортогональних 
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-арних операцій є вбудовною у деяку 
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-вибірку ортогональних 
[image: image54.wmf]n

-арних операцій, звідки випливає, що кожна повна 
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-арна операція може бути вкладена у деяку 
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-вибірку ортогональних 
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-арних операцій. Таким чином, доведено існування ортогонального доповнення для кожної 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій до 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій. Проте методи побудови ортогональних доповнень невідомі, лише у випадку 
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 можна скористатися методом побудови ортогональних операцій, який вони запропонували.
Мета і задачі дослідження. Метою дослідження є розвиток теорії ортогональних багатомісних операцій і гіперкубів, зокрема вивчення методів побудови і доповнення ортогональних операцій і гіперкубів, описання залежностей між різними узагальненнями ортогональності бінарних операцій, а також вивчення розкладів оборотних операцій, які пов'язані із ортогональністю.

Задачі дослідження: 
· дослідити оборотність довільної композиції двох багатомісних операцій; 

· узагальнити рекурсивний алгоритм побудови ортогональних операцій; 

· дослідити залежність між ортогональністю вибірки операцій і ортогональністю ретрактів цих операцій; 

· знайти і дослідити методи доповнення ортогональних операцій і гіперкубів, дослідити кількість можливих доповнень за цими алгоритмами. 

Об’єктом дослідження є скінченні 
[image: image63.wmf]n

-арні операції і квазігрупи (оборотні операції), вибірки операцій і їхні комбінаторні властивості: ортогональність та її види. У дисертації розглядаються повні операції, тобто такі, що у відповідному гіперкубі кожний із елементів носія має однакову кількість появ.
Предметом дослідження є методи побудови і доповнення ортогональних операцій, розклади 
[image: image64.wmf]n

-арних операцій і квазігруп.
Методи дослідження. У роботі використовуються методи дослідження багатомісних операцій за допомогою суперпозицій, методи теорії квазігруп і комбінаторні методи.
Наукова новизна отриманих результатів. Усі результати дисертаційної роботи є новими і полягають у такому:
· знайдено необхідні і достатні умови оборотності довільної композиції двох багатомісних операцій; 

· визначено поняття перпендикулярності і показано зв’язок між тривіальною перпендикулярністю та ортогональністю; 

· запропоновано інший підхід до визначення ретракту операції та ортогональності ретрактів, описано і доведено алгоритм побудови ретрактно ортогональних операцій; 

· описано і доведено блочний рекурсивний алгоритм побудови ортогональних операцій; 

· описано і доведено блочний композиційний алгоритм побудови ортогональних операцій із блоків ортогональних операцій меншої арності;
· описано залежність між ортогональністю ретрактів операцій і ортогональністю операцій;
· доведено, що ретрактна ортогональність є необхідною, але не достатньою умовою ортогональності;
· доведено, що для центральних квазігруп над полем простого порядку ретрактна ортогональність є необхідною і достатньою умовою ортогональності;
· описано та доведено алгоритм побудови ортогональних доповнень 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій (гіперкубів) до 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій (гіперкубів);
· отримано деякі оцінки кількості ортогональних доповнень ортогональних операцій, побудовних знайденими алгоритмами, зокрема, нижню і верхню оцінки кількості тривіальних доповнень та нижню оцінку кількості всіх можливих доповнень;
· описано і доведено алгоритм побудови доповнень довільної 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій до 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій, де 
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;
· описано методи побудови квазігруп, що мають перпендикулярну пару, і метод побудови пари перпендикулярних квазігруп;
· уточнено отримані результати для тернарних операцій, зокрема описано та класифіковано алгоритми побудови і доповнення ортогональних тернарних операцій. 

Практичне значення отриманих результатів. Робота має теоретичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю неасоціативних структур, скінченних багатомісних дискретних функцій, теорію функційних рівнянь, а також можуть бути застосованими в загальній теорії 
[image: image74.wmf]n

-арних операцій і квазігруп, комбінаториці, теорії кодування і шифрування інформації та в інших суміжних галузях математики.

Особистий внесок здобувача. Основні результати, висвітлені в дисертації, отримано здобувачем самостійно. У спільних із науковим керівником працях Ф.М. Сохацькому належать теорема 7, теорема 9, наслідок 10 із [1] та теорема 3 із [3].

Апробація результатів дисертації. Результати дисертаційної роботи доповідалися і обговорювалися на таких конференціях і семінарах:
1. Міжнародна математична конференція з квазігруп та луп “Loops’11” (м. Трешт, Чехія, 21-27 липня 2011 р.).
2. Міжнародна конференція, присвячена 120-річчю з дня народження Стефана Банаха (м. Львів, Україна, 17-21 вересня 2012 р.).
3. Міжнародна математична конференція з квазігруп та луп “Loops’15” (м. Охрід, Македонія, 28 червня - 4 липня 2015 р.).
4. 7 Європейський конгрес математиків (м. Берлін, Німеччина, 18-22 липня 2016 р.).
5. Четверта конференція з неасоціативної математики (м. Денвер, США, 29 липня - 5 серпня 2017 р.).
6. Міжнародна конференція з математики, інформатики та інформаційних технологій, присвячена відомому вченому Валентину Білоусову (м. Бєльці, Республіка Молдова, 19-21 квітня 2018 р.).
7. Алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН України (м. Київ, 30 жовтня 2018 р., керiвник – доктор фiзико-математичних наук, член-кореспондент НАН України Ю.А. Дрозд).
8. Алгебраїчний семiнар Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (м. Київ, 27 вересня 2018 р., керiвники – доктор фiзико-математичних наук, член-кореспондент НАН України Ю.А. Дрозд, доктор фiзико-математичних наук А.П. Петравчук).
Публікації. Результати дисертаційного дослідження опубліковано у 12 працях, з них 6 – у фахових виданнях із фізико-математичних наук [1-6], 6 – у матеріалах міжнародних наукових конференцій [7-12], 4 – у виданнях, включених до міжнародної наукометричної бази “Scopus” [1,3,5,6].
Структура дисертації. Дисертація складається з переліку умовних позначень, вступу, п’яти розділів, висновків, списку використаних джерел, що містить 98 найменувань, і додатків. Повний обсяг роботи – 144 сторінки.
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступі дисертації обґрунтовано актуальність досліджуваної проблеми, сформульовано мету, завдання та методи дослідження, визначено наукову новизну.

У першому розділі дисертації зроблено огляд літератури з теми дослідження і наведено основні відомості з теорії 
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-арних операцій, основні означення та твердження з теорії ортогональних бінарних операцій та ортогональних 
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Операція 
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 називається оборотною або квазігруповою, якщо вона є 
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Означення 1.1. Якщо 
[image: image89.wmf]n

k

£

, то 
[image: image90.wmf]k

-вибірка 
[image: image91.wmf]n

-арних операцій 
[image: image92.wmf]k

f

f

,

,

1

K

, які визначені на множині 
[image: image93.wmf]Q

 порядку 
[image: image94.wmf]m

, називається ортогональною, якщо для будь-яких 
[image: image95.wmf]Q

b

b

k

Î

,

,

1

K

 система

[image: image96.wmf](

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

=

=

k

n

k

n

b

x

x

f

b

x

x

f

,

,

,

,

,

1

1

1

1

K

K

K

K

K

K

K

K

K


має точно 
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У другому розділі досліджується оборотність довільної композиції двох багатомісних операцій. Для знаходження таких умов вводиться поняття перпендикулярності, яке є одним із узагальнень поняття ортогональності бінарних операцій і є спеціальним видом ортогональності багатомісних операцій.

Означення 2.1. Нехай 
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 є довільними частковими ін’єктивними перетвореннями множини 
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таким чином: усі змінні термів замінюються на деякі елементи із 
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Означення 2.2. Нехай 
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Завданням цього розділу є дослідження умов, за яких композиція двох довільних багатомісних операцій є 
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Теорема 2.1. Нехай 
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(1)
виконується. Нижче наведені твердження є істинними:

1) якщо 
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Основним результатом розділу є критерій оборотності композиції двох операцій, який є наслідком попередньої теореми.
Наслідок 2.1. Нехай 
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 є частковими ін’єктивними перетвореннями множини 
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 є оборотними операціями і (1) виконується. Тоді оборотність операції 
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 рівносильна перпендикулярності типу 
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Зв’язок між перпендикулярністю максимального типу і ортогональністю описаний у такому твердженні:
Твердження 2.1. Якщо дві скінченні операції є перпендикулярними типу 
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Зазначимо, що обернене твердження не є істинним.
У третьому розділі вивчаються методи побудови ортогональних операцій, а саме узагальнення алгоритму Г.Б. Білявської і Г.Л. Муллена. З цією метою вивчається поняття ретрактної ортогональності, яке можна розглядати як узагальнення 
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-оборотності. Використано інший підхід до визначення ретракту операції.
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Означення 3.1. Операції 
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Означення 3.2. Операції 
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Запропоновано алгоритм побудови 
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Алгоритм 3.1 (Композиційний алгоритм). Нехай 
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Теорема 3.2. Нехай 
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Описано і доведено алгоритм побудови ортогональних 
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-арних операцій, який є узагальненням алгоритму Г.Б. Білявської та Г.Л. Муллена.
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Операції 
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Означення 3.3. Вибірку операцій 
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Теорема 3.5. Нехай 
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Теорема 4.3. 
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Для тривіальних ортогональних доповнень, тобто коли на кожному кроці алгоритму додається точно одна операція, знайдено оцінки кількості доповнень.
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Описано і доведено алгоритм доповнення довільної 
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 будуються за таким чином:
1) вибираємо 
[image: image360.wmf]1

-оборотні 
[image: image361.wmf](

)

1

+

-

k

n

-арні операції 
[image: image362.wmf]k

p

p

,

,

1

K

 і перестановку 
[image: image363.wmf]n

S

Î

s

 таку, що 
[image: image364.wmf]k

,

1

1

=

-

d

s

;

2) операції 
[image: image365.wmf]k

f

f

,

,

1

K

 будуються за формулою (2);
3) операції 
[image: image366.wmf]k

i

i

g

g

,

,

1

K

 отримуємо із 
[image: image367.wmf]k

f

f

,

,

1

K

 таким чином:

[image: image368.wmf];

:

,

,

:

1

1

k

i

i

f

g

f

g

k

s

s

=

=

K


4) виконання алгоритму 4.1.
Теорема 4.5. Алгоритм 4.3 будує ортогональні доповнення 
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Наслідок 5.3. Нехай 
[image: image392.wmf]1

1

,

,

-

n

f

f

K

 є бінарними квазігрупами. 
[image: image393.wmf]n

-арна квазігрупа 
[image: image394.wmf]f

, яка визначається рівністю


[image: image395.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

,

,

,

,

,

:

,

,

1

1

2

2

1

1

1

K

K

K

n

n

n

n

x

x

f

x

f

x

f

x

x

f

-

-

=


для всіх 
[image: image396.wmf]n

j

i

,

1

,

Î

, 
[image: image397.wmf]j

i

¹
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Наслідок 5.4. Нехай 
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-арною квазігрупою з цілком допустимими 
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 має одну нерухому точку.
Також у цьому розділі уточнено побудову ортогональних операцій та ортогональних доповнень тернарних операцій і кубів, зокрема розроблено класифікацію блочних рекурсивних алгоритмів для тернарних операцій і показано, що ці алгоритми розподіляються на три класи відносно парастрофії визначаючих розбиттів:
Алгоритм 5.1 (Тривіальний рекурсивний алгоритм з визначаючим розбиття 
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Теорема 5.3. Нехай 
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-оборотною операціями на множині 
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. Тоді операції 
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, які побудовані за (4) або (5), є ортогональними.
Алгоритм 5.2 (Блочний рекурсивний алгоритм з визначаючим розбиття 
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Теорема 5.4. Нехай 
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-оборотною тернарною операцією, 
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. Тоді операції 
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, які є побудовними за (6), є ортогональними.
Алгоритм 5.3 (Блочний рекурсивний алгоритм з визначаючим розбиття 
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Теорема 5.5. Нехай 
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-оборотною тернарною операцією, які визначені на множині 
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. Тоді операції 
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, які є побудовними за (7) або (8), є ортогональними.
ВИСНОВКИ

Дисертаційна робота присвячена дослідженню ортогональності вибірок багатомісних операцій і гіперкубів та інших узагальнень ортогональності бінарних операцій, вивченню методів побудови та доповнення багатомісних операцій, дослідженню умов оборотності композиції двох багатомісних операцій та інших суміжних проблем.

Знайдено необхідні і достатні умови оборотності довільної повторної композиції двох багатомісних операцій і доведено, що ця оборотність пов’язана із перпендикулярністю операцій, яка є одним із узагальнень ортогональності бінарних операцій. Описано відповідні поняття мовою гіперкубів.

Узагальнено алгоритм побудови ортогональних 
[image: image445.wmf]n

-арних операцій, який описали і довели Г.Б. Білявська і Г.Л. Муллен (2005 р.), а потім узагальнили С. Марковскі та А. Мілева (2017 р.). Для цього уточнено поняття ретракту операції та ортогональності ретрактів і запропоновано алгоритм побудови ретрактно ортогональних операцій. Одним із параметрів узагальнення, що названо блочним рекурсивним алгоритмом, є розбиття множини індексів змінних, а зазначеним алгоритмам відповідають лише тривіальні розбиття. Доведено існування вибірок ортогональних операцій, які побудовні за блочним рекурсивним алгоритмом і непобудовні за його тривіальними випадками. Як наслідок описано та доведено алгоритм побудови ортогональних операцій із блоків операцій меншої арності.

Уточнено деякі результати Г.Б. Білявської та Г.Л. Муллена (2006 р.), що стосуються ортогональності ретрактів, а саме доведено, що ретрактна ортогональність є необхідною, але не достатньою умовою ортогональності. Більше того доведено, що існують ортогональні операції, які не мають ортогональних ретрактів. Звідси випливає, що, збільшуючи арність ортогональних операцій за допомогою безповторної композиції, властивість ортогональності зберігається. Крім цього, описано залежність між різними видами ортогональності (класичне означення, перпендикулярність, ретрактна ортогональність, сильна ортогональність). Встановлені зв’язки між ортогональністю і ретрактною ортогональністю дали можливість описати алгоритм доповнення ортогональних 
[image: image446.wmf]n

-арних операцій за допомогою блочного рекурсивного алгоритму. Доведено, що довільна вибірка ретрактно ортогональних 
[image: image447.wmf]n

-арних операцій є доповнювальною до 
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-вибірки ортогональних 
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-арних операцій за цим алгоритмом. Крім того описано і доведено алгоритм побудови доповнень довільної 
[image: image450.wmf]n

-вибірки ортогональних 
[image: image451.wmf]k

-арних операцій до 
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-вибірки ортогональних 
[image: image453.wmf]n

-арних операцій, де 
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n

>

.

Описано метод побудови 
[image: image455.wmf]n

-арних квазігруп, які мають перпендикулярну пару, і пари перпендикулярних квазігруп. Зроблено деякі наслідки із отриманих результатів для тернарних операцій, зокрема класифіковано блочні рекурсивні алгоритми побудови і доповнення ортогональних тернарних операцій відносно парастрофії визначаючих розбиттів і показано, що їх є три класи.

Задачі, які потребують подальшого дослідження – це знаходження умов оборотності композиції Менгера 
[image: image456.wmf]n

-арних квазігруп та її узагальнень; дослідження блочного рекурсивного алгоритму; побудова 
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-вибірок ортогональних 
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-арних операцій; знаходження методів доповнення 
[image: image459.wmf]n

-вибірки ортогональних 
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-арних операцій до 
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)

k

n

+

-вибірки ортогональних 
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-арних операцій та інші.
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АНОТАЦІЯ

Фриз І.В. Ортогональність багатомісних операцій та алгоритми їх побудови. – Кваліфікаційна наукова робота на правах рукопису.

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук за спеціальністю 01.01.06 – алгебра та теорія чисел. – ДВНЗ “Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника”, Івано-Франківськ, 2019.

У дисертаційній роботі досліджуються 
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-арні операції, вибірки операцій і їхні комбінаторні властивості такі, як ортогональність, вичаються оборотність довільної композиції двох багатомісних операцій, алгоритми побудови ортогональних операцій, залежність між ортогональністю вибірки операцій і ортогональністю їхніх ретрактів, методи доповнення ортогональних операцій.

У роботі доведено, що оборотність композиції двох багатомісних операцій пов’язана із перпендикулярністю компонентів цього розкладу, де перпендикулярність введено як одне із узагальнень ортогональності бінарних операцій.

Описано та доведено 
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-блочний рекурсивний алгоритм побудови ортогональних 
[image: image469.wmf]n

-арних операцій, а також алгоритм побудови ортогональних операцій із блоків операцій меншої арності. З цією метою вивчається поняття ретрактної ортогональності. Доведено, що ретрактна ортогональність спричинює ортогональність, проте обернене твердження є хибним. 

Доведено, що ортогональне доповнення 
[image: image470.wmf]k

-вибірки ортогональних 
[image: image471.wmf]n

-арних операцій до 
[image: image472.wmf]n

-вибірки ортогональних 
[image: image473.wmf]n

-арних операцій можна побудувати за допомогою блочного рекурсивного алгоритму.

Описано та класифіковано блочні рекурсивні алгоритми побудови і доповнення ортогональних тернарних операцій і показано, що їх можна розподілити на три класи відносно парастрофії визначаючих розбиттів.

Ключові слова: 
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-арна операція, гіперкуб, ортогональність, перпендикулярність, квазігрупа, оборотна операція, ретрактна ортогональність, ортогональне доповнення, лінійна операція, центральна квазігрупа.

АННОТАЦИЯ

Фриз И.В. Ортогональность многоместных операций и алгоритмы их построения. – Квалификационная научная работа на правах рукописи.
Диссертация на соискания научной степени кандидата физико-математических наук  по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чисел. – ГВУЗ “Прикарпатский национальный университет имени Василия Стефаника”, Ивано-Франковск, 2019.
В диссертационной работе исследуются 
[image: image475.wmf]n

-арные операции, выборки операций и их комбинаторные свойства такие как ортогональность, изучаются обратимость произвольной композиции двух многоместных операций, алгоритмы построения ортогональных операций, зависимость между ортогональностью выборки операций и ортогональностью их ретрактов, методы дополнения ортогональных операций.

В работе доказано, что обратимость композиции двух многоместных операций связана с перпендикулярностью компонентов этой декомпозиции, где перпендикулярность введена как одно из обобщений ортогональности бинарных операций.

Описан и доказан 
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-блочный рекурсивний алгоритм построения ортогональных 
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-арых операций, а также алгоритм построения ортогональных операций из блоков операций меньшей арности. С этой целью изучается понятие ретрактной ортогональности. Доказано, что из ретрактной ортогональности следует ортогональность, но обратное утверждение не является истинным.

Доказано, что ортогональное дополнение 
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-выборки ортогональных 
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-арных операций к 
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-виборке ортогональных 
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-арных операций можно построить с помощью блочного рекурсивного алгоритма.

Описаны и классифицированы алгоритми построения и дополнения ортогональных тернарных операций и показано, что их можна распределить на три класса относительно парастрофии определяющих разбиений.

Ключевые слова: 
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-арная операция, гиперкуб, ортогональность, перпендикулярность, квазигруппа, оборатимая операция, ретрактная ортогональность, ортогональное дополнение, линейная операция, центральная квазигруппа.

ABSTRACT

Fryz I.V. Orthogonality of multuary operations and algorithms of their construction. – Qualifying scientific work on rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences degree on the speciality 01.01.06 – algebra and number theory. – Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2019.
In the thesis, 
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-ary operations and quasigroups, tuples of operations and their combinatorial properties such as orthogonality and its kinds are studied. The main directions of this work are to study invertibility of an arbitrary composition of two multiary operations; to generalize the recursive algorithm for construction of orthogonal operations; to investigate the dependence between orthogonality of operations and orthogonality of retracts of these operations; to find and investigate the methods for constructing an orthogonal complement of operations and hypercubes and to estimate the number of complements by the obtained algorithms.
The perpendicularity concept as a generalization of orthogonality concept of binary operations to a pair of multiary operations of different arities is introduced. Relations between invertibility of a composition of two operations and perpendicularity of some parastrophes of the decomposition components are shown.

The algorithm for construction of orthogonal 
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-ary operations that was proposed by G.B. Belyavskaya and G.L. Mullen in 2005 is generalized. Proposed generalization of this algorithm is 
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-block-wise recursive algorithm, one of the parameters of which is some partition of the indices set of variables, and every block of output operations is constructed by a block of new operations and all operations that have been constructed by the previous steps. An algorithm for construction of orthogonal 
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-ary operations using blocks of orthogonal operations of a less arity is suggested.

The problem of the dependence between orthogonality of operations and orthogonality of their retracts is studied, namely, it is shown that retract orthogonality implies orthogonality, but the inverse statement is not true. It is proved that every 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations is prolongable to a 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations. The dependence among different generalizations of orthogonality of binary operations (retract orthogonality, strong orthogonality, perpendicularity of maximal type) is described. It is shown that for central quasigroups (linear isotopes of abelian groups) over a prime order field, retract orthogonality is the necessary and sufficient condition for orthogonality.

It is well known that every 
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-tuple of orthogonal 
[image: image492.wmf]n

-ary operations (
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n

>

) can be embedded into an 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations, i.e., the existence of an orthogonal complement is proved. In the paper, an algorithm for complementing a 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations to an 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations is found. It is proved that every 
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-tuple of 
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-retractly orthogonal 
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-ary operations is complementable to an 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations by the proposed algorithm. Some estimations of the number of orthogonal complements, in particular, a lower bound and an upper bound of the number of different trivial complements and a lower bound of the number of all possible complements are found.

An algorithm for the construction of orthogonal complements of an arbitrary 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations to an 
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-tuple of orthogonal 
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-ary operations for an arbitrary 
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 such that 
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n

>

 is suggested, and a lower bound of the number of such complements is found.

A method for constructing an 
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-ary quasigroup having admissible binary retracts is found and a method for constructing a pair of perpendicular quasigroups is described. The algorithms for the constructing and complementing a tuple of orthogonal ternary operations are described and classified into three classes up to parastrophy of defining partitions.
Key words: 
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-ary operation, hypercube, orthogonality, perpendicularity, quasigroup, invertible operation, retract orthogonality, orthogonal complement, linear operation, central quasigroup.
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