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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. Багато важливих задач у сучасному світі природно приводять до обернених задач. Вони виникають, на​прик​лад, у медичній діагностиці, неруйнівному контролі, гео​ло​го​роз​ві​ду​ван​ні, в класичній та квантовій механіці. Цим по​яс​ню​єть​ся підвищене зацікавлення теорією обернених задач та їх практичними за​сто​су​ван​ня​ми.

Серед розмаїття обернених задач можна виділити клас обернених спек​тральних задач, у яких внутрішню структуру моделі пробують відновити за спек​тральними даними. Наприклад, природним є питання, чи визначають власні значення 
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 задачі Штурма–Ліувілля 
[image: image2.wmf]y

qy

y

2

'

'

l

=

+

-

 з умовами Діріхле 
[image: image3.wmf]0

)

1

(

)

0

(

=

=

y

y

 потенціал q. Ще у 1946 р. Г. Борг
 отримав перші важливі результати з оберненої спек​тральної теорії для таких рівнянь. Він довів, що для однозначного відновлення потенціалу q потрібна додаткова інформація (наприклад, ще один спектр). Основи оберненої спек​тральної теорії для операторів Штурма–Ліувілля, Шрединґера та Дірака заклали у 50–их роках минулого століття І. Гельфанд, Б. Левітан
, М. Крейн
 та В. Марченко
. Досить детально вивчені також обернені задачі для рівнянь Штурма–Ліувілля із сингулярними потенціалами, які включають випадок, коли q — узагальнена функ​ція, що, зокрема, може містити дельта–функцію Дірака. Такі задачі досліджували А. Савчук і А. Шкаліков
 та Р. Гринів і Я. Микитюк
. Останні автори у своїх роботах повністю розв’язали обернені задачі для рівнянь Штурма–Ліувілля із сингулярними потенціалами у різних постановках (відновлення за двома спек​трами, за спектром та нормівними множниками та ін.).

Проте у фізиці та механіці часто виникають обернені задачі для інших класів рівнянь — наприклад, для рівнянь Штурма–Ліувілля з потенціалами, що за​ле​жать від частоти коливань, або, іншими словами, з енергозалежними потенціалами. Мова йде про уза​галь​нен​ня класичної спек​тральної задачі Штурма–Ліувілля вигляду 
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з додатковим потенціалом p. Такі рівняння виникають, наприклад, у не​кон​сер​ва​тив​них системах (і тоді p описує сили тертя), чи у рівнянні Кляйна–Ґордона (коли p описує безспіновий піон). Спек​тральні властивості рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами з умовами Діріхле (чи іншими крайовими умовами) є набагато складнішими, ніж такі властивості класичних рівнянь Штурма–Ліувілля. Зокрема, в першому випадку можуть виникати недійсні та/або кратні власні значення, а тому задача віднов​лен​ня потенціалів p та q за спек​тральними даними стає зовсім нетривіальною. Зазначимо, що хоча обернені задачі розсіювання для рівнянь Штур​ма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами досліджували починаючи з 70-х років минулого століття М. Жолен, C. Жин
, Д. Сатинґер, Я. Шміґельський
, К. ван дер Мей, В. Пивоварчик
 та ін., обернені спект​раль​ні задачі майже не вивчали — схоже, єдині зміс​тов​ні результати анон​су​ва​ли М. Ґасимов та Г. Гусейнов у короткій статті
 1981 року без доведень, причому у дуже частковому випадку.

Тому предметом цього дисертаційного дослідження стали прямі та обернені спек​тральні задачі для рівнянь Штурма–Ліувілля з енерго​залежними потенціалами за якнайслабших припущень про гладкість потенціалів p та q. А саме, наші дослідження охоплюють випадок, коли потенціал p належить до простору 
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, а q може бути узагальненою функцією. Зауважимо, що тоді вираз 
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 потребує регуляризації. Для цього ми застосували метод, запропонований А. Савчуком та А. Шкаліковим, який використовує квазі​по​хід​ні 
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, де r — первісна потенціала q.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Результати дисертації отримані в рамках виконання держбюджетних тем Інституту прикладних проблем механіки і математики імені Я. С. Підстригача “Прямі та обернені задачі спек​тральної тео​рії операторів та функціональних алгебр на банахових про​сто​рах” (номер держреєстрації 0111U008862), ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний 
унiверситет iменi Василя Стефаника” “Розробка аналітичних методів у нескінченновимірному ком​п​лекс​ному аналізі та теорії операторів” (номер держреєстрації 0113U000184) та Національного педагогічного університету імені М. П. Драгоманова “Спек​тральні проблеми теорії диференціальних і різницевих операторів” (номер держреєстрації 0115U000556).
Мета і задачі дослідження.  Мета роботи — дослідити прямі та обернені спек​т-ральні задачі для рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами.

Задачі дослідження: 
· вивчити спек​тральні властивості рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами; 

· дати повний опис спект​ральних даних, за якими можна однозначно відновити потенціали енергозалежних рівнянь Штур​ма–Ліувілля; 

· розв’язати обернену задачу відновлення рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами за двома спек​тра​ми, а саме: дослідити існування та єдиність такого від​нов​лен​ня, запропонувати та обґрунтувати алгоритм відновлення; 

· розв’язати обернену задачу відновлення рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами за спектром та нормівними множниками, а саме: дослідити існування та єдиність такого відновлення, запропонувати та обґрунтувати алгоритм відновлення. 

Об’єктом дисертаційного дослідження є рівняння Штурма–Ліу​віл​ля з енергозалежними потенціалами.

Предмет дослідження — прямі спек​тральні задачі для енергозалежних рівнянь Штурма–Ліувілля та обернені задачі відновлення потенціалів таких рівнянь за спек​тральними даними.

Методи дослідження. У дослідженні використані методи теорії диференціальних рівнянь, спектральної теорії диференціальних операторів, теорії операторних в’язок, теорії аналітичних функцій, теорії просторів Понтряґіна, асимптотичні методи.

Наукова новизна отриманих результатів. Основні наукові результати, що виносяться на захист: 

· досліджено загальні властивості спектрів рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами (дискретність та геометрична простота власних значень, їх розташування відносно дійсної осі, оцінка зверху кількості непростих або комп​лекс​них власних значень та їхніх алгебраїчних кратностей); 

· виведено асимптотики власних значень та власних функцій рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами; 

· введено означення нормівних множників для рівнянь Штур​ма–Ліу​віл​ля з енегозалежними потенціалами, яке є узагальненням відповідного означення для звичайних рівнянь Штур​ма–Ліувілля, і пояснено його змістовність. Досліджено влас​ти​вос​ті нормівних множників, їхні асимптотики; 

· повністю розв’язана обернена задача відновлення потенціалів енергозалежного рівняння Штурма–Ліувілля за спектром та відповідним набором нормівних множників. Зокрема, подано повний опис спек​тральних даних, доведено теореми про існування та єдиність розв’язку, запропоновано та обґрунтовано алгоритм відновлення рівняння Штурма–Ліувілля з енергозалежним потенціалом за спектром та нормівними множниками; 

· повністю розв’язана обернена задача відновлення рівняння Штурма–Ліувілля з енергозалежним потенціалом за двома спек​трами. Подано повний опис спек​тральних даних. Запропоновано два методи розв’язування такої задачі. Двома способами доведено теорему про існування та єдиність розв’язку, описано та обґрунтовано два алгоритми відновлення потенціалу p та первісної r потенціала q рівняння Штурма–Ліувілля з енергозалежним потенціалом 
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Практичне значення отриманих результатів. Результати цієї дисертаційної роботи мають теоретичний характер і є внеском у теорію прямих та обернених спек​тральних задач. Запропоновані у роботі методи можна використати для дослідження обернених спект​раль​них задач для рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами в інших постановках (за інших припущень про гладкість потенціалів, з іншими крайовими умовами чи при вивченні відновлення за іншими наборами спек​тральних даних).

Особистий внесок здобувача. Основні результати, висвітлені в дисертації, отримані автором самостійно. У спільній з науковим керівником праці [1] Р. О. Гриніву належать постановка задачі, аналіз та передбачення отриманих результатів.

Апробація роботи. Результати дисертації автор доповідала на таких наукових семінарах та конференціях: семінарі відділу функ​ціонального аналізу Інституту прикладних проблем механіки та математики імені Я. С. Підстригача (м. Львів, 2012 р., 2013 p.); Львівському міжвузівському семінарі з функціонального аналізу (м. Львів, 2013 р.); семінарі кафедри математичного і функціонального аналізу ДВНЗ “Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника” (м. Івано–Франківськ, 2017 р.); Міжнародній конференції з функціонального аналізу, присвяченій 90-річчю В. Е. Лянце, (м. Львів, 17–21 листопада 2010 р.); IV Конференції молодих учених із сучасних проблем механіки і математики імені академіка Я. С. Підстригача (м. Львів, 24–27 травня 2011 р.); Літ​ній школі “Алгебра, Топологія, Аналіз та Застосування” (м. Херсон–Лазурне, 5–15 липня 2011 р.); Вступному Воркшопі до програми “Обернені задачі” (м. Кембридж, Великобританія, 25–29 липня 2011 р.); Міжнародній математичній конференції імені В. Я. Скоробогатька (м. Дрогобич, 19–23 вересня 2011 р.); Всеукраїнській науковій конференції “Сучасні проб​ле​ми теорії ймовірностей та математичного аналізу” (смт. Ворохта, 20–26 лютого 2012 р.); Чотирнадцятій між​на​род​ній науковій конференції імені академіка М. Кравчука (м. Київ, 19–21 квітня 2012 р.); Конференції молодих учених “Підстригачівські читання – 2012” (м. Львів, 23–25 травня 2012 р.); Міжнародній конференції, присвяченій 90-річчю Володимира Марченка, “Спектральна теорія і диференціальні рівняння” (м. Харків, 28–30 серпня 2012 р.); Міжнародній конференції, присвяченій 120-річчю Стефана Банаха, (м. Львів, 17–21 вересня 2012 р.); Міжнародній науковій конференції “Сучасні проблеми механіки та математики” (м. Львів, 21–25 травня 2013 р.); Конференції молодих учених “Підстригачівські читання – 2017” (м. Львів, 23–25 травня 2017 р.); Міжнародній конференції, присвяченій 125-річчю Стефана Банаха, (м. Львів, 18–23 вересня 2017 р.)

Структура та обсяг дисертації. Робота складається зі вступу, п’яти розділів, висновків, списку використаних джерел та до​дат​ків. Загальний обсяг дисертації — 124 сторінки. Список використаних джерел займає 10 сторінок та містить 96 найменувань. Додатки займають 4 сторінки і містять список публікацій за темою дисертації та відомості про апробацію результатів дисертації.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступі дисертації обґрунтована актуальність теми, вказані мета та задачі дослідження, наукова новизна отриманих результатів, апробація роботи.

У першому розділі описаний головний об’єкт дослідження, наведені деякі початкові відомості та описані основні результати.

Головним об’єктом цього дисертаційного дослідження є задачі Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами, задані диференціальними рівняннями 
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 — квазіпохідна функції y.

Оскільки рівняння (1) містить квадрат спек​трального параметра, для того, щоб дати строге означення задачі, слід розглядати його як спек​тральну задачу для операторної в’язки, описаної далі.

Використовуючи метод регуляризації, запропонований А. Савчуком і А. Шкаліковим (див. зноску 5 на сторінці 3), подамо вираз 
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Для власного значення 
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Власне значення називаємо алгебраїчно простим, якщо воно геометрично просте, а для відповідного власного вектора не існує приєднаних векторів
.

При вивченні обернених задач у нашому дослідженні важливо відрізняти операторні в’язки, що відповідають енергозалежним рівнянням Штурма–Ліувілля з різними парами потенціалів p та 
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Загалом спектр в’язки T не обов’язково дійсний чи алгебраїчно простий. У роботі наведено приклад, який це демонструє.

У другому розділі дисертації ми дослідили спек​тральні властивості рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами.

З безпосереднього аналізу операторної в’язки T випливає  
Теорема 2.1. Спектр операторної в’язки T з (4) є дискретною підмножиною 
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Аналогічна теорема справджується для в’язки 
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Зважаючи на це твердження, не обмежуючи загальності, ми можемо і вважаємо у роботі, що виконується таке припущення:

(A0) 0 не належить до спектра в’язки T.

Відомо, що спектральну задачу для в’язки T можна звести до спектральної задачі для певного лінійного оператора 
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, довели, що його власні значення збігаються із власними значеннями в’язки T з урахуванням кратностей і показали, що 
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 є самоспряженим у відповідному просторі Понтряґіна. Із загальної теорії самоспряжених операторів у просторах Понтряґіна ми отримали наступну теорему.

Теорема 2.4. Нехай 
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(1)
спектр операторної в’язки T дійний за можливим винятком щонайбільше 
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 пар комплексно спряжених власних значень 
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Зокрема, алгебраїчна кратність кожного власного значення T не перевищує 
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, а кількість кратних дійсних влас​них значень T не перевищує 
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. 

 Наслідок 2.1. Якщо оператор A додатний, то спектр операторної в’язки T дійсний і простий.  
Аналогічні результати справедливі для в’язки 
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Важливим методом нашого дослідження є зведення спек​тральної задачі (1)– (2) до системи Дірака. Він використовується при виведенні асимптотик власних значень та власних функцій рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами та при розв’язуванні обернених спек​тральних задач у розділах 4 та 5.

У пункті 2.3 ми показали, що за припущення (А0) існує розв’язок  EQ y\s\do5(0) рів​нян​ня 
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Система (6)–(7) є спек​тральною задачею 
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Для довільного матричнозначного потенціала 
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Зі зв’язку розглядуваної спек​тральної задачі з відповідною задачею для побудованого оператора Дірака ми отримали інтегральне зображення розв’язку рівняння (1), що в свою чергу стало базою для подальшого асимптотичного аналізу відповідних спек​тральних ха​рак​те​рис​тик. Ми отримали такі результати:

 Теорема 2.6. Власні значення задачі (1), (2) можна занумерувати відповідно до їхніх кратностей як 
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 Теорема 2.9.  Власні значення задачі (1), (3) можна занумерувати відповідно до їхніх кратностей як 
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У  третьому розділі дисертації ми ввели означення нормівних множників для рівняння Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами, що є узагальненням відповідного поняття для класичного оператора Штурма–Ліувілля, та дослідили їх асимптотику.

 Означення 3.1. Для дійсного простого власного значення 
[image: image111.wmf]l

 в’язки T позначимо через y відповідну власну функцію, нормовану по​чат​ко​ви​ми умовами 
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У роботі також наведене більш загальне означення, яке охоплює випадок непростих та недійсних власних значень.

 Лема 3.3. Нормівні множники, що відповідають ненульовим дійсним простим власним значенням оператора Дірака 
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Користуючись цим результатом, ми отримали такий:

Теорема 3.1. Нормівні множники 
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Також ми довели, що спектри 
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зі сталою c, однозначно визначеною спектрами 
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Використовуючи властивості нормівних множників та провівши деякий додатковий аналіз, ми отримали достатні умови простоти та дійсності власних значень операторних в’язок T та 
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Кажемо, що спектри в’язок T та 
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 майже чер​гу​ють​ся, якщо вони складаються лише з дійсних та простих власних значень, які можна занумерувати у зростаючому порядку як 
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Теорема 3.4. Наступні твердження еквівалентні: 

(1)
спектри в’язок T та 
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 майже чергуються; 

(2)
існує дійсне число 
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У четвертому розділі ми вивчили обернену спек​тральну задачу відновлення рівняння Штурма–Ліувілля з енергозалежним потенціалом за спектром та нормівними множниками. Дослідження проводили за такого припущення:

(AD) Оператор A додатний.

 Означення 4.1. Нехай 
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 — власне значення квадратичної операторної в’язки 
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Обернена спек​тральна задача, яку ми вивчили у четвертому розділі, звучить так:

(IPSNC) Маючи задані спек​тральні дані 
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Один із головних результатів цього розділу — теорема про єдиність розв’язку задачі (IPSNC).  
Теорема 4.1. За припущення (AD) операторна в’язка 
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З результатів про властивості спек​тра та нормівних множників в’язки 
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 випливає, що спек​тральні дані для наших операторних в’язок належать до множини SD, означеної далі.

 Означення 4.2. Позначатимемо через SD сім’ю всіх множин 
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Другий головний результат розділу 4 — теорема про існування розв’язку задачі (IPSNC).
Теорема 4.2.  Для кожного 
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Для розв’язування цієї оберненої задачі ми суттєво використовуємо зв’язок спек​тральної задачі для операторної в’язки 
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Класична обернена спек​тральна теорія для операторів Дірака
 дозволяє однозначно відновити такі оператори з потенціалами в канонічній формі, наприклад, у так званій формі АКНС (за прізвищами Абловиць, Кауп, Ньювелл і Сігур). За нашими спек​тральними даними ми можемо відновити однозначно 
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 з потенціалом у формі АКНС, зсунутій на h, тобто з множини 
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Твердження 4.1. Для довільного 
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 є спектральними даними для оператора Дірака 
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Але з операторною в’язкою T безпосередньо пов’язаний оператор Дірака з потенціалом вигляду (8), тобто з потенціалом із множини 
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Для довільного 
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 введемо множину потенціалів, ізоспек​тральних до заданого Q 
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Теорема 4.6. Припустимо, що потенціал 
[image: image195.wmf]h
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 є власним значенням оператора Дірака 
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Доведення теореми 4.6 конструктивне і дає явну формулу для визначення потенціалу P з потенціалу 
[image: image200.wmf]Q

.

Ми також показали, що відновлені потенціали p та 
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. Звідси отримали теорему 4.1 про єдиність відновлення.

Доведення теореми 4.2 про існування розв’язку (IPSNC) містить прямі кроки, які дають алгоритм відновлення рівнянь Штурма–Ліу​віл​ля з енергозалежними потенціалами.

Маючи довільний елемент sd з SD, відновлюємо квадратичну в’язку 
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2.
Доповнюємо множину sd парою 
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3.
Будуємо оператор Дірака 
[image: image217.wmf])

(

2

Q

D

 з потенціалом 
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4.
Знаходимо відповідний потенціал 
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5.
Обчислюємо потенціали p та q, використовуючи формули 
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Тоді p та q і є шуканими потенціалами.

П’ятий розділ присвячений вивченню оберненої задачі відновлення рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами за двома спек​трами: спектром Діріхле та спектром змішаного типу. Задача, яку ми тут дослідили, звучить так:

(IPS) За заданими спек​трами в’язок 
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Дослідження цієї задачі ми проводили за такого припущення:

(AM) Оператор 
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 додатний, 

яке гарантує, що спектри в’язок 
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За припущення (AM) пара послідовностей власних значень 
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  Означення 5.1. Позначимо через 
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асимптотика: існує таке 
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майже чергування: 
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Одним з основних результатів цього розділу є такий: 
Теорема 5.1. Нехай пара 
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Ми довели цю теорему двома методами і отримали два способи відновлення рівняння (1) за двома спек​трами. Перший метод аналогічний до використаного при вивченні задачі відновлення за спек​тром та нормівними множниками і полягає у зведенні рівняння (1) до системи Дірака. Ми показали, що спектри в’язок T(p,r) і 
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Далі, опираючись на обернену спек​тральну теорію для операторів Дірака, отримуємо

 Твердження 5.2. Для довільної пари 
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Для довільного потенціала 
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Теорема 5.3. Нехай 
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  У роботі отримана явна формула, яка визначає потенціал P з теореми 5.3 за потенціалом Q.

Перший алгоритм відновлення для такої задачі описано далі. Нехай ми маємо пару послідовностей 
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Обчислимо потенціали p та r, використовуючи формули 
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Другий метод розв’язування задачі (IPS) опирається на той факт, що з двох спектрів ми можемо отримати нормівні множники в’язки 
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Тепер сформулюємо алгоритм відновлення для другого методу розв’язування (IPS). Нехай маємо пару послідовностей 
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Виберемо первісну r потенціала q так, щоб зробити 
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Тоді p та r є розв’язком відповідної задачі (IPS). 

ВИСНОВКИ

Робота присвячена вивченню прямих та обернених спектральних задач для рівнянь Штур​ма–Ліувілля із енергозалежними потенціалами, що є узагальненнями класичних рівнянь Штурма–Ліувілля. Досліджено випадок із слабкими припущеннями про гладкість потенціалів таких рівнянь. Хоча відповідна теорія для класичних рівнянь Штур​ма–Ліувілля (також і з сингулярними потенціалами) добре розвинута, досі були отримані лише часткові результати про єдиність відновлення за сильних припущень про гладкість потенціалів.
У цій роботі вперше досліджені спектральні властивості таких рівнянь та асимптотики відповідних власних значень і власних функцій. Вперше запропоновано означення нормівних множників, що є узагальненням відповідного поняття для класичного рівняння Штур​ма–Ліувілля і є важливим інструментом спектральної теорії.

Ще одним результатом цього дослідження є розвиток оберненої спек​тральної теорії для рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами. У роботі досліджені обернені задачі відновлення таких рівнянь за двома типами спектральних даних: за спектром і нормівними множниками та за двома спектрами. В кожній з цих задач подано повний опис спектральних даних. Для першої доведено теореми про існування та єдиність розв’язку та подано і обґрунтовано відповідний алгоритм відновлення потенціалів. Для другої задачі запропоновано два методи дослідження. Відповідно, двома способами доведено теорему про існування та єдиність розв’язку та описані і обґрунтовані два алгоритми відновлення.

Результати роботи є внеском в обернену спектральну теорію диференціальних рівнянь. Запропоновані методи вивчення спектральних властивостей та розв’язування обернених задач для рівнянь Шту​р​ма–Ліу​віл​ля з енергозалежними потенціалами можна використати для відповідних досліджень схожих рівнянь за інших припущень про гладкість потенціалів або у випадку інших крайових умов. Хоча описані методи вивчення обернених задач ефективно працюють за припущень, які гарантують, що спектри дійсні та прості, деякий додатковий аналіз дозволить застосувати їх і у більш загальному випадку, коли спектри містять недійсні та/або кратні власні значення.
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АНОТАЦІЯ

Терлич Н. І. Прямі та обернені спек​тральні задачі для рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами. — На правах рукопису.

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико–ма​те​ма​тич​них наук за спеціальністю 01.01.01 — математичний аналіз. — ДВНЗ “Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника”, Івано–Франківськ, 2018.

У цій дисертаційній роботі вперше повністю досліджено прямі та обернені спек​тральні задачі для рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами за якнайслабших припущень про гладкість потенціалів. Вивчено спек​тральні властивості таких рівнянь, виведено асимптотики відповідних власних значень та власних функ​цій. Вперше введено означення нормівних множників для таких рівнянь, що є узагальненням відповідного поняття для звичайних рівнянь Штурма–Ліувілля, та досліджено їхні властивості.

У роботі детально вивчено обернені задачі двох типів для рівнянь Штурма–Ліувілля з енергозалежними потенціалами: від​нов​лен​ня за спек​тром і нормівними множниками та відновлення за двома спек​тра​ми. Для кожної з цих задач дано повний опис спек​траль​них даних. Для задачі відновлення за спек​тром та нормівними множ​ни​ка​ми доведено теорему про існування та єдиність розв’язку, запропоновано та обґрунтовано відповідний алгоритм відновлення. Для задачі відновлення за двома спек​тра​ми теорему про існування та єдиність розв’язку доведено двома способами, а також подано та обґрунтовано два алгоритми відновлення потенціалів розглядуваного рівняння.

Ключові слова: рівняння Штурма–Ліувілля, енергозалежні потенціали, обернені задачі, спек​тральні задачі, спек​тральні влас​ти​вос​ті, асимптотики.

АННОТАЦИЯ

Терлич Н. И. Прямые и обратные спектральные задачи для уравнений Штурма–Лиувилля с энергозависимыми потенциалами. –  На правах рукописи.

Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.01 – математический анализ. – ГВУЗ “Прикарпатский национальный университет имени Василия Стефаника”, Ивано–Франковск, 2018.

В этой диссертационной работе впервые полностью исследованы прямые и обратные спектральные задачи для уравнений Штурма–Лиувилля с энергозависимыми потенциалами при слабых предположениях о гладкости потенциалов.

Изучены спектральные свойства таких уравнений, выведены асимптотики соответствующих собственных значений и собственных функций.

Впервые введено определение нормирующих множителей для таких уравнений, являющееся обобщением соответствующего понятия для обычных уравнений Штурма–Лиувилля, и исследованы их свойства.

В работе подробно изучены обратные задачи двух типов для уравнений Штурма–Лиувилля с энергозависимыми потенциалами: восстановление по спектру и нормирующим множителям и восстановление по двум спектрам. Для каждой из этих задач дано полное описание спектральных данных. Для задачи восстановления по спектру и нормирующим множителям доказана теорема о существовании и единственности решения, предложен и обоснован соответствующий алгоритм восстановления. Для задачи восстановления по двум спектрам теорему о существовании и единственности решения доказано двумя способами, а также представлены и обоснованы два алгоритма восстановления потенциалов рассматриваемого уравнения. 

Ключевые слова: уравнения Штурма–Лиувилля, энергозависимые потенциалы, обратные задачи, спектральные задачи, спектральные свойства, асимптотики.

ABSTRACT

Terlych N. I. Direct and inverse spectral problems for energy–dependent Sturm–Liouville equations. – On the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences degree on the speciality 01.01.01 – mathematical analysis. – Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2018.

During the last few decades, inverse problems have been attracting considerable interest of scientists, and their study has become especially relevant. This is due to the fact that such problems arise in solving of many practical tasks of modern life, e. g., in medicine, geology exploration, in classical and quantum mechanics. Among such problems there are the ones aiming at reconstructing some specifications of a given model from its spectral data, i. e., inverse spectral problems.

For example, the classical inverse spectral problem for Sturm–Liouville equations consists in reconstructing the potential from the corresponding eigenvalues or norming constants. The inverse Sturm–Liouville theory was developed in 1950-ies in the works of V. Marchenko, B. Levitan, I. Gelfand and M. Krein, and in the beginning of this century in the works of R. Hryniv and Ya. Mykytyuk for the case of singular potentials. Sturm–Liouville equations with energy dependent potentials are generalizations of standard Sturm–Liouville equations. They often arise in practical problems of classical and quantum mechanics, e. g., in modelling of mechanical system vibrations in viscous media, in solving Klein–Gordon equations etc. However, inverse spectral problems for Sturm–Liouville equations with energy-dependent potentials have barely been studied.

In this work, for the first time the direct and inverse spectral problems for energy-dependent Sturm–Liouville equations are studied completely under weak assumptions on the smoothness of potentials. Unlike the classical Sturm–Liouville equations, those under consideration involve two potentials and have more difficult spectral properties. In particular, they may have non-real and/or non-simple eigenvalues. This makes the study of the corresponding inverse problems more complicated.

In the research, the spectral properties of Sturm–Liouville equations with energy-dependent potentials are studied. It is proved that the spectrum is discrete, geometrically simple, symmetric with respect to the real axis. Estimates on the numbers of non-real and non-simple eigenvalues and their algebraic multiplicities are obtained. Asymptotics of eigenvalues and eigenfunctions of Sturm–Liouville equations with energy-dependent potentials are derived. Moreover, the definition of the norming constants for such equations is introduced for the first time. It is shown that this definition is a generalization of the corresponding notion for classical Sturm–Liouville equation. Properties of norming constants are studied, and, in particular, their asymptotics are established and the formula determining them from two spectra is derived. Further analysis of the properties of norming constants allowed us to obtain sufficient conditions for the eigenvalues to be simple and real.

In the thesis, two types of inverse problems for Sturm–Liouville equations with energy-dependent potential are studied in detail: reconstruction from the spectrum and norming constants and reconstruction from two spectra.  For each of these problems the complete description of the spectral data is given. For the problem of reconstruction from the spectrum and the set of norming constants we proved the theorem on existence and uniqueness of the solution, suggested and justified the corresponding reconstruction algorithm. For the problem of reconstruction from two spectra we proved the theorem on existence and uniqueness of the solution by two methods and also gave and justified two algorithms reconstructing the considered equation.

Key words: Sturm–Liouville equations, energy-dependent potentials, inverse problems, spectral problems, spectral properties, asymptotics.
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